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第 一 部 分 一 般 解 法 ” 


第 一 章 ”一 阶 微分 方程 


1. 已 解 出 导数 的 微分 方程 == / (ху); 
| 基本 概念 


1. 微分 方程 的 表示 法 和 几何 意义 ， 可 微 函 数 > 一 
ф(®) ,如果 满足 微分 方程 


= f G, э) R 7 (®, у), a) 


即 在 + 的 某 一 变化 区 间 上 ,使 得 
g'(x) =У(х, p(x)) 

对 * 恒 等 成 立 , 则 称 为 此 微分 方程 的 解 、 НЯНЯ НН. 

方程 ( 非 恒等式 ) 

D(X, у, C) =0, (2) 

AK ж Ж C 从 某 一 确定 的 区 域 取 值 时 , 由 此 方程 解 出 у 所 
得 到 的 一 些 可 微 冰 数 》=g(*) 是 方程 (1) 的 积分 , 则 称 此 方程 
为 方程 (1) 的 遂 解 或 通 积分 。 这 时 ， 函 数 Ф 本 身 通常 也 称 为 
微分 方程 (1) 的 通 积 分 . 

我 们 考虑 方程 y = f(x, y), 其 中 f(x, у) ЖУТЕ ху 4 


1) [第 一 部 分 中 所 讨论 的 各 种 问题 的 详尽 叙述 , 以 及 进一步 的 细节 , 可 在 下 
列 著 作 中 找到 "*. Петровский; Понтрягин; Еругин; Степанов; Ence; Marge- 
ев; Sansone; Coddington 和 Levinson; Хартман; Bellman. 俄 译 本 编 


Aite] 
” 本 手册 参考 文献 中 采用 的 缩写 ， 列 于 书 末 ., 


面 的 某 一 个 开 区 域 G Е. 设 在 区 域 G 的 每 一 点 (*,y) 定义 
了 这 样 的 角 а, 使 得 | 
tga= f (%, у), 
ы, (м, x) 同 与 OY 轴 的 正方 向 组 成 角 = 的 很 得 的 线段 一 
起 ， 称 为 线 素 . 线 素 的 总 体 构 成 直观 搓 绘 台 全 定 微 分 方程 的 方 问 
场 (图 1)。 积分 曲线 乃 是 这 样 的 光滑 曲线 ， 它 与 给 定 方向 场 
的 方向 “一致 >, 即 在 此 曲线 上 的 每 一 点 上 具有 由 此 方 疝 场所 
指示 的 切线 . | 
在 某 些 情况 下 ,不 难 找 
和 些 点 的 集 
合 , 对 应 于 这 些 点 ,由 给 定 的 
做 分 方程 规定 了 问 样 的 方向 
e Сп, ЕЖУ = 
Ё 1 в (y), 由 等 式 а (0) = tge 确 
定 的 平行 于 < 畏 的 一 条 或 几 条 直线 就 是 这 种 点 的 集合 )。 由 
给 定 微分 方程 确定 的 具有 同样 一 个 方 回 « 的 诸 点 所 构成 的 
曲线 ， 称 为 对 应 于 а ЯНА. 
1.2. 解 的 存在 和 唯一 性 .在 以 后 各 处 ,只 要 没有 特别 中 
朋 ,我 们 将 假定 ( 除 其 他 假设 以 外 )， 函数 Jf G, y) 在 ху 平面 
的 某 一 个 开 区 域 G 内 是 连续 的 这 时 ,下 述 的 皮 亚 诺 存在 定 
理 成 立 ， 通过 区 域 G 的 每 ЕА (8,1), 至 少 有 一 条 积分 曲线 ， 
而 且 这 些 曲 线 中 的 每 一 条 ， 可 以 向 两 个 方面 延 折 直 至 全 部 包 
ÈT G 内 而 本 身 又 包含 着 НЕ, НЕЕ 闲 区 域 的 边界 ， 
第 三 部 分 例 1.57 表明 ， 通过 革 一 СЕ, ШТ 积分 曲线 ， 实 
RETAS T-Z., 


1) 芯 至 可 能 有 这 种 情况 ; 通过 区 域 的 每 一 点 ,有 无 穷 多 条 积分 曲线 K. M. 
А. Лаврентьев, Math. Zeitschrift 23 (1925), р. 197—209. 29378 
线束 的 进一步 的 性 质 见 Sausobe; Хартман. —— Ж 2. | | 


. 2 «= 


如 果 在 区 域 C 内 , f Ge, у) 具有 连续 的 一 阶 偏 导数 ,或 者 
对 于 > 满足 李 普 希 获 条 件 : 
7%, у) —f (z, у) «010-211 СЖ), (3) 
则 通过 每 一 点 显然 仅 有 一 条 积分 曲线 。 
эң x (£, ПАВ, дюни 点 时 ,例如 从 5.3 节 , 还 
可 以 得 出 下 述 结 论 ， 如 果 f (x*, yA olre sa ynl 
<ó 时 连续 (因而 ， 并 求 假设 在 直线 x= 上 的 连续 性 ) ,并且 
РС, y) | < M (x), 
[JCY 52) — А, yi) | S |p a— y (м), 
Н М (zx), N (*) 在 整个 区 间 |* 一 £| <a 上 古 可 积 的 ， 则 在 
在 一 个 且 仅 存在 一 个 函数 y = =Ф(х), 使 得 当 x= 时 
p (х) = f, ф(х)), 
HHH rë ht yen, ЗИ 
М (х) S4 (x —£)"“%, 0<а<1, 
N (z) <B (2 —£) "P, 0<8<1, 
函数 M Сх), N (x, 9 显然 是 可 积 的 。 


如 果 函 数 f(%x, у) 具有 形式 f(z, у) = 4220 , 则 微分 方 


glx, у), 
程 (1) 可 写 为 下 列 形式 ， 
g(x, у) у’=й(х, у), 


或 者 写 为 方程 组 


SE (я, У), т> =^ (я, y) 
的 形式 .关于 这 种 形式 的 方程 , 也 可 以 见 4.12 节 ，4.13 节 ， 
7.27, 


关于 解 对 于 初始 条 件 的 依赖 性 ， 以 及 解 对 于 方程 本 身 变 
化 的 依赖 性 , 见 2.7 2, 5.45, 


5 2. 已 解 出 导数 的 微分 方程 ， 
y=f(x, у); 解法 


2.1. 折线 法 .对 于 给 定 的 微分 方程 § 101), ЖЕ Y 
方向 场 ,那么 就 不 难 建 立 其 积分 曲线 的 近似 表示 ,因此 也 就 不 
难 形成 关于 这 些 积 分 曲线 走向 的 一 般 了 解 1， 

用 加 大 图 形 的 比例 尺 和 增 多 所 建 立 的 线 素 的 个 数 的 方 


1) 描绘 积分 曲线 的 所 谓 “ 拐 线 ” ,即使 得 у” =0 的 点 的 集合 ,常常 是 有 用 的 . 

在 消 数 了 (%*,y) 是 连续 可 微 的 情 帝 下 ,对 于 方程 §1(1) 的 每 一 个 解 , 有 
y”=f,+y'fy=f,+Íffy, 
于 是 条 件 ==0 化 为 方程 
fxtffy=0, (*) 

因为 为 使 给 定点 是 拐点 ,条 件 y?=0 只 是 必要 的 ,而 不 是 充分 的 ,所 以 一 些 不 
是 拐点 的 点 也 可 能 属于 “ 拐 线 ”。 

例 。 对 于 黎 卡 提 方 程 儿 一 4 一 和 妈 , 扬 线 的 方程 (* RA EA: 2y- y) =1, 
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法 ,显然 可 以 提高 图 形 的 精确 性 。 但 是 , 且 不 必 说 比例 尺 的 加 
大 会 受到 限制 ,这 种 方法 的 主要 缺点 在 于 SREZ 得 到 一 
条 积分 曲线 时 ,也 不 得 不 画 出 多 余 的 线 素 , 而 且 , 按照 以 解析 
形式 给 出 的 微分 方程 确定 线 素 ,有 时 是 很 复杂 的 ， 

在 折线 法 中 , 如 果 和 希望 建立 通过 给 定点 (5,1) 的 积分 曲 
25, ЖАВ А E, 四) 出 发 ,在 对 应 于 点 (8, 7) 的 线 素 所 确定 
的 方向 上 3 引 | 一 个 线段 , 到达 茶 一 点 81,71) ,然后 ,在 对 应 于 点 
(51, ni) 的 线 素 所 确定 的 方向 上 3 引 | 一 个 线段 ， 到 达 点 ($2, 12)， 
等 等 。 这 样 就 得 到 了 某 一 条 近似 于 所 求 的 积分 曲线 的 折线 ， 


(图 2 表示 对 于 方程 多 = 一 了 ,而 # 一 0,7=1, 沿 * 轴 的 步 长 


ЖЯ Н.Р 0.1 时 ,用 这 种 方法 所 得 到 的 折线 ; 也 可 以 见 
28.1 节 .) 这 种 几何 上 的 想法 ,也 可 以 从 分 析 上 来 说 明 , 因此 
这 种 方法 也 可 用 来 求 近似 数值 解 。 

АПРА РС, 要 满足 1.2 关中 指出 的 唯一 性 条 件 , 则 当 
每 节 的 长 度 无 限 减 小 (因而 好 数 增加 ) 时 所 得 到 的 折线 序列 ， 
收敛 于 通过 点 СЕ, р) АОНУН. 

在 理论 上 ,只 要 选取 适当 的 步 长 ,就 能 得 到 对 于 所 求 积 分 
曲线 的 任意 精确 的 近似 。 然 而 ,实际 上 是 不 容易 找到 这 样 的 
步 长 的 ,而 近似 解 ,即使 它 的 折线 描绘 得 非常 光滑 , 同 精 确 解 
也 可 能 偏差 很 大 。 例 如 ,相应 于 图 2 的 真正 的 积 分 曲线 ( 半 
Щр), ц х =1 时 , 纵 坐 标 等 于 零 , 然 而 近似 曲线 给 出 的 数 值 则 
为 y= 二 0.4， 关 于 这 种 方法 的 进一步 发 展 及 其 改 ЖЕ, М, 28.2 
5, 

2.2。 皮 卡尔 - 林 德 略 夫 逐 次 逼近 法 。 设 函数 (x, y) 在 
НХ (ë, n) BJ E Ж 1% 

|w—š£ |< a= co, |y=] <2 co 
内 满足 8 1(3) 的 李 普 希 茨 条件 ,并 且 是 有 界 的 ，LFis4。 我 


° Ü ~ 


们 取 通 过 点 (5, 7) 的 任意 连续 曲线 У = об), 例如 ， фо (%) = 
7。 其 次 假设 


pi) =n+ | (а, pa (2)) 4, 


раб) =n+ | f(x, pdz, 
Ё 


.. . э в = ú о ооо хо вв .. 


这 时 ,序列 {p(X)}, 当 n>% 肝 ,至 少 在 区 间 
|+—&|<тщ(а, 5) 


E, KAFELA (5, 7) 的 积分 曲线 p (xz). 
如 果 假 设 фо =, MFE pa) —p (x), 我 们 有 下 列 估 
值 ， 


A [Ш |" 
|, (2) ф(х) | «у > —— 
v=n+ | 


MEA f (мп) 以 及 差 值 的 比 


С ys)— f (x уң) 
уу; (уу) 


在 区 间 == а 中 不 变 号 ,那么 , 当 фо = 时 , 则 有 
фФ„(®) == Pnl) 当 D>0, f (x, n)= 0 Ff, 
Р-р 当 DLO, f (x, n) =0 БО. 
ЭЩ (5, т) ЕЕ Е f (z, 3) 的 间断 点 时 ,我 们 也 可 以 用 逐次 
逼近 法 来 求解 ( 见 1.2 末 )。 
这 种 方法 也 可 以 用 来 求 近似 数值 解 。 这 时 , 相应 的 定 积 
分 ,可 用 基 一 种 近似 方法 来 计算 ,例如 , 按 梯形 公式 


D(%, уз Ya) 一 


10) ШОМ. Müller, Jahrbuch ЕАМ 601(1934),p.374, 


° 6 ° 


Аи 


Гея [£ (z) +ë (z +h) ] 


RERE РАЗ 


j g (x) dx=s 


ЕЕ G) +4 g(h) +8(#+21, 


关于 逐次 逼近 法 的 进一步 发 展 , 见 28.4 5, | 

ЛНУ ЛИР (图 3)。 设 已 知 曲线 У 
gn(*)， 它 是 解 的 第 7 次 近似 .我 们 将 曲线 各 点 补充 为 线 素 ， 
这 只 需 在 其 每 一 点 上 给 ША АЖ (х, p, (5)). 如果 将 这 些 
线 素 沿 着 和 它们 相应 的 纵 坐 标 而 与 本 身 平 行 地 移动 , 使 得 Е 
们 顺 着 一 条 连续 可 微 的 曲线 分 布 ， 那 么 这 条 曲线 就 是 下 一 
次 的 近似 : У = Pny (0). 这 种 移 动 也 可 以 按 另 一 种 方式 进 
{т?: Ип, нА ТАН НИ У; 这 
ВР, ВОЛ Bulk Sy E ЗЕ E др, 但 是 , 所 得 到 的 新 的 近似 已 
是 在 另 一 区 间 上 了 (图 4). | 


1) W, L. Vietoris, Monatshefte f. Math.39(1932), p-15—50; 41(1934), 
р.384—391: 48(1939) ,pb,19 一 25。 这 里 还 讨论 了 带 有 改变 线 素 方向 的 移动 。 
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2.3. 种 级 数 的 应 用 .如果 函数 (x, ДЕНЕВ 
|w— š | Саҳ со, |y=] <E oo 


Я a| LR РЕЖ 

f(x, y) = la, (5 —)”(у т)", 

Pd 
则 微分 方程 8 1 (了 ) 通 过 点 ,DD 的 积分 曲线 sz 二 p(xY)， fE 
а= 的 邻 域内 可 以 表示 为 下 列 形式 的 害 级 数 ， 
ф(х) UEDACE Ë)”, 
экз] 
Jx —E]<min( a, 7) 

时 ,这 个 级 数 在 任何 情况 下 都 收敛 ,其 中 4 为 在 所 22 虑 УЖЕ 
EREI, у) МНН Ех. ЖЖ с, РЕДА E ЛА, 


oa g æ 
A pa sao | = rc (xz — ë)! 
p, g =] v=] 
中 x 一 5 的 同 次 项 的 系数 相等 来 逐个 计算 . 
2.4. 级 数 展开 的 更 一 般 的 情况 。 设 已 给 微分 方程 


у= > f, (х) у". (1) 
7=0 
把 级 数 

у= Уф, (z) (2) 


t=] 


形式 地 代入 此 方程 ,我 们 得 到 


1) [更 加 详尽 的 情 品 可 以 在 下 列 著作 中 找到 ; Еругин: Tricomi; Sanso- 
ne: Coddington 和 Levinson; В. B. Голубев, Лекуии по аналитической 
теории дифференциальных уравнений, 1950. —_ЖЕЖЖНАЕ, ] 
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A (E + +e +Ë)! 
p= >. р Гына РФ. (3) 


Ld | P Е.В 
这 个 表达 式 的 右 端 ,将 其 各 项 重新 安排 以 后 ,可 以 具有 通 
党 的 无 穷 级 数 的 形式 ,于 是 等 式 (3) 便 化 为 下 列 形式 ， 


У ф,(0) = > 10,0%); (4) 
=] >=} 


每 一 个 о, (*%) 表 示 位 于 等 式 (3)? 右 端的 有 限 项 或 者 无 限 多 项 
之 和 ,并 且 ol 不 包含 任何 一 个 Ф, ,而 其 余 每 一 个 o, (x) 只 包 
+ Pb tOr- ВП, 如 果 | 

pı=0, (7=1,2,...), 
则 方程 (4), 以 及 方程 (1), 形式 地 被 满足 。 如 果 要 寻找 满足 初 
始 条 件 y (a) =+ 的 解 y(*), 则 可 以 假设 ,例如 


р.б) =т+ [0,094 和 ф» (E) = | odr 当 >>1 时 ， 


当 广 足 下 列 条 件 时 ,由 这 些 函 数组 成 的 级 数 (2)， 如 同 将 
其 逐 项 微分 后 所 得 到 的 级 数 一 样 ,绝对 收敛 和 均匀 收敛 , 并且 
是 方程 (1) 满 足 初始 条 件 > (a) =n 的 解 , 即 当 ， 

(a) 当 “< xs BF, Ж f, (л) 87, 

(b) 存 在 这 样 一 些 当 a< a< b 时 连续 的 函数 F, (к), E 


Р, 而 级 数 OEE, що, EA Б 
7=0 
аль рна 
(o) 人 微分 方程 


УЕ, (+) 
?一 0 
具有 满足 初始 条 件 У (а) = | СГ) ШИЖ ҮҮ =F (л), 使 
EIYE) Sr. 


特别 是 ,我 们 由 此 得 到 : 
(A) 设 ,二 KM?(K 和 人 MM 均 为 正 的 常数 )， 如 果 方 程 (1) 
[УЖЕ f, (%) 2 а<х<Ь 时 连续 并 且 满 足 不 等 式 
[f Cx) | <M” (#:=0,1,2,.,. .), 
而 且 如 果 М |n| <1, АН ЕЖЕ ИМЕН. 
a<x=<min[ b, а+. амир ) 
上 给 出 形 如 级 数 (2) 的 解 , 其 中 80 可 以 取得 任意 小 . 
(В) 1 T = FP =0,F,=kKMvA KE = 2 В); т, ХЕ] 
=Л,=0, Я УЕ 
= Л, 5" 
的 系数 f, (м) H a< z БЕЯ, УЕ Л 
| £, DISAM (y=2,3,4,...),， 
而 且 如 果 ?1<1, 则 上 述 方法 至 少 在 朵 区 辐 


上 给 出 形 如 级 数 (2) 的 解 . 
这 种 解法 也 可 以 用 于 其 他 类 型 的 微分 方程 ， 如 果 利 用 下 
述 变换 Hi 


一 ELOS, 
假设 y=z8, Инф E=exp | fid*， 则 得 到 


g’ = УТ Ена", 


у= (х) у + у Ху”, 
y=0 


ШЖ ›= 7—7, Җир E=exp eax, 则 得 到 


=’ 一 一 Df, биты 
v=2 
2.5. 按 参数 展开 的 级 数 "。 设 在 含有 参数 о 的 方程 
у (м) = È, fp (Py (р>0,9>0) (5) 

?+4#>1 
B, RE f, (м) 4 Оса 有 时 连续 ， 并 设 对 于 某 些 47>0, 
r>0 #15>0, 下 列 不 等 式 成 立 ， | 

|У. С) < 28. ? 


于 是 在 方程 (5) 右 端的 级 数 当 oxra, |о| <, |у|< К 
化。 这 时 ,此 方程 满足 初始 条 件 y(0)=0 НУ y (zx), 可 以 用 
级 数 


у(х) = У p, Gy e" (gp,(0)= 二 0, 对 于 一 切 ?) (6) 

0<z*=<a 和 р» 

EF, ERRA. | 

将 级 数 (6) 代 入 方程 (5) 并 且 使 等 式 两 端 p КУ КЕ Ж 

数 相 等 ,就 可 以 求 出 图 数 p, (x*)。 关 于 任意 初始 条 件 y(0) =с 
的 情况 , 见 6.335. 


2.6， 同 偏 微分 方程 的 联系 。 微 分 方程 $ 1 (1) 同 齐 次 线 
性 偏 微 分 方程 


p” 
{ (а + 1)” fe-vcat1) 
y: 


Oz Oz 
яя + (x, 5) ау =0 (7) 


1) МО. Perron, Math, Апп. 113 (1936) ‚р. 292, 


密切 地 联系 着 . 

关于 这 种 形式 方程 的 不 难 证 明 的 下 述 命题 是 基本 命题 之 
— 9, ЖА J (x, УЛЕБ С 内 连续 , ШЕ С ЛА 有 连 
续 偏 导数 的 函数 == (Хх, y), 24 НАХ 当 沿 方程 § 1( 了 0) 肉 每 
一 条 积分 曲线 只 (#, y) = 和 常数 (一 般 说 来 , 这 个 常数 与 积分 上 曲 
р AR) ВР, 是 方程 (7) 的 解 。 在 几何 上 , 这 意味 券 , НИ 
z 二 W(X, у) АЈ ТЛЕ ху 平面 上 的 投影 , 乃 是 方程 9 1(1) 
的 积分 曲线 。 

相反 地 , 设 已 知 偏 微分 方程 (7) 的 某 一 个 解 == (z, у), 
这 个 解 在 区 域 G 内 具有 连续 的 一 阶 偏 导数 ,并 且 ГУ + || 
>>0( 只 是 在 区 域 G 内 的 某 些 孤立 点 可 以 例外 ); 这 时 三 可 得 
知 方程 $ 1(1) 的 解 ， 所 有 这 样 的 连续 可 微 的 解 =p), MH 
等 式 (x, y) = 二 C 当 常 数 C 取 一 切 可 能 值 时 所 确定 。 因 此 ， 
ВА (x, y) 是 1.1 节 意 义 下 的 通 积分 .注意 ,即使 图 数 J(%， 
》) 具 有 各 阶 导 数 ,w(*, у) =С 也 不 总 是 相应 的 方程 $1(1) 在 
整个 区 域 G 内 的 通 解 。 然 而 , АН ЛС, УЕ G А. 有 连续 
偏 导 数 .fy, 则 对 于 每 一 个 子 区 域 C:( 比 子 区 域 G, 在 平面 的 有 
限 部 分 上 同 区 域 G 没有 公共 边界 点 , Wú B РА f (x, y) ТЕ С 
中 有 界 )， 存 在 着 方程 (7) 满足 条 件 p 0 的 连续 可 微 的 解 
w(*, y)， 而 且 此 解 是 方程 $1(1) 的 通 积分 

2.7， 估 值 定理 . 

(a) 设 函数 A(x, у) g (м, у) Е zy 平面 的 区域 G ру 
续 , 并 且 设 了 在 这 个 区 域内 满足 带 有 常数 性 的 李 普 项 次 条 件 ; 
其 次 , 设 在 整个 区 瑾 С 内 

| f(x, у) — g (z, у) | <ó, 
而 y =+ (z) J: Jf P 
1) Син, 例如 见 下 列 Ж #Е; Петровский; Степанов; EpyTHH. 一 ~ 

俄 译 本 编者 注 .] 


ә 12 œ 


y! = g (z, у) | 
通过 点 伟力 的 积分 曲线 。 这 时 ,对 于 方程 8$1(1) 通过 点 (š, 
72) 的 积分 曲线 2 = (5), Н (b) 可 以 得 出 如 下 的 估 值 ， 


рО) P(x) |<-у(еМ\#-&1— 1). 


由 此 通过 以 适当 方式 选择 的 比较 容易 求解 的 近似 方程 来 
代替 复杂 方程 , 使 得 求 复杂 微分 方程 的 近似 解 成 为 可 能 ， 这 
种 情形 在 建立 符合 某 种 物理 问题 或 技术 问 题 的 微 分 方程 时 ， 
可 以 说 已 经 得 到 了 非常 重要 的 应 用 ,可 是 ,在 进行 纯 数学 的 处 
理 时 ,这 个 方法 却 常常 被 忽略 了 . 

(b) 设 函数 f (м, 2) 在 区 域 C 内 有 界 ， 并 且 满 足 李 普 я 
条 件 ， 

РС, у) | <4, (к, у) —f (x, y) SM] y y]. 
其 次 , 设 y= ф(х) y =pl), a <b, E 条 处 于 区 域 C 
内 分 别 通 过 点 C3, m7) 和 点 (Ë, D 的 连续 可 微 的 曲线 , 并 且 在 这 
样 的 意义 下 : 

12 (6) — РС, ф(х)) | <81, (W (w) —f x, YX)) |<, 
“大 致 福 足 "微分 方程 $1(1)。 这 时 , 在 整个 区 间 <<*<2 上 
lp) — (5) | < 


<— (eMis -Ei —1) + 


+ 7—9 + (4+8, +8)|£—¿š|JeMlz-5l, 
(с) БАЖ / (z, >) 和 g G, y) ЕБ G (zx, 3) 内 连续 ,并 
且 设 
fx, у) < g (z, y). (8) 
如 果 p(x) 和 w(x) 是 微分 方程 
p=f(%, $) # Y ==(х, у) 
满足 条 件 p Gë) < (ë) 的 两 个 解 , 则 有 


p(X) 之 V(X) м Z= x 时 。 (9 
_ ДНУ, в 中 即使 有 一 个 满足 1.2 节 的 唯一 性 定理 的 
条 件 , 则 在 (8) 中 ,符号 过 可 以 由 符号 所 来 代 赫 ;这 时 , 在 公式 
《9) 中 也 应 当 增 加 一 个 等 号 。 
(d) 5 РИ f (м, y) 在 区 域 G 内 连续 ,而 (Е, 7) 是 С 内 的 
某 一 点 。 其 次 , 设 wa) (Y= 二 1,2) ДЕ PÇ B|] š <x=—< a 的 每 一 
РОБ Ор, MEFR Роу, ПЕ. УГ 
曲线 y= 二 Wi 和 >》 二 Ws 之 间 的 区 域 属于 C。 如 果 这 时 
у (Š) <T =< (Š) 
FHRA F ES <a 
D wil) Sfx, Wi (х)), Ру (х) >f (x, (у), 
则 方程 人 $1(1) 通 过 点 (®, 7) 的 积分 曲线 У=ф a 在 整个 区 
HESI <a 内 存在 ,而 且 在 这 个 区 间 上 
0 (х) <ф(х) <. (м); 
Ш, 和 Р ЭК) P РАСТ Е РАЖ, 
如 果 V (š) =W (Š) =, ИТ Wi ВЕ Я ЛТ VWs 的 
TA REDE 8 11) ААА nC z =š 时 ) 的 解 . 
(e) RKR у (х) 4 a q л< 6 时 连续 和 右 可 微 , 并 且 如 
果 对 于 常数 M>>0, 习 盖 0, 下 列 不 等 式 成 立 ; 
| у (9) [М] yaj AN 
[其 中 у. (х) ЗЕ y fE FA x BJ Ж H PE À: 编者 
注 ], 则 对 于 属于 上 上述 区 间 的 任何 两 个 数 x, ë ,不 等 式 


у) |< |> 16209-8 + 27 (е1 —1) 
RX. | 
在 更 一 般 的 情况 下 ,下 述 结论 是 正确 的 。 如 果 函数 >) 
当 аа 时 连续 和 右 可 微 , 并 且 如 果 对 于 在 这 个 区 间 上 的 
两 个 连续 函数 了 (*) >0, а (а) 之 0, 下 列 不 等 式 成 立 ; 


ә 14 ° 


[93 (®) | Sf) | yx) | + еб), 
那么 对 于 属于 上 述 区 间 的 任何 两 个 数 * # E 则 有 


"£ (х) ) 


FO) х 
Ё 


|>(®)|<Е б)(1» (® |+ 


其 中 


Е (х) =ехр 


fra, 
š 


2.3. 对 于 大 的 x МЕТ. 
(а) y=g(4)y+f(x, у). 
在 这 种 情况 下 ,函数 У, g, 7 Вы НН. iX / #n е f 
区 域 | 
#>а, | y| <> (В) 
内 连续 ;其 次 , 设 | 


6102) = (м) >0, ваъ С. 0) 


о 6162) 


== 0 
LE 

|f (x, у») —f(z, уу) |<6s,(x)]y;s— xl; 0<8<1. 

这 时 ,微分 方程 有 一 个 且 仪 有 一 个 解 ,这 个 解 对 于 所 有 足 
够 大 的 * 值 存在 并 属于 区 域 (8) ,而 当 х= co 时 趋 于 零 ， 

如 果 积 分 


{ z (2) dx (10) 


发 散 , 则 对 于 所 有 足够 大 的 * 值 不 存在 属于 区域 (B) 的 任何 
其 他 的 解 。 如 果 积 分 (10) 收 敛 , 则 对 于 所 有 足 够 大 的 * 值 存 
在 这 样 一 条 通过 点 (Жо Уо) 的 积分 曲线 у= y (x), HEHE 


D 关于 线性 方程 的 情况 , 见 4.4 节 。f 进 一 步 的 详细 情况 , 可 在 下 列 著 作 中 
HRA: Sansone; Bellman; Cesari, 俄 译 本 编者 注 ,] 
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取 党 数 c 时 , 对 于 足够 小 的 1yo| 和 足够 大 的 to 下 列 关系 式 


成 立 : 


lim| у(х) —cexp (200) di | =0. (11) 
(b) y'=—g(%)y+f/G(%, у), 


其 中 g 和 J 满足 在 (3) 的 前 一 部 分 中 所 指出 的 那些 条 件 。 对 
于 所 有 足够 大 的 w 和 足够 小 的 | 1601, 存在 通过 把 (Xo, YORI 
HTA >x, 有 定义 并 且 处 于 区 域 (3) 内 的 积分 曲线。 如 
采 积 分 (10) 发 散 , 则 当 r=, E Rn TE. ж ЖН 
分 (10) 收 敛 ;, 则 对 于 这 些 解 ,关系 式 (11) ВАЗЕ, 而 只 不 过 
需要 由 国 数 一 来 代替 g. 
(c) 对 于 方程 
y =F (x, у), 
在 相应 的 条 件 之 下 ,仍然 有 同样 АЈА Ж. 例如, 如 果 РЕ F 
在 区 域 (3) 内 连续 ,对 于 y 二 次 可 徽 ， 并 且 
F(x F x 
Ру >0, img a yO р 0 在 区 域 (B) 内 有 界 ， 
则 确实 存在 一 个 对 于 所 有 足够 大 的 * EA Е УЗЕН. х оо 
时 趋 于 零 的 解 。 


53. 未 解 出 导数 的 微分 方程 ; (u, 7, х) = 0 


3.1. 关于 解 和 解法 。 对 于 未 解 出 导数 的 方程 
Р(у', у, х) =0. (1) 
Ве 35 ВА F EARJE ТАЈ А.У, Гал S 1(1) 的 方程 相 比 ， 
情况 也 可 能 大 不 一 样 。 例 如 ,方程 
y2—2 y +x2+1=0, НП (7—1? y2=0, 


= 16 ° 


一 般 说 来 ,没有 任何 一 个 ( 实 的 ) 解 。 对 于 方程 光一 1， 形 如 
y = + z + C 的 相互 垂直 的 直线 显然 都 是 解 , 因 此 通过 每 一 点 
有 两 条 积分 曲线 . 

所 以 ,这 里 不 存在 象 已 解 出 导数 的 方程 那样 的 一 般 解 法 . 
当然 ,这 里 也 可 以 定义 满足 方程 FE, y, м) =0 的 线束 x, y, 
:一 tg ax, 采用 与 1.1 市 和 2.1 市 中 间 样 的 方法 ,借助 于 线 素来 
建立 相应 于 这 个 微分 方程 的 方向 场 ， 而 根据 方向 场 用 图 形 法 
求 出 近似 解 。 

这 时 , 拐 线 可 能 仍然 是 有 用 的 ( 见 2.1 h), HL 12k дЕ HH 
下 列 两 个 方程 一 起 确定 的 : | | 

F=0, К„у/+ Ё„=0), 
其 中 у’ 应 当 被 看 作为 参数 . 

В F (Е, у, *) 能 够 展开 为 第 级 数 ， ЭБА, 2.3 市 
一 样 ,可 以 寻找 短 级 数 形式 的 解 y (xz) ,将 这 个 级 数 代 入 方程 ， 
通过 比较 * 的 相应 的 究 , 求 出 级 数 的 系数 ;当然 , 这 时 必须 考 
察 对 于 y(*) 所 得 到 的 级 数 的 收敛 性 . 

有 时 也 可 将 方程 写成 下 列 形式 ， 

C(2 y, 2) .Н (у, y, х) =0 
(可 分 解 的 方程 ); 显然 ,这 时 两 个 方程 
G(x’, у, *) =0, H (y, y, xz) =0 
НЕ АЕ, Е дЕ ДАО Ра (1). НЕ ЖИ, Е 
由 这 两 个 方程 的 积分 曲线 的 个 别 部 分 还 会 构成 新 的 解 . | 

在 一 般 情 况 下 ,微分 方程 (1) 可 以 转化 为 已 解 出 导数 的 方 
fl: y =S, у), ЖН JC, 3) 表示 方程 РО, У, к) =0 的 
КЕ. НЕА ВСЕ EB, ХЕЛЕНА (Е, N, z) 
的 邻 域内 是 可 能 的 , 如 果 EC, 1, 5) =0 Ж Р, (т, 1, 5) 30. {Н 
是 ,采用 这 种 方法 时 ,方程 的 某 些 解 可 能 会 丢掉 。 

其 次 ， 存 在 着 所 谓 借助 于 微分 的 积分 法 ( 见 4.14 r), m 


s 17 ° 


对 于 某 些 特殊 类 型 的 方程 还 存在 其 他 方法 ( 见 84)7. 
3.2. 正则 线 素 和 奇异 线 素 ， 满 足 方 程 上 (YY)=0 的 
Е м, y,t, ?如 年 Е ©, y, >, X970, ДК ЖЕ И Ж, 而 如 Ж 


атаах leirien), ЖАТЧУ иа. 积分 由 
线 ， 如 果 整 个 是 由 正则 线 素 组 成 的 ， 则 称 为 正则 积分 曲线 ， 
相应 地 如 果 整 个 是 由 奇异 线 素 组 成 的 ， 则 称 为 奇异 积分 曲 
线 . 

#1. лу=у. Я: «=0,у=0,, 任意。 判别 Ш 线 由 唯 
一 的 点 (0, 0) 组 成 。 这 个 方程 的 解 是 直线 у= Ох. НЯНЯ 收缩 到 一 
点 (0. 0), 而 所 有 的 积分 曲线 都 通过 此 点 (0,;0)， 

例 2. у= 49°, Я: x=0,y 任意 , 上 0。 判别 曲线 是 纵 
МН. 方程 的 解 是 抛物 线 y=%* 耳 0,y 二 一 十 0， 以 及 可 以 由 这 两 族 
抛物 线 的 一 些 部 分 组 成 的 可 徽 曲 线 。 在 判别 曲线 的 每 一 点 上 ， 和 确实 有 
两 条 这 样 的 抛物 线 通过 (图 5)， 判 别 曲 线 本 藤 不 是 积分 曲线 ,任何 一 
条 积分 曲线 , 只 要 它 延 折 到 是 够 远 , 就 不 会 古 正 则 的 。 

例 3. 和 二 天 4171。 判 别 曲线 是 横 坐 标 轴 。 Р, х 任意 , у= 
0,E 一 0。 判 别 曲线 是 解 ， 同 时 是 奇 解 。 它 与 积分 曲 线 y= + (x+) ЖН 
切 (图 6)。 如 果 取 这 些 抛 物 线 之 一 的 一 支 到 它 与 * 轴 的 切 点 为 止 , 接 着 
取 % 轴 的 任意 一 段 ,以 后 再 转 到 某 一 条 新 的 抛物 线 , 这 样 也 能 得 到 一 些 
积分 曲线 。 

14. x2=4|y|#2 X E, 奇 导 线 素 和 判别 曲线 同 前 一 例 中 一 样 . 


1) 关于 更 一 般 的 存在 定理 , 见 B. Mani, Rendiconti Istituto Lombardo 
(2),69С1936),р. 461—476; М. Müller, Jahrbuch ЕаМ 62, р. 1258. 

2) 可 以 对 所 述 定 义 提 出 异议 ,按照 这 个 定义 , Æ F= (t —x)2= 0 iX ^ ИТ 
中 , 潢 足 微分 方程 的 每 一 个 线 素 都 是 奇异 的 ,同时 , 这 个 微分 方程 确实 等 价 于 非常 
简单 的 已 解 出 导数 的 方程 : 多 一 4%。 区 分 正则 线 素 和 奇异 线 素 之 所 以 必 可， 是 由 
于 :根据 隐 立 数 定理 ,在 正则 线索 的 邻 域 内 ,方程 (1) 可 以 解 出 y。 但 д, М 
定理 给 出 的 只 是 可 解 性 的 充分 条 件 , 而 绝 不 是 必要 条 件 ， 在 奇异 线 素 的 邻 域内 ， 
方程 也 可 能 解 出 y。 因 此 ,所 述 定 义 存 在 着 种 种 变形 ，。 


• 13° 


5 E] 6 图 7? 
判别 曲线 是 奇 解 。 其 余 的 解 具有 下 列 形式 ， 


| "= аа МУ узо" | 
所 有 这 些 解 都 是 正则 的 ,并 且 对 于 其 中 每 一 个 来 说 ， 判 别 曲线 都 是 它 的 
浙 近 线 ( 图 7). 
进一步 的 例子 见 4.18 $. 


34. 特殊 类 型 的 一 阶 微分 方程 的 解 


4.1. 可 分 离 变量 的 微分 方程 . | 
(а)у’=/(х). 这 是 最 简单 类 型 的 微分 方程 。 对 于 连续 
函数 f (=) ,此 方程 通过 点 (3, 7) 的 积分 曲线 具有 方程 


y=n+ 人 cax. 
E 


(b)y 一 f(x)g(y) ,其 中 包括 /2) 三 1 的 情况 . 

如 果 国 数 / (x), а (У) 连续 ,并 且 8 0550, 那么 , 只 要 由 
方程 
ШИШИ [可 通过 积分 求解 的 各 种 特殊 类 型 的 微分 方程 的 详细 讨论 , 包含 在 下 列 书 
H, plin: 


Степанов: . Матвеев: Еругин; Ince; Angot; Эльсголыц. 


在 这 些 书 中 可 以 找到 证 明和 进一步 的 详细 论述 。 一 一 俄 译本 编者 注 。] 


e 19. 


JZ = Jes 


解 出 y 来, 则 可 得 到 通过 点 G, 7 的 积分 由 线 ， 

如 果 g (7) 二 0, 则 直线 y= 是 解 。 将 上 述 两 种 类 型 的 积 
分 曲线 组 合 起 来 ， 可 以 得 到 其 他 的 解 . 

4.2. у'=/(ах+Ьу+с), 如 果 52 二 0， 则 得 到 情况 4.1 
(а). 如 果 25-0, 那么 这 个 方程 借助 于 变换 u(x) 二 ax + by + c 
可 化 为 类 型 4.1 (b) .如 果 国 数 ЛС) 连续, 并且 a + bf (ww) 闫 0， 
那么 ,只 要 由 方程 


A 二 pyc 


du 
Золь 0 
解 出 来 , 则 可 得 到 通过 点 (Ё, 9) 的 积分 曲线 , 
4.3. 线性 微分 方程 .一 阶 线性 微分 方程 的 一 般 形 式 是 ， 
чм) у= (м). ЗИ (Я g (x) 当 a<x<b 时 连续 
那么 通过 点 (S, 1) 的 积分 曲线 由 下 列 方程 确定 ， 


=x—Ë 


›=е-*(+ [века ), 其 中 pe) = ff an. 
š š 


如 果 g(*) 天 0， 则 这 条 曲线 同 * 轴 的 公共 点 不 多 于 一 

个 ,因为 在 这 种 情况 下 ,括号 中 的 表达 式 是 单调 函数 . 
如 果 go(%) 是 任何 确定 的 特 解 ,而 p(*) 包 括 对 应 齐 次 访 
ECN а 0 时 的 方 各 的 所 有 的 解 , 则 公式 v= ++ (O) 
给 出 所 有 的 解 。 对 于 线性 方程 的 任何 三 个 不 同 的 解 p 表达 


Е 程 可 以 简化 ， 因为 同 处 于 垂 
直线 х=, 上 的 各 点 相应 的 方向 全 都 指 疝 同一 点 P (xo) , Bl 
具有 坐标 


= 20 ° 


g (Xo) 


"у 


1 
Л)’ f (Xo) 
НОЛА. А РА. р, 382 3 E 


£ = #o + 


/二 24 2 
> зру р 


Ч 8 
则 准 线 由 参数 方程 
_35%@-+1 _ 
£ = 2х0 9 n= х0 


确定 ,也 就 是 图 8 上 所 表示 的 双 曲 线 257 一 3 2—1. 双 曲 线 
上 的 数字 则 是 数值 vo. | 
4.4， 线 性 微分 方程 解 的 渐 近 性 质 . 也 可 参阅 2.8 5. 
(А) y +ау == (х), Ж#Н хоо g(z)—)b. 
根据 4.3 节 


D [作者 用 的 术语 是 Leithuwrve. 一 一 俄 译本 译 者 注 。] W Е. Czuber, Ze- 
itschrift. f. Math.Phys. 44(1899), р. 41-49. 
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y= eman C+ Јес еа ) 
应 用 洛 比 达 法 则 , 我 们 得 到 ， 在 NIDO 的 情况 下 , 当 хо 
В, АРНЕ, ЕО 的 情况 下 , 则 只 有 解 


|= 


y= — сте {ев (x)dx 


ант. 
(В) ху’ + (ах+Бу=х"Р(Т), р Р(х) 多项式 ， 


Р(0) 550,0 是 整数 ,a 了 0 ЯП etb, 
(а) a<0. 为 了 使 在 解 中 出 现 的 积分 收效 ， 应 当 限 定 区 
WA 2220. № 


со 


уят [ C— [0 (а) dx ), 其 中 Q (x) =“ Р(), 
共有 这 种 性 质 , 即 


ухђе 5-0 MM ды оо Е, 
按 分 部 积分 法 给 出 。， 对 于 任何 т>0 
< (х) 


А a т Q 
уе Сее У С) 


十 


十 CD [ест (a) dz, 


当 m 取 某 个 固定 值 时 对 相应 的 积分 估 值 ,由 此 可 得 
y — Cx e74 y (—1)* сыш xb <4х%-т-2. 
k=0 


因为 数值 和 可 以 借助 于 前 面 的 方程 的 解 而 准 确 化 ， 所 
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| | О, 
DL Аз а ИНЕ, ЕАН 2 发 散 时 
k. \ 
也 可 以 用 来 对 » 作 近似 计算 . 
Ф) za>>0， 现 在 设 “<0。 这 时 ,相应 地 得 到 


y |x реве Се ул (— 1)" © есю 十 


k=0 


— 13m+] 
ED f сон (жуа, 


- сб 


其 中 | 
Q(a) "д 
ЕЗ), XET EIRE т 


kaya -2. 


D} 一 Q“ 
y—OC |x |72е7 S (一 1 一 一 人 一 — Г -> 
k=0 


例 。xy' 十 xy 二 1, 和 精确 解 具有 下 列 形 式 ， 
y= ( o+ J ax). 
根据 (b), 234 *<0 取 大 值 时 , 对 于 相应 于 C=0 情况 的 解 ,可 以 得 
Я], 


(т-+1) ` 
[3 е 


тоору 
и < 
所 以 ， 可 以 写成 
ут ыз 
甚至 当 这 个 级 数 不 收 和 化 时 也 可 以 。 此 时 ， 这 个 级 数 称 为 浙 近 展开 式 D。 


1) 关于 浙 近 展开 式 ,详细 情况 见 下 列 闭 作 :Epyraai Tricomi; Bellman: 
Sansone, 俄 译本 编者 注 。] 
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(С) х?у’— (bx +a)y=x “P(x)。 这里, P, a, b, a 和 在 
(B) 中 具有 同样 的 含意 ,并 且 满 足 同 样 的 条 件 . 

经 过 变换 yG) =9(6),5 一 二 ,可 以 把 这 个 方程 化 为 具有 

с, "(КОТ z, Уна (В). 在 对 于 这 种 情况 所 得 到 

的 潭 近 展 开 式 中 做 相反 的 变换 ， 便 得 到 对 于 已 给 情 况 当 || 
取 小 值 时 适用 的 渐 近 展开 式 . 

Ё]. ху у=, RHB) (а), Щ >20 取 小 值 时 得 到 

сои, 

(D) 关于 方程 x**y' 十 f(x)y =а (х) 34 „>00 时 的 解 , 见 ]， Ноги, Jo- 
urnal f. Май. 120 (1899), р.1—26; 122 (1900), р 73—83; 148 
(1913), р. 212—240. 


4.5. RADEI +/ О) g+ s (x) g°=0. ik и (7) = 
2 一“， 便 得 到 4.3 类 型 的 方程 
“+ Of ut (1—0) 00) =o. 
4.6， 齐 次 微分 方程 与 可 化 为 齐 次 的 微分 方程 
(а) p= f (Z). 经 过 变换 у= либо), ШИВ 到 可 分 离 
变量 的 微分 方程 
аш уи) и, 
1] 1] 
如 果 (ТТ ява, нге 


31% 


J = 
z GD —и 


解 出 y, 则 可 得 到 通过 点 (8, Обе. | 
如 果 (== жй. ВЕНЕ ЕК НН 
解 ,它们 是 上 述 两 种 类 型 的 组 合 ， 


° 24 s 


| x 
n = 
5 


方程 
P(z,y)y'=Q(%,>), ` 
这 里 P, Q ERAEN АРИС 项 式 ， 除 以 方程 中 * 的 最 高 
ЖЕНЕВА P(1, 艺 )， 便 可 化 为 形式 (a)。 


b) (у. 昱 )=0， 在 许多 场合 ,这 个 方程 可 以 化 为 形 
式 (a)。 当 导数 У 连续 而 且 不 为 零 时 ， 这 个 方程 的 所 有 的 角 
可 以 这 样 来 求 得 , 找到 所 有 这 样 的 连续 函数 (x) 和 连续 可 微 
函数 y(t) ,使 得 对 于 -一切 P (pG), WG) =0, 并且 0790, 
фу. НРА 


Я; -- ex Y 
E pft 
给 出 了 参数 形式 的 解 . 


1 ax+by+e - 
(c) y =s (S). ДИВА =а8 — Баз0, RA 


Чи, y =XY (u) 


аи+ Ью= ах -Бу--с, аи Ве=ах + Ву +y, 
即 


са — а 
‚ y= (u) +22, 


wu 206 

可 将 此 方程 化 为 形式 (3): 
dv аи + bv 
du r ои + Вт ) 


如 果 ^=0, 65-0, 那么 经 过 变换 v(*) = ах Бу с, ЖИЛ 
程 化 为 4.1 节 的 形式 ， 


dv bv 

Paare д} 
如 果 л =0, 8520, MRa) 一 cx Byty, ul REA 
程 化 为 4.1 РА: 


° 25 • 


42 =< + (> TE), 


(d) =E +28). Bit 3 kysu), 可 将 


此 方程 化 为 4.1 池 形 式 的 方程 ， 
gu = g (x)J (u), 


o [/(®)+=' (8) иа ( шек), a 
果 作 变换 у= хи(х), АЕ u 取 作 为 自 变 量 ， 则 得 到 伯 努 利 
方程 


Ге (м) —uf (u) Е (u) + ж®°%їһ (и), 


(f) 达 布 方程 1 
[P (z, у) +хВ (м, у) ]у' = 0(х, у) +yR(x, у), 

其 中 P, Q, КВК лд, ЖН РЖ Q 为 同 次 的 , 如果 
J P rBÉJ м 的 最 高 次 冠 来 除 这 个 方程 ; 则 可 化 为 上 述 类 型 的 
方程 . 

4.7. 广义 齐 次 方程 。 微 分 方程 

Р(у’, y, *)=0 

称 为 广义 齐 次 方程 ， 如 果 Plu, v, w) EL 项 式 , 或 者 在 更 一 
般 的 情况 下 ,是 形 如 awvtw? 的 一 些 项 的 和 ,并 且 当 适当 选取 
# r fm #(]г| + AISO, KRR PES, h, xr) 中 的 各 项 
具有 相同 的 次 数 ”。 

(а) 7 天 0。 这 时 总 可 以 认为 r=1. 经 过 变换 y (5) = 
[а lên) == [а |, АИЛ 6 EHRE. 


1) РЕЙ, Ince, р. 29—31. | 
2) 4.7 节 中 论 及 的 方法 也 可 以 用 于 其 他 情况 . 例如 ,本 节 的 方法 {a) 可 以 应 


用 于 方程 ху’ = 二 eX?， 经 过 变换 уб) = 1108), 5 一 lnx， 可 化 为 方程 р — че". 
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(b) "二 0。 经 变换 
и(®у == 

原 方程 化 为 关于 的 代数 方程 . 是 这 个 代数 方程 以 后 后 ,再 
解 可 分 离 变量 的 方程 "一 xy 即 可 . 

4.8. ЯЕ КЕЕ, рг + ag? 一 bx”. 

也 可 参阅 4,9. 

假设 w(*) 一 “yc 一 29，9 一 于 xc 十 1, 可 将 此 方程 化 为 下 列 
形式 ， 


и! + u? =c? 
关于 这 个 方程 的 其 他 形式 , 见 第 三 部 分 1.30,1.99， 
1.107. 
对 于 а=0 的 情况 ， 见 第 三 部 分 1.23, 对 于 a 二 一 2 的 情 
况 , 见 第 三 部 分 1.143. 当 а= (п 为 整数 ) 时 , 经 
у =*> (к) 一 到， ¿= ж 413, 
方程 可 化 为 下 列 形式 ， 


f 2-—.————— at, 
+ а, +3 1 ün + 5 
而 经 过 变换 


ЕН ЕЕ, Ë= x-CetD, 


У 
则 可 化 为 下 列 形式 ， 
1) СЛ, Еругин; Степанов; Матвеев: Watson: В. В. Голубев. 


Лекции по аналитической теории дифференциальных уравнений, 1950, 
р. 60 以 及 以 后 .一 一 俄 谋 本 编者 注 ,] | 
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ета 


z b 2 _ 
8 аі" е, TT 
(J. 伯 努 利 )， 根 据 7 ЛЕВА, 而 重复 运用 上 述 变换 中 的 
第 一 种 或 第 二 种 ,可 以 将 具有 上 述 数 值 а 药方 程 化 为 «=0 的 
情况 。 在 其 他 所 有 情况 下 ,不 能 用 积分 法 来 解 这 个 方程 ,并 且 
解 也 不 能 通过 初等 玛 数 表示 为 有 限 形 式 (J. 刘 维 尔 ) 。 

” 原 方程 (Fj 4.9 节 相 比较 ) 也 可 以 化 为 二 阶 线 性 方程 
у” = аЬж®°®у (WEERA 2.14). 根据 第 三 部 分 2.162(10) ,此 
方程 的 解 可 以 通过 贝 塞 耳 函 数 来 表示 . | 

4.9. НЕЕ: у Sf (x)y? g(x)y + 有 h(x). 

у=Е(к)и(ж), Е (ху=ехр| gdz, 
此 方程 化 为 下 列 形式 : 
мути, 
即 线性 项 等 于 零 .如 果 7520, B. f, 8 连续 可 微 , 那么 经 过 变换 
u(x) = = + ИТД о, НП 
Сау чи. 
假设 
y=E(%)n(s), &=— [ФЕ (фах, 


1) М 4.8 节 中 所 指出 的 文献 ， 用 积分 法 可 以 求 积 的 各 种 情况 在 下 述 文章 
фр. М. КоигелзКу, Atti Асса. Lincei (6), 9(1929), р. 450; 
В. Lagrange, Bulletin Soc. Math. France 66(1938), р. 155; Chiellini, 
Rendiconti Cagliari 9(1939), р. 142; L. Tcehacalotf, Giornale Mat. 63 
(1925), р. 139. 


» 28 = 


得 到 方程 
JE +?) +h=0, 

FES ВЖЕ Ф * ОЕ $ ЖЕ ZÉ, 

当 #= 一 0 时 ， 黎 卡 提 方 程 化 为 伯 努 利 方程， 而 经 过 变换 

u (5) =, 则 可 化 为 线性 方程 
и’ + gu + f=0. 

一 般 的 歼 卡 提 方 程 同 二 阶 线性 微分 方 程 密切 地 联系 着 ， 
如 果 当 <<<*<2 时 ,函数 了 和 в 连续 ,而 /可 微 ,那么 黎 卡 提 
方程 定义 在 区 间 <X<p(a<a<pe<b) 内 的 每 一 个 解 ， 经 过 
变换 

u(x) =exp( — f уак ), 
可 化 为 下 列 线 性 微分 方程 的 非 零 解 ， 
fur—(f +f8)u + }?Һи==0) 
(对 于 4.8 节 的 特殊 的 歼 卡 提 方 程 , 此 方程 简化 № У аи" = 
аБхёи) JH Hb, 22870, 那么 这 个 线 ЕН ТЕ 
解 4, 经 过 变换 
УС) = ту , 

则 化 为 歼 卡 提 方 程 的 解 。 这 种 变换 之 所 以 重要 ， 是 由 于 线性 
方程 往往 比 原 黎 卡 提 方程 容易 求解 。 

如 果 已 知 一 个 特 解 wp(*)，2<<*<2， 那 么 求 通 解 的 问题 
则 归结 为 解 一 阶 线性 方程 .函数 у(®),ача< х< 815, 是 黎 
卡 提 方 程 不 同 于 p) 的 解 , 当 且 仅 当 


D(x) =a gE "<< 


是 方程 
27 + (2f0 + g)z +f = 0 
处 处 都 不 等 于 零 的 解 。 
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对 于 黎 卡 提 方 程 的 任何 四 个 解 p,, 二 重 比 


„Хз Фі. 93—92 
Ф4— pı Ф4-— Pa 


JTA. ПЕЕ АЕ, 32, 5 БК ЕРЕ A, 
则 可 以 得 到 其 他 所 有 的 解 。 Яр ЕЧ 4 ЕН Ж Ф, (x) fE Ë< [B] 
a<x<>b 内 具有 连续 导数 ,并 且 pipe 9293720, Л] — JJ) ВАХ 


的 集合 满足 某 一 个 黎 卡 提 方 程 , 

由 于 黎 上 下 提 方程 和 各 种 重要 类 型 的 二 阶 线性 方程 之 间 有 
着 密切 联系 ， 所 以 总 是 应 当 尽力 寻找 能 够 容易 求 得 黎 卡 提 方 
程 的 一 个 或 者 甚至 所 有 的 解 的 情况 。 这 是 可 能 的 ,例如 在 下 
列 情 况 中 ; 

(а) f+g8+h=0; 

C+ утва 


y=— I 
с+|(/+һуЕ4х+Е , 


其 中 B=exp fo/ 有 da 


М Kourensky, Proceedings London Math Soc (2),24 (1926), 
р. 202-210. 
(b) 更 一 般 的 情 况 ， 存在 着 这 样 的 常数 4,2, 并且 
|а| + 121220,9 
аў + аЬ а + Б2А== 0. 
如 果 2 一 0, 即 .六 E0, 方 程 则 化 为 线性 的 ,而 当 25720 PF, 2207135 
换 = 号 上 wx(z) ,方程 则 化 为 伯 努 利 方程 


и’ = ји? + (55 +в Z 
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因而 ,在 这 两 种 情况 下 方程 不 难 求解 。 
(с) 如 果 h=C2 fexp2 [ вах Яд fh>0, BI 


x= + (| V fh dx + O ) 


E. mfo, M 
у-у а (Гия 4х + с) 


是 解 ， | 
(9) ”如 果 以 适当 的 方式 选取 K % o (x) JF H Ч # (z) 
_ e: | 


h= РЧ? ФР +”, 
U y= TRER. L RRB E, Plin, RS, gh 
以 下 列 关 系 式 之 一 相 联系 着 : 


16—205) (Ф=0), 


2g=4V fiti- 5 (Фев уу), 


1 # 1 ^2 g £ g? Р 
02-00) -AE + (+--7). 
f) Ay) TAF) tF U 9= 
D Mitrinovitch, С В Parts 206(1938),p.4 11—413; R Guigue, 
Bulletin Se. matk. (2),62 (1938), р 166—171. _ 
(e) i C(I H EZMA. 如 果 多 项 式 
A 二 G2—2G’—4H 
的 次 数 是 奇数 , 则 方程 
y =y +G(x)y+H (№). 


不 能 具有 多 项 式 的 解 。 如 果 4 的 次 数 是 偶数 , 则 愉 有 多 项 式 


у= (б+[ Др (1) 
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能 够 满足 这 个 方程 ,其 中 [YX Ron Д x Е О 
中 的 整 有 理 部 分 (例如 ,[W 殉 一 3 а e ]=х%—ж—-—). 
当 且 仅 当 A 一 常数 时 , (1) 的 两 个 函数 是 解 

Е D Rainville, Americ. Math Monthiy43 (1936),р. 473—476. 


4.10. 第 一 类 阿 贝 耳 方程 . 

ЖЕ: Р Appel, Tournal de Май. (4), 5(1889), р 361—423; R 
Liouville, Acta Май 27 (1903), р 55—78;Р Boutroux, Annals of 
Май (2), 22(1920—1921), р. 1—10. 


形 如 
у= У (м) у" 
y=0 
ВП 
у= (м) у rx) y+ fx) У fol) 
(а) ЖДЕТ, ЛЕВА, Sa 和 fs 连续 可 微 , ПП 73720, 则 经 过 
变换 


= 4) — 12. = wd 
уо (т) — ГР E= f farda, 


其 中 
Ww (CX) 一 ex _ 
(4 ) = spf (А ах, 
可 将 方程 
J = Ур, (х) y" (2) 
化 为 标准 形式 
= F 4 (%), (3) 
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其 中 
ft st 27 f3" 


(b) СВИНЬЯ 则 经 过 变换 
ис) + СО ih E(x) =exp Í (8 fan +2fu+ fi) ad 
可 将 方程 化 为 下 列 形式 ， 

РЕ? 


+Ф.=0, (4) 


其 中 | 
@,(z)=/fsE2, Ф„(у=(3)%и+ fo) E. 
关于 此 方程 , 见 4.11 Б, 如果 四 一 0, 即 如 果 z 一 一 +: 是 原 


方程 (2) 的 解 , 则 方程 (4), 因 而 连同 方程 (2), 是 可 解 的 ， 
(c) 会 有 这 种 情况 发 生 , 例如 ,对 于 方程 


2'=fsy°+JIy2 + fiy— (С) + (л 272) 
其 解 具 有 下 列 形式 ， 
эб) =®(с— f лем) 


其 中 


E.G) =exp Í (1—7 37, — Jaz. 


P. Scalizzi, Atti Ассай. Lincei(5),26(1917),p. 60—64, 
(4) 如 果 fo 三 0, 即 如 果 方 程 具有 下 列 形式 ， 
y'=fsy3 + fay +f1y, 
JF НВ. ЗИ 770, Ше ЗЕ 1% 


уба) =и E), £= иба, u=expf дах, 
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可 将 方程 化 为 下 列 形式 ， 


n CE) = а (E)n? + 3, (5) 
其 中 
ки 
其 次 ,经 过 变换 
E = — тру (6) 
可 将 (5) 化 为 方程 
ФЕ” + g (Ë) 一 0， (7) 


如 果 从 (7) 可 以 求 出 < ， 则 从 (6) 可 确定 函数 r (e). 


Н Lemke. Sitzungsberichte . Berlin Math. Ges. 18(1920),р 26. 
(e) #пЖ&%=0ЯП%=0, 则 方程 化 为 伯 努 利 方程 ， 并且 
经 过 变换 
y=u(x)exp Í f dx 
可 以 化 为 可 分 离 变 量 的 方程 
“ = furexp2 | fidx, 
由 此 方程 我 们 " 到 


= = —2 ffexp( 2 (fdr ) ас. 


б ал00 д) == f, G 为 某 个 党 


数 ) , 则 经 过 变换 = и(х), 可 将 方程 化 为 可 分 离 变量 的 


方程 
7 — -5 — (иЗ 


u +u? + au), 


А Chiellini. Bolletins Unione Mat ltaliana 
10(1931),р. 301—307. 


(g) ЗА | 
Фе = PRHE S- ЛАР Я 
当 适 当选 取 常 数 c 时 ,满足 方程 
FD + (f2—3 Л! fs— 3 fs) @ç = 33 аф, 
财 阿 内 耳 方 程 的 解 具 有 下 列 形 式 : 
_ 3 Ф!^и— 13 
и зв у 
其 中 4 二 x(%*) 由 等 式 


du ф?!З 
он О j 
= + f fs da 


жй. | 
‚шй Ф=о,Ш у= — AIR. РЕ 
= fo 
=u (x) — 3 fs 9 


可 将 所 讨论 的 方程 化 为 伯 努 利 方程 . 
f — 3 В 
и = ўзи + (3+ 3. 


M Chini. Rendiennti Istituto Lombardo(2),57(1924),P 506. 
4.11. 第 二 类 阿 贝 耳 方程 ， 
(а) [9 (>) lg =f.(x)g2+f,(x)g+ fo (<), 
ия) = (+в), Ф E=exp(— Ља), 
可 将 此 方程 化 为 特殊 形式 | 
ии’ = (/fi+ &’— 28) Еи+ (fa—fug + fag?) E2, (8) 
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min y + ss 天 0, 利 用 变换 
У Е, 
可 将 此 方程 化 为 4.10 节 的 方程 : 
u’ 十 (8° — fig + fo us + (fi —2 fsg + g”)u2+ fau == 0. 
方程 (8) 具 有 和 下列 形 式 ， 
уу! = fiC) y (9), 
此 方程 经 过 变换 
у=и(х) +E), Moh РО) = | fide, 
便 可 化 为 下 列 形式 : 
Í | (u + F')u” = fo. 
ШЖ 770, БА, ERE п 
ибх) =n, E= | foda, 
结果 则 得 到 | 
| (n+ Е) =1. 
这 种 类 型 的 某 些 方程 能 够 用 初等 积分 法 求解 。 例如 , 在 
方程 Ca) 中 如 果 
fi=2 78 — g’, 
则 有 
у= —&+ rr2 | (fot egg’ — fig’) E dx]? 


其 中 Е=ехр| fada, 


方程 | 
(У +) у” = У fiy t f ie Ре? 
RAM 

| ›=—а+Е| (fit g’ — 28) Ем», 
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其 中 E=exp| fdr, 
(b) Га (<) 9 +g (x) y= f, (х) у fi(x)g+ fol). 
如 采 | 
go (2 fx + 81) = 81 СУ! + 80) fll 81750, 
则 有 


ES1352 十 2 Eoy _ f fo 
g 1 —2 611 45 +0, 


其 中 I=exp Í а dx 


(с) [g,(x)g +g (x)]g' = Df, (x y. 


假设 gi 和 go 可 微 , 并 且 8 天 0。 如 果 ?(2z) 是 此 方程 的 

解 ,并 且 6:7 + 20720, 那么 经 过 变换 
gy + 6 = = 
则 可 将 此 方程 化 为 4.10 ЗУ. ШЖ f,= 0,35 么 经 过 变 
most, MTER 形式 (3) 的 方程 
(gout гч” + ғи? Ји + уз = 
ЙЕ Haentzschel, Journal f. Math.112(1893),p 148—155. 
4.12. 全 微分 方程 . 形 如 
h(x, ууу” + 8 (м, y) =0 

的 微分 方程 ,如 果 存 在 具有 连续 一 阶 偏 导 数 的 函数 严 (*, y), 
使 得 P. =g, Руһ, Я Е. ЕЕ (z, УЛ 
分 方程 的 通 积分 ( 见 1.1 节 ) ,而 方程 的 解 是 一 些 可 微 函数 
у= рб), РЕЖ, М Ра, ф(х) =. — 

如 果 g, h, яу, h, ЕЕ МОЙ КЖ G (x, y) 内 有 定 
义 并 且 连 续 , 则 当 且 仅 当 g = h, 时 ,微分 方程 是 全 微分 方程 . 
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通 积分 可 以 表示 为 和 下列 形式 ， 
E(x, у) = j (gdx + hd y), 
(£, n> 

Ж (&, п) G 内 的 任意 一 点 ,而 积分 是 治 着 处 于 G 内 并 连 
В (ë, pin, 2) 的 任何 连续 可 求 长 的 曲线 来 取 的 。 但 是 , 通 
常 比 较 方 便 的 办 法 是 ， 首 先 求 出 这 样 的 EB 数 ФС, у), tE 
Ф„= 6, АНБ F =Q +V (у) Е, а ЖО Еул 11 
被 满足 . 

4.13.2153. АЖ М(х, y)>=0, 414 

М = + Мл у! =0 

是 全 微分 方程 ( 见 4.12 节 ), 则 函数 M (x, 2) 称 为 微分 方程 
Еву’ =0 的 积分 因子 ， 因为 按照 假设 M 天 0, 所 以 此 方程 和 
原 方程 具有 同样 的 解 。 如 果 G,s 和 疡 满足 4.12 节 中 所 指出 
的 条 件 , 则 具有 连续 一 阶 偏 导 数 的 国 数 M (x, у) 720, #4 НАХ 
当 


时 ， 是 积分 因子 . 

如 果 e 和 疡 具有 连续 的 一 阶 偏 导数 ,并 且 181+ lAl >o, 
则 在 区 域 的 任何 有 界 子 区 域 G (5 G 没有 公共 边界 点 ) 内 ， 
这 个 方程 是 可 解 的 pb， 因 此 , 原则 上 每 一 个 常 微分 方程 都 能 
用 积分 因子 法 求解 。 但 是 ,事实 上 寻找 这 样 的 积分 因子 可 能 
是 非常 复杂 的 . 

如 果 已 知 两 个 县 有 连续 一 阶 偏 导数 AJ ЖА 2 М М, 
上 Za ,并且 41% 
~ D E. Kamke, Math. Zeitschrift 41(1936),p.66; 4261937), p.287 以 及 
以 后 . | 
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бе = М ,M,,—M ,M,,0, 
MRAD уда НУ k PF — 6 ВА y= p (x), TREER, 
M (z, ф(х)) жж 
М. (2, ф(х)) 

微分 方程 常常 具有 下 列 积 分 因 子 : 

#ПЖ хе + yE, i £ TH A ERARA Ж, 则 有 积 
分 因子 М = (xz + yh)”, 

ЖИ. “= — уй760, Ш £= yg Əi(%-y),h= h (%- у), WA 
积分 因子 М = (х6 — yh)”; 

如 果 (gy 一 4x)/4 仅仅 依赖 于 х, ДОЗУ F * 的 积分 
因子 ; 

如 果 表 达 式 8y 一 成 可 以 表示 为 8Y(y) 一 hX(%*) 的 形 
N, ША М = тх) псу) ЈНУ; 

如 果 gx 二 hy, 8y 二 一 hx; 即 如 果 s +# EK hk G р ЕЯ 
变量 x + ¿y 的 正则 阔 数 , 则 有 积分 因子 М = (5+). 

4.14. F(g', у, х) 一 0,“ 借 助 于 微分 的 积分 法 。 如 果 解 
y 二 gp(*) 具 有 不 等 于 零 的 二 阶 导 数 mw”(*)， 则 对 于 函数 :一 
p'《*) ,存在 可 微 的 反 子 数 *= 二 *()。 将 给 定 的 微分 方程 对 
微分 ,只 要 F, tE, RARR TIAE: 

dx F, dy tF, 


— 


dr ЕР dr Е, ТР 
如 果 解 这 个 具有 两 个 微分 方程 的 方程 组 ， 则 得 到 原 微分 
. 方程 了 =0 的 参数 形式 的 解 = (@),у= (г), 还 需要 研究 
的 是 ,用 这 种 方法 能 否 得 到 所 有 的 解 ， 抑或 是 在 某 些 悄 况 下 会 
失掉 一 部 分 解 。 

4.15. (а) g=G(x, g”): Ф)х= G(g, g. 

对 于 (a) ,由 4.14 节 所 讨论 的 方法 得 知 : Же 
程 
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dx G(x, t) 


一 一 


di т—С„(х, t) 


的 解 ,并 且 如 果 在 这 个 方程 中 分 子 和 分 母 都 不 等 于 零 , 则 
х=х(1), y=G(x(t), t) 
是 方程 (a) 的 参数 形式 的 解 . 
对 于 (b) ,由 4.14 市 所 过 论 的 方法 得 知 ， 如果 2 GO Az J; 
dy G, (y, t) 


dt l—t!tG,,(>, t) 
的 解 ,并 且 如 果 G, 和 这 个 方程 的 分 母 都 不 等 于 零 , 则 
x=G(y Œ), 1), y=y(t) 

是 方程 (b) 的 参数 形式 的 解 . 

4.16. (а) Са’, х) =0; (b) Са’, g) =0. 

+ (а), И ан У’, Е 训 无 困 
难 。 如果 仅 限于 考虑 这 样 一 些 解 y (x), 对 于 这 些 解 y A0, 
那么 把 > 看 作 自 变量 , 而 把 * 看 作 国 数 ， 则 可 将 此 方程 化 为 
情况 (b). 

对 于 (b) ,在 许多 场合 ,此 方程 可 以 化 为 4.1 节 的 类 型 ,有 

y'=g (у), 或 者 化 为 4.17 节 (a) 的 类 型 。 此外， НЯ 

有 这 样 的 连续 函数 ф(и) 520, LLK PT A 这 样 的 连续 可 微 国 数 
(и), 9 G (gp (u), Ч(и)) =0 F W (и)520, "ТРЕ 
有 具有 连续 导数 > 和 的 解 。 这 时 , 解 可 以 按 下 列 方式 表示 为 参 
数 形式 : 


4.17. (a) а (b) x=zg(g”). 
УР (а), 设 在 某 一 个 不 包含 零点 的 区 问 C, МӘ, РЕ Ж 
g (t) 是 严格 单 调 的 和 连续 可 Tk 的 , <, 5 Е, = 


a 40 e 


є (гь) ,并 且 设 表达 式 
+] “©. (г) dt 


之 值 的 下 界 是 а, FAL AE b. 

这 时 , 存在 一 条 且 仅 存在 一 条 通过 点 (S, 7) 而 定义 在 区 
间 асл 上 的 积分 曲线 y— (x), 并 且 具 有 下 列 参 数 表 示 
式 : 


х = ре dt, у=Е(®). 


ЕР), в g (0) 是 在 区 间 (<<, 上 的 严格 单调 和 连 
续 可 微 函数 , 并 且 设 gG) 之 值 的 下 界 是 a, 上 界 是 5。 这 时 ， 
对 于 每 一 个 (a<#<5b) 和 任何 %”， 存 在 一 条 且 仅 存在 一 条 通 
过 点 (3,7) 的 积分 曲线 урби), 它 在 区 间 aKa EFE, 
而 由 参数 方程 


; | 
x =g (t), у=и+ (ra) a 
to 


确定 ,并 且 z (t) =, 

4.18. 2362718. 

(а) у=ху’ +zg(g'). АЖ g (О 在 点 t=a hb # Ж 
义 , 则 直线 | | и 

y=ax+ g (а) 
AE WE, 如果 g (т) 在 区 间 << 内 存在 并 且 不 等 于 零 ， 则 
由 参数 方程 
x= — g’ (t), y=—tg' (t) + g (t) 

定义 的 曲线 , 这 条 曲线 的 切线 x=azx+ а (а), 以 及 由 前 一 条 
曲线 的 一 段 和 其 端点 处 的 切线 所 组 成 的 曲线 ,都 是 积分 曲线 ， 

(b) FF(y 一 xy', 9 ) 一 0。 对 于 2 一 *y 解 此 方程 ,可 将 其 
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化 为 上 述 情 况 . | 
4.19. 拉 格 朗 日 - 达 兰 贝尔 方程 。 此 方程 具有 下 列 形式 ， 
у= (У) tE O. 
此 方程 的 等 斜 线 是 直线 
у= х f (c) + g (С). 
4 f (Q) =t 时 ,此 方程 化 为 4.18 市 中 讨论 过 的 方程 ， 
如 果 f(t)，g (0 是 区 间 z< < т, 上 的 连续 可 微 函 数 ， 那 
L ERER *o t, 使 得 在 点 fo 的 某 个 邻 域内 , 不等式 SOA 


成 立 , WU ER ЖС 
«= (е af L oy) { 


t) Z (t) 
ИЕ s Oi ol го, ист)" © 
有 具有 不 为 零 的 导数 ， 则 可 以 得 到 具有 连续 导数 并 且 满 足下 列 
不 等 式 的 所 有 的 解 у= ф(х), 
FC (=) Еф’ (х), ХЛ’ p (м) ) + g'(@'(%))=S0, (10) 
这 就 是 说 ， 设 (5 ?2) 是 包含 在 (ri т) 内 并 使 得 上 述 条 件 成 立 
的 最 大 区 间 ， 这 时 方程 (9) 和 方程 у=я f(1) + g (t) 给 出 了 
定义 在 区 间 i 过 :<t。 上 的 参数 形式 的 解 。 同时 ， 还 必 须 考 
察 由 于 (10) 的 限制 是 否 会 丢掉 茶 些 解 . 
4.20. F (х xg'—g, у’) =0. 勒 让 德 变换 。 如 果 y= 
x# (4) 是 二 次 可 微 国 数 , 并 且 y0, ИЖ X =’ (x) 具有 可 
MAIR х=й(Х), ИЖ 
Y—Y(X)= Xh(X)— y(h(X)) 
是 二 次 可 微 的 ， 而 
X =x" (х), Г(х)=ху’(л) ~ у(х), У’(Х)=я, 
ж=Ү'(Х), у(х) = ХҮ(Х) -Ү(Х), у(=) =Х, 
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并 且 半天 0。 这 就 是 所 谓 的 勒 让 德 变换 ， 勒 让 德 变换 将 原 方 
程 的 每 一 个 解 y(*) (2 天 0) ,转变 为 方程 f(Y’,Y, 半 ) 二 0 的 
解 ， 这 个 方程 有 时 比较 容易 积分 。 ЖЕ) 是 这 个 方程 的 
д, ЕН. "520, ДЭРЕ 

x=Y'(X), y=XY'(X)—Y (X) 
以 参数 形式 给 出 原 方程 的 解 . 
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ж-е “已 解 出 导数 的 
任意 微分 方程 组 


55. 基本 概念 


1. 微分 方程 组 的 表示 法 和 几何 意义 ， 在 本 章 里 我 们 
将 研究 下 列 形式 的 微分 方程 组 : 
у»=/„(®, ус, У) (2 一 1 n n), (1) 
WEDAI п 47 Ë п КИРА Ж 
VI=P (м), +++, y a= gp, (М) 
的 集合 , 称 为 微分 方程 组 (1) 的 解 、 积分 或 积分 曲线 。 我 们 把 
数组 X, уу, +, Yn 看 作为 n + ЕЕН нал, 而 把 数组 <, 
У. сес, Pp 中 pi =f;(z, ув с, Ya), 看 作 
为 这 个 空间 中 的 线 素 ， 叶 应 于 给 定 微分 方程 组 的 全 部 线 素 ， 构 
成 一 个 方向 场 , 这 个 方向 场 可 以 看 作为 此 方程 组 的 直观 未 示 、 
СНЕ n=1 和 = 二 2 时 ,直观 表示 这 个 词 才 有 充分 的 蕊 义 .) 
方程 组 (1) 可 以 写成 同 量 形式 : 
g'(%)=fG%, у), 
这 里 y, f лы 
у= (ур, +++, У), РС, е, №». 
5.2。 解 的 存在 和 唯一 性 .下 述 的 皮 亚 诺 存 在 害 理 и 


КУЖ иа, (z, Mi, ` "5 Уп ), 7=1, “ Б, TERE 
Yr: Cy п+1 ай © 内 连续 ， "кор 
的 每 一 点 PCé, 71, `° m7,) 至少 有 一 条 积 ! 分 曲线 ， ЕН 


° e o o o өө o n o ө © э @ kL 


线 中 的 每 а ааа Q o ТЕЙ 
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包含 着 点 了 的 任何 闭 区 域 的 边界 , 

如 果 通 过 点 P 的 积分 曲线 不 只 一 条 ， 则 有 包含 无 穷 多 条 的 一 整 束 
积分 曲线 通过 点 P， 当 这 一 束 积分 曲线 同 每 一 个 平面 + 一 xo 相交 时 ， 组 
成 某 一 个 连续 统 。 如 果 Q 是 积分 曲线 束 边界 上 的 某 一 点 ， 则 存在 一 条 
连接 Q 和 三 而 在 Q 和 了 之 间 的 一 段 上 仅 由 积分 曲线 束 的 边界 点 所 组 
成 的 积分 曲线 | 

如 果 函 数 . 记 具有 对 于 ve 的 偏 导 数 ， 且 这 些 偏 导 数 在 区 . 
I С 内 对 于 *, Yi s; Yn 是 连续 的 ， 或 者 如 果 每 一 个 函数 
S ЗЕЕ РА ЗЕ: | 


| f, (z, yi, ..., 9.) — f ,G, Yi, .... У) | SLS, [34— Уһ|, 
| ` k=] 


(2) 
” 则 通过 每 一 点 5, 71,，**，%n 上 只 有 唯一 的 一 条 积分 曲线 , 

[关于 所 论 的 问题 ， 也 可 参阅 第 三 部 分 8.26. 一 一 傻 译本 
编者 注 。]】 

5.3. КАНЕ ЕЕ. 设 РЯ 7, (№, ур, ***, 
У) Ж УБ С, | 

a<x<b; — о <i, +++, у„< + оо 
E, 3 у, … wo%z 取 任意 一 些 固 定 值 时 对 于 2“ 是 可 测 的 ， 而 
щ x 取 属 于 区 间 4< 之 + 过 5 的 某 一 个 完全 测度 子 集 中 的 每 一 
个 固定 值 时 ， 对 于 Yis Уял ЖЕ 是 连续 的 ， 最 后 ， 设 
[fy CX, уь ° * °, po) | = М (0=1, .…*, n), 

其 中 M(x) 是 区 间 <<*<2 上 的 某 一 个 勒 贝 格 可 积 函 数 。 那 
么 ， 对 于 区 域 G ПАС, ть, `, 9) 存在 一 组 连续 函 
数 у (5), +, Yn (A), 在 区 间 <<x< ”上 满足 方程 组 

1) H. Kueser, Sitzungsberichte РгеиВ. ЯКа4.(1923), р. 171—174; 
M. Müller, Math. Zeitschrift 28 (1928),р-349—355.М. Fukuhara, Procee- 


dings Acad. Токо 6 (1930), р. 360—362; Е. Kamke, Acta Math. 58 
(1932), р.713 Е. Digel, Math. Zeitschrift 39(1934), р.157—160. 
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у ет S AE OD, ee pa) a (=1 п). 


(3) 
在 使 得 被 积 表达 式 连续 的 各 点 上 ， 函数 y, 满足 方程 组 (1). 
ZH EPS у, С) Е 77 ERG), 并 且 如 果 x, 取 任 意 值 时 ， 
下 列 广义 的 李 普 希 茨 条 件 : 
| f,G, У +, 5.) — fy (м, у\(®), +++, ya (%)) ] < 


<N (х) > | 到 一 yp(X) | 《7 一 1， | n) 
p=1 


成 立 ， 其 中 N (x) ее ЛД Ар РЕ Ж, 27 РЕ (3) R. 
үт, 的 解 VE), ya (2), НХ ЛЖЕТ š, 
ть 5:7, Mn? 
此 定理 对 于 托马斯- 费 米 方程 的 应 用 , 见 第 三 :部 分 6. 100. 
5.4. 解 对 于 初始 条 件 和 对 于 参数 的 依赖 性 如 果 в 数 
РС, у, tt, VY EKR CG PIER, ЖЕШ (1) 
单 的 ， 即 如 果 通 过 区 域 G 内 的 每 一 点 (Е, 1, 9, et Mm) 只 有 
一 条 积分 曲 线 ， 则 我 们 可 以 用 
xyi=0i (Z, E, Па, +55, Пн), tt, Va™= Pnl, Š, Th, * ° *, TIn) 
来 表示 这 条 一 直 延 伸 到 区 域 G 边界 的 曲线 函数 9,, 可 以 看 
作为 其 +2 个 自 变量 的 消 数 ， КЕРПЕ R Ж. Др ЧЕРЛЕ ВА 
数 在 自己 的 定义 域内 是 其 za 十 2 个 自 变量 的 连续 函数 . гар 
刀具 有 对 于 y, йт (r2-1) ЕН Ее, И gp, 对 于 其 所 有 日 
变量 也 具有 7 阶 连续 偏 导 数 , ОК 制 只 是 ， 在 这 些 偏 导 数 
的 每 一 个 当中 对 于 * 或 者 对 于 的 微分 不 多 于 一 个 Сп. f, 
对 于 其 所 有 ?+1I 个 自 变量 都 具有 ~ 阶 连 续 偏 导 数 ， 则 此 限 
制 可 以 取消 )。 甚 次 ， 
О лур. 例如 ， Coddington 和 Levinson; Хартман: Sansone. 
一 一 俄 译本 编者 注 .] 
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др, т. де, 
ЗЕ > fa (5, 7, ` ' 5 п.) 227—0, 


чае д 

而 函数 行列 式 

дф... .Opn 

ON: Ол) 

J =| ........ 

Og .. Оф 

О] Отн 
等 于 


А т . 
хр лоо, Pi (x, Ë, 7, ` `°, nn), °” °. 
£ =! 


Pr (%, Š, Пь, ' ` °, n.) )ds, 
其 中 


; ð 
fayo бл», Yn t's, У»). 


КИПЕ Ke IH BJA ДЕНЕ, Etma yE BV ЯЯ 
重要 的 作用 。 | 
Яп ЖЕН 7, 还 依赖 某 一 些 参数 ,例如 
Д»=/Л„СО®, yi, AD 7 Мк) , 
则 函数 p, 当然 也 依赖 于 参数 мь >, мь. АЖ f, 连续 地 依 
赖 于 参数 , 则 р, 也 连续 地 依赖 于 参数 ;类 似 地 ,f, 对 于 4 的 可 
微 性 ,可 以 引出 p, ЕР и 的 可 微 性 : . | 
5.5. 稳定 性 问题 。 在 许多 应 用 场合 ,时 间 起 着 自 变 量 的 
作用 。 在 这 种 情况 下 ,方程 组 (1) 可 写成 下 列 形式 ， 
Xt) =f, Ct, ®\,--+,‚®„у(э=1,‚---,п), (4) 
КН, м, — x, (Е) ЖЕЙДЕ) ИБА) ВАХ. 如 果 А 
1) fx 连续 但 不 假设 方程 组 是 简单 的 那 种 情况 E. Kamke HAR, ML: 
Acta Math. 58(1932) ,p.57—85, 
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f, 在 区 域 
tt, — со < X, +... X, < 十 co 

内 连续 , 并且- 方程 组 (4) 在 这 个 区 域内 是 简单 的 (5.438), 
则 对 于 方程 组 (4) 的 每 一 个 解 

X=pi(t, т, 51, eee, EH) 2 = pnlt, T, 8%, +... 50), (5) 
从 5.4 节 可 以 得 出 下 述 结论 . 如 果 对 于 菜 些 固定 值 с, #9, `: 
En ЙК (5) ЖЕРАР >r 存在 , 则 通过 点 (51, ……， DENEA 
AAAH, TEREST 的 一 切 上 值 , RRE 
中 (5) 的 附近 。 更 确切 地 说 : 对 于 任何 Тв 和 8220, 存在 这 
ВЕНУ д >0,Я ж 


v=] 


则 所 有 的 解 
x = ф1 (Е, +, 51, 5°, &„), ° ° “N= p, (t, z, 1, б, Èn) (7) 
т< Т HFE, НАЛ 
Уу? Ф, (t, z, Ši ° ., n) 一 — p, (t, Е, £", ° ., 50) | <€, (8) 


v=] 


如 果 对 于 每 一 个 8 之 0,， 可 以 找到 这 样 的 9>0, 使 得 当 条 
件 (6) 成 立时 ， 解 (7) 其 至 在 整个 半 直 线 т<г< оо 上 存在 并 
且 满 足 不 等 式 (8), 则 解 (5) 称 为 按 李 雅 普 诺 夫 的 意义 是 稳定 


№). ЯЖ e> 48 找到 这 样 的 Өр 


不 稳定 的 ， 
当 研 究 稳定 性 时 ， 显然 可 以 假设 z= 部 二.… 000, i 
不 会 失去 一 般 性 。 其 次 ,借助 于 变换 
у„=®„—ф„(4, т, 89, ++, 28) (э==1,--+,п) 


1) [关于 其 他 的 稳定 性 概念 ， 见 В. В. Немыцкий 和 В. В. Степанов; Le- 
fschetz; Sansone; Л. Э. Эльсгольц, Качественные методы в матема- 
тическом анализе, 1955 гл. TIV,S 3。 一 一 俄 译 本 编者 往 。jJ 
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总 是 可 以 把 问题 化 为 这 样 的 情况 ， 即 所 要 探讨 其 稳定 性 的 解 
是 由 =” 个 常 值 国 数 0，… ,0 组 成 的 . 
从 关于 稳定 性 ”以 及 相近 问题 的 一 切 广 泛 的 研 究 当中， 
我 们 在 这 里 列举 下 列 结果 ”2 
设 在 方程 组 
=, 91+: На, „М, Е, (Е, жү, +++, En) 
(»=1, +++, п) (9) 
(其 中 а, м, W, 也 可 以 取 复 数值 ) 中 , AR v 在 区 域 
220, |x, | Sa (一 1 .7) 
内 有 定义 并 县 是 连续 的 ,此 外 ,对 于 某 个 常数 KA 
Ziv KZ |а, |, 
НЕШЕ KRR V G, 0, 555, 0) 一 0; 而 因此 1 二 0, +4, 2a = 
0 是 方程 组 (9) 的 解 ， 其 次 , 设 
С Ао š% lejo, >ot, 
最 后 , 设 特征 行列 式 


1) [ 谈 到 关于 按 李 雅 普 庄 夫 意 义 的 稳定 性 问题 ,特别 是 关于 自治 系统 稳定 性 
问题 ( 见 7 .1 节 ) 的 文献 非常 丰富 ,例如 , 见 ; А. М. Ляпунов, Общая задача - 
об устойчивости движения, 1950; Понтрягин; Еругин; Bellman: Lefs- 
chetz; Б. П. Демидович, Лекции по математической теории устойчи- 
вости, 1967; Е. А. Барбашин. Введение в теорию устойчивости, 1967; 
J. La-Salle апа $. Lefschetz. Stability by Liapunov’s direct method. 
1961( ЖЖ; Ж. Ла-Салль и C. Лефшец, Исследование устойчивости 
прямым методом Ляпунова, 1964); И. Г. Малкин, Теория устойчи- 
вости движения, 1966 (їж; И. Г. 马尔 金 ; 运 动 稳定 性 理论 ,科学 出 版 社 ， 
1958); В. И. Зубов, Методы А. М. Ляпунова и их применение, Изд. 
ЛГУ. 1957; Н. Н. Красовский, Некоторые задачи теории устойчивости 
движения 1959;Н. Г. Четаев, Устойчивость движения, 1956 (ТЕЖ: 
H. T， 切 塔 耶 夫 ,运动 的 稳定 性 ,国防 工业 出 版 社 ,1959); Cesari; К. А. Kapa- 
чаров и А. Г. Пилютик, Введение в техническую теорию устойчивости 
движения, 1962. 一 一 俄 译本 编者 注 .] 

2) О. Реггов, Math. Zeitschrift 29(1929), р. 129—160. 
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Ре! | а $ 


р,9 “р! 
所 有 根 的 实 部 都 是 负 的 . ХЕ], 解 Xi 一 0 °, Z,— 0 是 稳定 
HJ. | 
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6.1. 折线 法 .对 应 于 方程 组 
у’ (м) 一 三 (4Y， y, 2), z” (М) = g (Хх, у, 5) 

的 方向 场 处 于 三 维 空间 中 ,所 以 为 了 说 明 积 分 曲线 的 走 问 , 方 
向 场 用 处 不 大 ， 因 此 ,为 了 初步 判断 积分 曲线 的 走 癌 ,利用 下 
述 折线 法 是 适宜 的 为 了 建立 Ху 平面 和 *z 平面 上 的 图 形 ， 
从 给 定 方程 算出 数量 p(8) = у’ (5) = f (S, т, 6) 和 9 ($) ==” (5) 
=g (Ë, 1, Š); Ery EMEA (ë, n) 出 发 ， 沿 着 由 线 素 
51, p (Š) 确定 的 方向 引 一 线段 到 达 某 一 点 (8 71); 相应 地 ， 
在 +z 平面 上 从 点 ($8, 出 发 , 沿 着 由 线 素 5,5, 2 (8) 确定 的 方 
向 引 一 线段 到 达 点 (1,51)。 这 时 ,在 点 (8171,51) 可 以 算出 方 
E PD = (51), 9(5) =2 (6). 对 这 两 个 方向 中 的 每 一 个 ， 
在 相应 的 平面 上 分 别 描绘 从 点 (8170 到 点 (sa па) ПЛА АА (51, 
С) 到 点 (S, 52) 的 线段 。 对 于 点 (5&2, По, 52)， 又 可 以 借助 于 原 
微分 方程 算出 两 个 方向 ， 如 此 等 等 。 关 于 这 个 方法 的 进一步 
发 展 , 见 29.1 第 (a)， 对 于 多 于 两 个 方程 的 方程 组 ,也 可 以 应 
用 这 种 方法 ， | 
6.2. ЕДЕ. Ú ES ЖИ f, G, y, 

ete, YP EFTE 
jæ E| <a, (pini) K’, +++, |у | <E (1) 
(a 和 2 可 以 等 于 %) 中 是 连续 的 ,满足 李 普 希 获 条件 8 5(2)， 
ERI SAO, 5, п) .为 了 寻找 方程 组 85(1) 通 过 点 
(Ë, Пл, 95) 的 积分 曲线 ,假设 o, (w)=1u, Q 1, n), FF 
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且 按 照 下 述 方式 对 于 4=1,2,…… 依 次 地 确定 函数 p, +O = 1, 
ул); 


x 
Ф, k(%) = q, + fx, Qi k -1(%), `... Pn k- I (X))d x, 
这 时 ,在 区 间 
1 一 引 <min(a >| (2) 


上 上， 函数 p, (к) Ц > oo ERTE (E, m, ++, т) 的 
积分 曲线 ,并 且 有 下 列 估 值 ， 
Ip, E) — (491 <Я у адаса 

L£ -二 1 

6.3. явная”. MRES, в 按 变 量 X, у, 

у, WERF, 则 类 似 于 2.3 节 ,也 可 以 找到 罕 级 数 形式 

的 函数 y, (х), 并 通过 比较 * 的 同 次 短 的 系数 ,算出 这 些 级 数 
原先 未 知 的 系数 。 如 果 函 数 /,C) 的 级 数 在 区 域 (1) AKS, 
则 用 这 样 方式 得 到 的 函数 y, (=) 的 震级 数 在 区 域 (2) 内 收敛 ， 
并 且 在 这 个 区 域内 给 出 方程 组 §5(1) 的 解 。 数 4 在 这 里 和 
在 6.2 节 中 有 具有 同样 的 意义 。 

关于 解 按 初 始 值 和 按 参 数 展 为 级 数 方面 ，2.5 5 中 所 述 
结果 的 下 述 推广 成 立 ?。 如 果 在 方程 组 


уь(®&) = > У, да, 9. РУ" - у1"(р= 1, .. п) 


Got... +9, 1 


中 ,系数 /240<х<а 时 连续 ， 并 且 如 果 对 于 某 些 固定 的 正 
的 常数 4 和 r,, 不等式 


(++. +)! 47 
| 人 ) | < 90 tg. `* q, ! Р. Iris 


1) 关于 类 似 于 2.4 节 的 更 一 般 形 式 的 级 数 的 应 用 ,网 О. Perron, Sitzu- 
ngsberichte Heidelbe: 1920 ‚ Ж 9. 
2) O. Perron, Math. Annalen 113(1936) р. 300 .也 可 同 $12 相 比 较 。 
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EZ, И В. AWE У (0) =<„(р=1, +++, n Я >, (<), +. 
У. (=) 可 以 按 p, Сі, ***, Cn 的 第 展 成 级 数 ， 


У» = > р.да, yg РЧ" . СУ, 


- Qót...+U7,>1 
并 且 此 级 数 在 区 域 
' ә у 
Hely el +... + L <> — e va A+ 1) 
内 绝对 收敛. 
6.4. 同 偏 微分 方程 的 联系 ">。 方 程 组 S 5(1) 同 齐 次 线性 
偏 微 分 方程 
д2 - Dz 
CORRS fal, y, “++, Yn) ду, = 0 (3) 


ЗЕ ЫҢ: А.Б А, ПЯ f, ТЕ x, yi, +++, yn BU n +1 
空间 的 区 域 G 内 连续 , 则 在 G 内 具有 连续 一 阶 偏 导 数 的 函数 
2=(%, Yn ttt, Yn), E TRR TAN TESEO BS 
它 沿 着 方程 组 8 5(1) 的 每 一 条 积分 曲线 取 常 值 ， 也 就 是 对 于 
方程 组 $5(1) 的 每 一 条 积分 曲线 》1 二 Jp1(%*), +.，yn 二 pn(*) 
WA У (z, pilt), ,pn《*)) > ЖЖ. 这 种 情形 对 于 求解 
方程 组 §5(1) 可 能 是 有 用 的 ( 同 6.5 节 相 比较 ). 

6.5. 借助 于 解 之 间 的 已 知 关 系 简 化 方程 组 。 在 某 些 情 
况 下 ， 不 难 找到 这 样 的 连续 可 微 国 数 20 x, Yi tt, Ул), 
此 函数 沿 看 所 讨论 的 方程 组 的 每 一 条 积分 曲线 上 县 карч 
1а, INI Ba 6.4 r р Яп, В 2222 Tutay; ВЕ (ЗУ. 

种 请 数 称 为 方程 组 的 首次 积分 .一 一 俄 译本 译 者 注 。] 

如 果 已 知 首次 积分 ， 则 由 方程 VO, Yr, yw) =С № 

出 y, 之 一 并且 用 所 得 到 的 表达 式 代 灰 原 方程 组 中 的 Ууу ЭЙ 
1) Пт, ДА РУНЕТЕ, Петровский #1 Степанов; Еругин, 
一 一 傻 译本 编者 往 。]j 
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可 以 减少 未 知 消 数 的 个 数 . 如果 已 知 款 个 独立 的 这 种 类 型 的 
НХ У, у, ° ‚п, 则 由 方程 组 
Uj =G, Wn= Cn 
解 出 变量 yb ee, yy, 便 不 难得 到 方程 组 8 5(1) 的 解 ， 
例如 ,从 方程 组 
уу, уау я 
得 到 (yye7 十 (和 一 yo) 一 0 因此 具有 首次 积分 
к1п [у-у | = O. 
其 次 ,还 有 
yi 十 yz 十 2 二 yj 十 ys 十 2 % 十 2， 
因而 有 x 一 ln1y1 十 ya 十 2% 十 2| 二 0*，。 从 这 两 个 关系 式 得 到 
у: = —#—1-С:е + Oe, 
ya 一 一 4 一 下 一 Ce 十 人 ex 
6.6， 利 用 微分 法 和 消 元 法 简化 方程 组 .有 了 时 通过 对 方程 
组 中 的 某 些 方程 进行 微分 ， 不 难 从 方程 组 中 消去 一 部 分 未 知 
图 数 及 其 导数 ， 当 然 , 这 时 在 方程 组 中 会 出 现 更 高 阶 的 导数 ， 
璧 如 ,在 6.5 节 所 举 的 例子 中 ,将 第 一 个 方程 微分 ,得 到 У, = 
УІ, 注意 到 第 二 个 方程 ， 由 此 得 到 方程 y yr, E 
方程 是 不 难 求解 的 . 
6.7， 估 值 定理 . 
(а) В 7, (2, yi, +++, Yn) 和 gg(X%, у, +++, Ya) (v=1, 
“+, п) x, Yn 3 因 的 zf+L 维 空间 的 区 域内 是 连续 
的 ; 其 次 , W g, 在 此 区 域内 满足 李 普 希 敬 条件 85(2)， 并 且 
设 
|/„—в„|<8 (2 一 1 n). 
Эп y = Фф. (%), +*+, У„=ф„ F) y= Y (X), +++, 
yn 一 Van(z)，a<z<P 分 别 是 方程 组 8$85 (1) 和 方程 组 
Y= (X, Yn Vn) 《2 一 1 ++, n) 
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ЖЛ AR (š, 71, *'*°*, 7) 的 积分 曲线 , 则 有 
> |р, (2) (а) | Fe Ll —1), 
r=] | 


这 里 , 同 在 一 个 方程 的 情况 中 一 样 ,通过 以 适当 方式 选择 
的 比较 容易 积分 的 方程 组 ， 就 可 以 得 到 比较 复杂 的 方程 组 的 
近似 解 . 

(b) УВ Л, (м, yi +++, ya) Æ Z, уь ttt, Ya BJ n + 1 
维 空 间 的 区 域 G 内 满足 6.2 节 中 提出 的 假定 《连续 性 、 有 ЖЛ 
TE. ЕР). 其次, 设 

Уу=ф\(®), +++, Уп = фи (X) 
| 和 DISP), +++, nm, (2), а<х<Ь, 

是 处 于 区 域 C 内 分 别 通过 点 ( з, е о) 和 (Ë, gi, tt, Fn) 
的 两 条 连续 可 微 曲 线 , 并 且 是 方程 组 85 (1) 在 下 列 意 义 下 的 
近似 解 ， 
[ф»— fr (>, Prs 5t, фл) |<, 147—7, 6, Wi t, Yn) <. 
这 时 , 当 ax <> В, A 


D рк) 0, (4) | 792 (епа 1-1) + 
=] 


+ асаа, +e) ЕЕ», |9,9, [елши -8, 


У =] 


(с)? Щщ Р (Е, т, ++, Na) ЖД Р (£, h, +++, йа) АҒ z, 

Ут, сс, Уп №) n 1 ЖЕНЕ С ру, ЕН. 
nS (w=1, +. п), 
НАХ, Бева 2X 
Р, уь ttt, Yn), E(X, Yn Jp (v=1, e, n) 

在 G RAEL, HE >E If РЯ Е ЭУ. 
71у Е. Kamke, Acta Ма+А.58 (1932), р.74,82; М. Picone, Annali 
di Маъ.(4) ,20(1941),р.67-—103. 
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ЛЬ, Yn ++, У) ЗЕ (Я, у, Yn) (一 1 +++, п); (4) 
УР, 设 对 于 每 一 个 » ЕУ, C (或 者 8, ) 是 每 -个 变量 y, 
《4 和 关 2 的 单调 增 大 的 国 数 。 如 果 

Ут ф(х), +++, У„=фи(Х) 
是 方程 组 85 (1234 ESIE +a Е ХО НАЕ РИ 
积分 曲线 ,而 

V= Pil), +++, ул =, (=) 
是 方程 组 

= ELY, у, +++, Yn) @=1, ++, n) =- (5) 

щи ба 时 有 定义 的 并 且 通 过 АР 的 积分 曲线 ， 则 当 
5<х< -а 时, 有: 

Ppi (X) IKW, (x) (»=]1,.+++,п), (6) 
如 果 在 不 等 式 (4) 中 ,用 符号 二 代 赫 之 , 那么 , 只 要 在 (6) 中 把 
< E k < =, НБ 7, пе, 是 连续 的 ,方程 组 (5) 是 简单 
的 (在 5.4 节 的 意义 下 ), 则 定理 仍然 成 立 。 


57. 目 治 系统 


7.1。 自 治 系统 的 定义 和 几何 意义 . 我们 考虑 方程 组 


Р(х зое, (= (1) 


此 方程 组 与 在 $5 和 §6 中 讨论 过 的 不 同 ， 第 一 , 表示 法 稍 有 


1) 在 探讨 自治 系统 和 一 般 动力 学 系统 的 大 量 研 究 工作 当中 , 首先 必须 指出 
如 下 一 些 著作 : Понтрягин; Еругин; Lefschetz; Немыцкий #1 Степанов; 
H. Д. Биркгоф, Динамические системы, 1941; Э. Хопф, Эргодическая 
теория. УМН 4(1949), Æ 1(29), р. 113; Андронов, Витт 和 Хайкин; 
Coddington 和 Levinson. 关于 自治 系统 按 李 雅 普 诺 夫 意义 下 的 稳定 性 的 文献 ， 
见 5.5 节 。 一 一 俄 译本 编者 注 。j 
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改变 (Нем, 代替 ,正如 5.5 节 那样 ), 第 二 (这 是 主要 
的 ), f: f, 中 不 显 含 自 变量 ，[ 这 种 系统 称 为 目 治 系统 ， 一 
俄 译本 编者 注 。 J 

在 这 种 情况 下 , 特征 函数 ( 见 5.4 节 ) 不 再 单独 地 依赖 于 
Е 和 7, 而 只 是 依赖 于 二 者 之 差 上 一 z: 

X =p (t— T, Er, En), Z= pn(t—T, 61, 68, En). 
(2) 

由 此 可 以 得 到 积分 曲线 的 这 样 的 几何 解释 ， 对 于 固定 的 
T, Ën Ën, KIKA (2) 可 以 看 作为 变量 41,*…', м, BJ п #6 
空间 中 的 某 一 条 曲线 (特征 线 ) 的 参数 方程 ,或 者 看 作为 在 时 
2] ®—т 具有 坐标 $1,，…, En 的 某 一 点 的 轨 踊 。 

我 们 假设 , 在 变量 4i, 56, BJ п ҖЕ Эт J| BJ Кб W 
方程 组 (1) 是 简单 的 , 即 函 数 .f, 在 区 域 G 内 连续 ,并 且 对 于 任 
何 z 和 G6 中 的 任何 一 点 (їз, tee, S.) ， 通 过 变量 所 4 ttt, Yn 
的 n+1 维 空间 中 的 一 点 (z, ё, ---, 8.) 只 有 了 唯一 的 一 条 积 
分 曲线 ; 这 时 ， 只 要 规定 把 仅仅 是 越过 点 (51,，……, En) 的 时 刻 
不 同 的 所 有 曲线 看 成 是 一 样 的 , 则 通过 每 一 点 (55 … Sa) dll 
只 有 唯一 的 一 条 积分 曲线 . 

应 用 方程 组 (1) 的 基本 领域 是 力学 ,首先 是 动力 学 和 流体 
动力 学 。 这 时 所 研究 的 流动 必须 认为 是 不 可 压缩 的 , BRR 
把 积分 曲线 解释 为 流体 的 流 线 , 则 必须 假设 这 种 流体 的 任何 
有 限 部 分 的 体积 在 运动 时 是 不 变 的 。 

当 研 究 方 程 组 (1) 并 且 把 它 的 解 解释 为 变量 м, …… Yn 
的 空间 中 点 的 轨 跻 时 ,如果 存 在 所 谓 奇 点 (静止 点 或 夭 定 后 久 
就 会 产生 某 些 复杂 性 ; 奇 点 是 这 样 一 些 点 (*15 +++, 5), 在 这 
шн 
ба i в) ае (р +1, м) = 0. 

在 n=2 的 情况 下 , 对 于 方程 组 的 全 面 研究 , 归结 为 考察 
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奇 点 附近 积分 曲线 的 性 状 ( 见 7.2 节 )。 | 
7.2. 当 z=2 时 , 奇 点 邻 域内 积分 曲线 的 性 状 ，， 设 给 定 


方程 组 


ах 


4 
qr = Л, У), — = (я, y). (3) 


在 15-0 之 处 , 此 方程 组 在 z 平面 上 所 定义 的 曲线 , 也 可 以 
由 一 个 方程 
/ — g (Z, у) 
т, у) ч 

来 确定 ， 在 这 种 意义 下 ,方程 组 (3) 同 此 方程 是 等 价 的 ,并且 
对 于 方程 组 (4) 的 积分 曲线 的 研究 , 常常 化 为 方程 组 (3) 的 形 
式 来 研究 。 方 程 组 (3) 的 静止 点 是 方程 (4) 的 (特殊 类 型 的 ) 
аўн. 

在 7.1 节 中 所 表述 的 条 件 СРАВНЕНО Fë H A al Se. 
的 ) 下 ,下 列 结论 是 正确 的 ;在 每 一 条 其 内 部 属于 区 域 CG(X, у) 
的 闭 轨 线 中 ,至 少 包 含 着 一 个 静止 点 。 如 果 单 联通 域 CCx, y) 
包含 着 唯一 的 静止 扎 $, 则 只 能 有 下 列 情 襄 之 一 发 生 ( 作 为 例 
子 , 见 第 三 部 分 8.5 ): 

(а) 轨 线 是 封闭 曲线 ,点 $ ЛЕНЕ, ЕН, 
线 ( 如 果 存 在 ) 是 这 样 分 布 着 :使 得 点 5 处 于 它们 每 一 条 内 部 ; 

(b) 要 线 两 端 均 与 点 S 相连 接 , 这 时 , 处 于 其 中 的 其 他 的 
每 一 条 封闭 轨 线 的 两 端 , 也 与 点 S 相连 接 ; 

(с) 轨 线 的 每 一 端 都 是 新 近 地 趋向 于 (a) 型 或 (b) 型 曲线 
的 螺 线 ; 


DCA, 4: Понтрягин; Еругин; Lefschetz; Tricomi; А, А. Андронов, 
Е. А. Леонтович, И. И. Гордон и А. Е. Майер, Качественная теория 
динамических систем второго порядка, 1966, Немыцкий 和 Степанов: 
Coddington 和 Levinson; Спепанов; И. Г. Петровский, Матем. сборник, 
41 :1(1934) ‚р. 107 一 156 ,一 一 俄 译本 编者 往 。]j 
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(d) 轨 线 的 一 端 达 到 区 域 G 的 边界 , ИИ У а Š ЯН 
连接 ; | | 
(е) 轨 线 的 一 端 达到 区 域 G 的 边界 , 而 男 一 端 形成 浙 近 
地 趋向 于 (3) 型 或 (b) 型 曲线 的 螺 线 ; 

(f) Яр G 边界 上 的 一 点 通过 而 到 达 另 一 个 边 人 

Кл: 

结 点 ,如 果 每 一 条 轨 线 都 与 奇 点 相连 接 ,在 连接 处 有 确定 
的 切线 (图 9 ,10); 


же 


图 10 

ТРГ ЕС: 11 i 

焦点 , 如果 一 些 轨 线 渐 近 地 趋向 奇 点 ,在 奇 点 处 卷 成 暴 线 
形 (图 12); 

和 鞍点, 如果 两 对 半 轨 线 同 奇 点 相连 接 , 在 连接 处 具有 确定 
的 切线 ,而 其 他 轨 线 在 此 奇 点 的 邻 域内 通过 ,好 象 是 山 干 地 区 
的 地 图 上 所 画 的 水 平 线 那样 (图 13). 

这 些 情 况 可 能 以 各 种 组 合 


7 的 形式 出 现 ， 例 如 ， 在 两 条 如 
УЗ < 图 11 所 示 的 封 闭 曲 线 之 间 ， 
可 能 不 是 这 样 的 封 闲 曲线 ， 而 

= лает A ФН — 
些 螺 线形 曲线 ， 或 者 图 13 上 

的 “ 角 ” 可 能 是 填 满 类 似 于 图 9 
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所 示 曲 线 的 区 域 . 
7.3. 确定 奇 点 类 型 的 准则 . [线性 方程 组 
А’ (t) =ах + Ьу, 
y (t) =cx + d y 
的 情况 ， 在 第 三 部 分 8.5 中 有 详细 的 讨论 ， 一 一 俄 译 本 编者 
Е. | 
(А) 假设 方程 组 (3) 具 有 下 列 形式 ， 
х (t) =ax + by +f, у) у (t) =c% +Чу+Е(%, у) (5) 


(ad — 2с560), 
(a) РАЗГ, а ЕН — 4 $EDRIN ЯН 连续 
一 阶 偏 导 数 , 此 外 , 设 
f(0,0)= = (0,0) =0, 
tim 1+ Ifyl tlel + leyl —0 
Га + 1710 (| xj + ]y1)° 
对 于 某 一 个 ó>0. 
这 时 ,如 果 下 列 三 个 条 件 之 一 成 立 , 则 原点 是 结 点 : 
(а—а)?--45с>0, ad—bc>0, (6) 
(a—d)?+4bc=0, |b| + |c|>0, (7) 
a=d, b=c=0, (8) 


这 时 ,通过 充分 接近 原点 的 每 一 个 点 , 有 一 条 且 仅 有 一 条 
积分 曲线 ,并 且 所 有 这 些 积分 曲线 都 与 坐标 原点 相连 接 .在 情 
况 (6) 中 ,所 有 这 些 积分 曲线 ,除去 两 条 半 特 征 线 以 外 ,在 坐标 
原点 具有 公 切 线 ， 而 两 条 半 特 征 线 也 具有 公 切 线 ， 不 过 古田 
一 条 (图 9)。 在 情况 (7) 中 ， 所 有 积分 曲线 都 与 坐标 原 氮 相 
连接 ,并 且 具 有 公 切 线 , 然 而 在 情况 (8) 中 ,在 原点 的 每 一 个 方 
疝 上 ,都 有 一 条 且 仅 有 一 条 积分 曲线 通过 (图 10 ). 


1) О. Perron, Math. Zeitschrift 15 (1922), р. 121; G. Hoheisel, Ja- 
hresbericht DMV 42(1932),р. 33. 
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(b) 设 在 坐标 原点 的 某 一 个 邻 域内 函数 f, в 连续 , 其 
次 , 设 当 
|*|+|y|l>0 
ЮГ, 
Fœ, у) = о (|| + [У|), s(x, у) =o(]x] yl, 
并 且 差 值 的 比 
Рб, э)—/(% y) 8l% у)—&(®%\, у) 
Xo — | , X,— x, , 
J G, у) —J (Z, уң) | g (x, yx) — £ (x, у) 
Y2 Yı У. У1 
是 有 界 的 ， 这 时 ， 通 过 与 坐标 原点 充分 接近 但 不 与 原点 重合 
的 每 一 个 点 ,有 一 条 且 仅 有 一 条 轨 线 。 
其 次 ,如 果 
(a 一 gd)2 十 42c>>0， а4—с< 0, (9) 
则 至 少 存在 着 两 对 与 原点 相连 接 的 半 轨 线 ， 它 们 具有 两 条 彼 
此 不 同 的 确定 切线 。 此 外， 如 果 当 逼近 于 坐标 原 氮 时 上 述 由 
个 差 值 的 比 趋向 于 零 , 则 我 们 有 形 如 图 13 тлу. 
ЯП 
(а—4)?+ 4 ®с< 0, (10) 
此 外 ,如 果 a + 4 天 0, 或 者 对 于 不 同 于 坐标 原点 的 所 有 点 ,有 
а+4=0 和 (а= + ру) (х, у)55(са+4у)} (х, у), (11) 
则 (0, 0) 是 焦点 。 如 果 条 件 (11) 中 的 第 二 个 不 成 立 , 则 坐标 原 
点 是 中 心 ,或 者 同时 是 中 心 和 焦点 , 即 原 操 被 一 些 封闭 曲线 包 
围 着 ,而 封闭 曲线 之 间 还 可 能 分 布 着 一 些 螺 线 . 
(8)” 设 方程 组 (3) 具 有 下 列 形式 : 
D О. Perron, Math. Zeitschrift 16(1923), р. 273 一 2954S。 К. Zare- 
mba, Bulletin Acad. Polonaise Cracovie А (1934),р. 197—207. 


2) О. Perron, Math. Апп. 75 (1914), р. 256—273; J. Haag, Bul- 
letin Sc. math. (2) 60С1936),р.131—138. 
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”G)=/G, у), х' (0) =pl), 
这 时 确定 轨 线 的 方程 (4) 可 以 写 为 
ф(х) у' (м) =] (м, у), (12) 
假设 , 当 Олда poa) Е, М 0< x<a о (х) > 
0 ,而 当 Kra, | ynl ЗВ hF f(x, yy) 连续 。 此 外 ， 如 果 积 
分 


&= | 一 一 一 (13) 
0 


收敛 , 则 在 方程 (12) 中 可 以 将 5 取 作为 自 变量 。 假设 uE) = 
y(*) ,我 们 得 到 方程 
и (E) =f (* (E), и) =f* (Е, и). 
如 果 f 对 于 > 满足 李 普 希 芯 条 件 , 则 根据 1.2 节 可 知 , 存 
V(X) = 当 x->0 НУ. 
现在 假设 ,积分 (13) 发 散 。 积分 曲线 仅 在 使 /0, )=0 
的 这 些 点 (0, 7) Е, 能 与 у 轴 相 接 。 设 9=0, 700,0) =0 以 及 


0<2< ГС, у) —J (Z, y) <K эщ уу, 


Y:— Yı 
因此 表达 式 
СС, у) —J (z, yi) ]1(35%»— У) 
不 变 号 。 如 果 此 表达 式 取 负 值 ， 则 方程 (12) 具 有 唯一 的 一 个 
当 *~ 二 0 时 趋 于 零 的 解 ; 如果 此 表达 式 取 正 值 ， 则 存在 着 无 
穷 多 个 具有 这 种 性 质 的 解 。 其 次 ， 如 果 当 *->0 № oa) = 
o(*), 并 且 如 果 显 然 存在 并 由 方程 A(*, У) = 0 给 定 的 曲线 在 
坐标 原点 处 具有 确定 的 切线 ， 此 切线 不 与 y》 轴 重合 ， 则 与 点 
(0, 0) 连接 的 积分 曲线 在 这 一 点 同 曲 线 .f(x, У) =0 相 切 。 
(C) 方程 组 
° 61 • 


Рт 
x (6) = > ау” "+ (к у)» 
7—0 


УВ = У" Y+ g(x. у), 
v=0 


其 中 六 和 8 在 坐标 原点 比 它们 前 面 的 和 式 具 有 更 高 阶 的 零点 ， 这 个 方 
程 组 的 详细 研究 见 下 列 著作 ， 

М. Frommer, Math. Ann 99(1928), p. 222—272, СЖ: 
YMH, 卷 IX(1941) ,p212 一 253. 一 一 俄 译本 编者 注 ,];H Forster, Ma- 
th Zeitschrift 43 (1938), р. 271—320; Е А Lonn. 同 前 ，44 
(1939), р. 507 一 530 В v Mises, Сотров. math. 6(1938),р.203— 
220; М. Hukuhara, Proe. Phys.—math. бов. Japan (3),21 (1939), 
р. 183—190; (3),20(1938),р.167—189, 409—441, 865—907. 
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第 三 章 ”线性 微分 方程 组 


8. 任意 的 线性 微分 方程 组 


1。 一 般 注 记 。 我 们 考虑 下 列 形式 的 微分 方程 组 : 
Ур= ў ,(%) +f, E) Yit -e + fp nt) уп 
(р=1, **., п), | (1) 
Hh Sp Sp, 在 区 间 
— oo <ç a < x <В + оо 
内 连续 , 
将 方程 组 (1) 中 所 有 的 fj 换 为 零 而 得 到 的 方程 组 ， 称 为 | 
对 应 的 齐 次 方程 组 : / ЖК) ЗРК. | | 
如 果 已 知 对 应 的 齐 次 方程 组 所 有 的 解 ， 上 上 此 外 还 知道 方程 
组 (1) 的 一 个 解 ， E НЕНСИ. 也 就 是 说 ， 
如 果 V (x), Vn(%) 是 方程 组 (1) 的 某 一 个 解 ， 并 且 如 Ж 
EREA 
ЯНУ: F Pis ° ° *, Yn=Wn t Pn 
中 ,pb ***, on 包括 对 应 的 齐 次 方程 组 所 有 的 解 , 则 得 到 方程 
组 (1) 所 有 的 解 。 上 
究 齐 次 方程 组 特别 重要 ,因为 根据 8.3 节 可 知 , 非 齐 次 
方程 组 的 解 可 由 对 应 的 齐 次 方程 组 的 解 通过 一 次 求 积 而 得 
FI, 


1) [线性 方程 组 的 理论 见 下 列 著作 : Понтрягин: Coddington 和 Levin- 
son; Хартман; Sansone; Еругин; Б. Ф. Былов, Р. Э. Виноград, Д. М. 
Гролман и В. В. Немыцкий, Теория показателей Ляпунова и её npa- 
ложения к вопросам устойчивости, 1966 ,一 一 俄 译 本 编者 注 , ] 
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8.2。 存 在 和 唯一 性 定理 。 解法 . 如 果 87,00 和 
fo(*) 在 区 间 4 达 x* 之 5 上 连续 , 则 对 于 每 一 组 数值 5, 91, > тн 
其 中 <<<#<5, 存 在 通过 点 (8, ль.) Е НА 


y =P (>), * °, yn= U, (X), (2) 
外 这 样 的 积分 曲线 : | 
WPi ($) = = 11, * -, Wn (5) = = Nns (3) 


并 且 这 НЕ ЕК a<x<b E. 

作为 求解 方法 , 除了 在 8 6 中 指出 的 一 般 方 法 以 外 , 这 里 
也 可 以 应 用 8.3 节 的 简化 方法 。 

此 外 ， 可 以 利用 任意 给 定 的 线性 无 关 的 国 数 序 列 ?， 
XCX) ,Х(5), 来 设法 逼近 具有 初始 值 (3) 的 解 。 为 此 ，, 我 
们 设 

Ур lX) 一 cp 1% 十。 十 cp „Аъ (P=1, +. п) 
并 且 这 样 来 选择 数 cr ,, 例如 ,使 得 对 于 茶 一 个 确定 的 正 数 7， 
下 列 条 件 成 立 : 


їх =. 


Yp— > Jo, gY fp 
g=i 


8.3. 化 非 齐 次 方程 组 为 齐 次 方程 组 。 设 
JPp,ICXY) `, Pp (X) (太一 1 п) 
是 齐 次 方程 组 的 基本 解 组 (关于 这 一 点 见 9.155), 并 且 设 A, 
表示 由 行列 式 


Фи, “Фа, T 
ЖЯ» {тск ШЕФ Ра, ° ОУ, 代替 而 得 到 的 行列 式 ， 这 
1) 当然, 在 这 种 情况 下 , 也 能 从 5.3 节 的 一 般 存在 定理 得 到 更 为 一 般 的 定 


理 . 
2) 这 意味 着 ,这 些 沙 数 的 任何 有 限 组 合 是 线性 无 关 的 。 
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时 ,函数 


009 = HAE dz +С, ) (р=1,+++,п) 


是 方程 组 (1) 所 有 的 解 。 因 而 ,实质 上 ， 如 果 已 知 对 应 的 齐 次 
方程 组 的 全 部 解 ， 就 可 将 任意 的 方程 组 (1) 看 作为 已 被 解 出 
T. 

8.4， 估 值 定理 ， 除 了 在 6.7 节 中 列举 的 一 般 估 值 以 外 ， 
例如 还 有 下 列 结果 

(а)? 设 男 数 yi1(%*),… ,yn(*) 在 区 间 ач<ч<5 上 是 可 
微 的 ,并 且 对 于 常 值 M >o, М>0 满足 下 列 不 等 式 ， 


Y ly (м) | < М У |у, (х) | + М. 
у=] 


3 一 


这 时 ,对 于 属于 上 述 区 向 的 任何 两 个 数 z, 5 有 : 


> |, (=) |< > |, (&) | e*il retn, 


>=] "= | 
(b) BARSE), f, (w), 609), g, (z) ДЕГЕ Нах 
<b 上 是 连续 的 ,并 且 满 足下 列 不 等 式 ; 
У! [fpl <4, > ИУ = В, 
p=1 


p=] 

я ғ 
> Jp p— g, ,1 <ó, >, |7, = 6р, с =ё, 
P=] p=] 


如 果 (2) 是 方程 组 (1) 具 有 初始 值 (3) 的 解 , 而 
Zi =X, (x), ++, Z, = X, (X) 
是 方程 组 


1) Е. Kamke, Sitzungsberichte Heidelberg (1930), 17,р.10; 
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ni 


Z= £, + Ур 92а (р=1, “э, п) (4) 
q=] | 
具有 同样 初始 值 的 解 , 则 有 
ri б А n 4 
у |у — | < В+ |2] | 十 。 е В\Р-а) e BEE- 
P= oP B LO 7) 


(5) 
对 于 单独 的 1yz 一 入 | ,也 不 难 ( 供 助 于 (a)) 得 到 类 似 的 估 
值 。 


$ 9。 章 次 线性 方程 组 


. 解 的 性 质 . 基 本 解 组 .我 们 研究 下 列 形式 的 方程 


ур= Ууу, 105) у, (P=1; ++, п), (1) 


ЖЧ Sp, Ce) fE D [Н 
一 co << a< x < b < + со 
上 连续 ， 显 然 , 函数 0, e, ›„=0 是 任何 方程 组 (1) 的 
解 ， 这 个 解 通常 称 为 平凡 解 ， 而 不 是 由 一 些 零 所 构成 的 解 则 
认为 是 非 平 几 解 . 
如 果 Р Ра 

9,160), +++, Ф, п (X) (w=1,-:+: ,Dp) (2) 

中 的 每 一 组 都 是 方程 组 (1) 的 角 ， MIXE p нмана а 


一 > С,ф,» i ‚++; Фп a ss 
==] 


r= 


也 是 解 , 其 中 C, 是 任意 常 系数 。 如 果 Р >п, ШЕ p 组 解 


® GG а 


(2) 彼 此 线性 相关 , 即 存在 一 些 不 全 为 零 的 常数 C, ,使 得 


р р 
> C,p, i=0, ...5 > С,ф, „=0, 
r=] 


Y=} 


APER п BOMEN S, a <E, 有 
Det] pp, (я) | =Det| pp (Ë) [exp f Lf Gy dx, 


у=] 


[这 就 是 刘 维尔 公式 ， — REKAN. J 
和 如果" 组 解 (2) 线 性 无 关 , 或 者 ,与 此 等 价 地 ,如 果 
Det [рь „(#) | 天 0， 
那么 就 说 ,这 组 解 (2) 构 成 了 基本 解 组 , 
如 果 引 进 (依赖 于 * 的) EEFI fo, „1, 方程 组 (1) 可 
以 写 得 非常 简单 。 这 时 ， 求 基本 解 组 等 价 于 去 寻找 矩阵 方 
r 


У'(ху=ЁҮ(ху _ (1а) 
使 行列 式 1Y(x) |520 的 解 ; 这 时 ,矩阵 Y (x) 的 各 列 构成 了 方 
程 组 (1) 的 基本 解 组 ， 


9.2. 存在 定理 和 解法 。 由 8.2 节 存在 定理 得 知 ， 通过 
每 一 点 全 ть 7,7.) (这 里 s<*<2)， 有 一 条 且 仅 有 一 条 积 
分 曲线 
V= Pl), +++, ya= mp, (Z), 
并 旦 这 条 曲线 定义 在 整个 区 间 aaa <2 Е. 其次, 基本 解 组 


D WR d= la, l| 和 B= |b. ERA n И, ШЕЛ Е я АВ 
(Rik, DSF BAERS FICER.: . 


inam Den 


[关于 方程 组 的 矩阵 写法 , 详 见 Понтрягин: Матвеев; Ф. Р. Гантмахер, 
Теория матриц,1967 (1953 年 版 中 译本 : Ф. Р. Не, НЮ, 高 等 教育 出 
ВЗ ,1955. ); Bellman. 一 一 俄 译 本 编者 注 .]j 
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总 是 存在 。 如 果 给 出 7 组 数 
| Тр npn (РЕЦ, ++, п), 
使 得 
Det|7p "| 天 0， 

ННН 5, ac<< 2 对 于 每 一 个 P， 求 出 通过 点 (š, 
7, ?po 的 积分 曲线 ， 则 可 得 到 基本 解 组 . 

用 年 阵 学 的 语言 来 说 ， 这 个 定理 表示 :， 对 于 每 一 个 行列 
式 不 为 零 的 常数 抢 阵 H= ]n, „|, EEDE (1а) 有 一 个 且 仅 
НАНА ЖА YE =H 的 解 

售 助 于 某 一 个 基本 解 组 的 线性 组 合 所 能 够 得 到 的 那些 
解 ,构成 了 方程 组 (1) 所 有 解 的 集合 . 

为 了 解 方程 组 (1)， 除了 在 $6 中 叙述 的 一 般 方法 以 外 ， 
在 某 些 情况 下 ,可 以 利用 9.,3 节 中 的 结果 . 

6.2 50 的 逐次 逼近 法 ,在 这 里 可 以 采用 ,其 形式 如 下 :， 设 
(记号 与 9.1 节 中 相同 ) 


3 


ге f Fas = 
š 


IREMOS 
š 


НЕТЕ Жж ЕГЕ 的 乘积 ， 并 且 对 于 每 一 个 自然 数 


т2>2, 假设 
ТЕ)" = ТЕСТЕ)" = [Fax 
最 后 ,假设 LF)?=1. 这 时 ,由 矩阵 组 成 的 级 数 
Ф(х) = > OF)” 


当 a< x<b 时 收敛, 而 矩阵 Ф 的 各 列 构 成 的 基本 解 组 ， 在 点 
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0 0 ... 1 

的 各 列 所 确定 的 初始 条 件 。 

如 果 方 程 组 (1) 的 系数 . 户 ,是 复 变 量 * 的 单 值 解析 函 
数 , 那么 在 所 有 的 f;,, 在 点 处 是 正 则 的 这 个 条 件 下 , 则 上 
述 一 切 仍然 成 立 。 对 于 Ф 的 级 数 ,在 由 函数 f, ,所 确定 的 所 
谓 米 塔 格 - 菜 弗 勒 星 形 域内 收敛 并 且 给 出 解 . 如 果 从 所 有 函数 
foo 的 奇 点 441, 24, …… 4， 中 的 每 一 个 , 顺 着 由 三 到 该 奇 点 
的 方向 画 一 射线 与 无 穷 远 
点 相连 接 ， 然 后 , 在 * 平 ”~、4 xX — 
面 上 ， 沿 着 每 一 条 射线 ， е NZ 
从 相应 的 奇 点 到 无 穷 远 点 | 
剪 开 , 这 样 就 得 到 米 塔 格 ” -一 公 NS 
莱 弗 勒 星 形 域 (图 1 4). / 
解 中 所 包含 的 积分 ， 应 当 图 14 
治 着 处 于 剩余 的 区 域 里 的 路 线 了 来 取 "。 

9.3. 把 方程 组 简化 为 方 程 个 数 较 少 的 方程 组 。 除了 在 
8 6 中 叙述 的 一 般 解 法 以 外 ,这 里 还 应 指出 下 述 方法 ， 如 果 已 
知 方程 组 (1) 的 一 个 非 平 凡 解 , 则 可 以 将 方程 组 (1) 化 为 类 型 
相同 而 方程 个 数 较 少 的 方程 组 。 如 果 p (z), +: 5, pa) EE 
平凡 解 ， 并 且 g1(*) 尖 0, 则 可 按 下 述 方式 把 它 补充 到 基本 解 
组 中 去 ， 找 出 由 7 一 1 个 方程 构成 的 齐 次 方程 组 


1) 这 器 是 所 谓 的 皮 亚 诺 - 贝 克 法 。 M Ince. p.408 以 及 以 后 。 关 于 用 
Volterra 和 Schlesinger 研究 过 的 积分 来 证 明 解 的 存在 ; 见 С. Rasch, Journ. 
f. Math. 171(1934),p. 75—119. 
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я 


у | Srg- Pelra Ха) |. @=2,...,. n) (3) 
的 基本 解 组 
VW, a), °... Wp n) (p=2, =", n), 


并 且 假 设 
WOE fa (P=2 n): 
这 时 ，, 函数 
Pp i= Фр 141, Фр. 2 == 0р apet Wp o, ***, pp = р Pnt рп 
(P=2, =+», п) 
同 原来 的 解 一 起 构成 原 方程 组 (1) 的 基本 解 组 ， 
9.4. 共 固 微分 方程 组 .线性 方程 组 


u= Др (ми, (Р=1, + п) (4) 
а=] 
和 
| = — у f, (9, (P=1, 5-5, т) (5) 
9=1 


РАНЕ НЕА. 如果, …, w 是 方程 组 (4) 的 任何 一 个 
RR Їй эл, + +, ©» 是 方程 组 (5) 的 任何 一 个 解 , 则 显然 有 


> , (ирьь)’=0, MAERA У и.о, = О, 
Р==] p=] 
如 果 


Up i» e.e, Up n (p=1, s.. 7) 
是 方程 组 (4) 的 基本 解 组 , 则 函数 组 = 


71 ш,» 


+ 一 一 т а 6 
Орау» "775 Yen үу 


构成 方程 组 (5) 的 基本 解 组 ,其 中 
U 一 Det ju 


Р, 
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而 0, ,表示 此 行列 式 中 元 素 u, , ЖА. 

9.5。 自 共 轿 微分 方程 组 . 

如 果 用 函数 и, 代替 о, 时 方程 组 (5) 可 化 为 方程 组 (4)， 
USRA (ОЕ ЧЕРИ Т), 换 句 话 
说 , 当 且 仅 当 户 ,= 一 户 ，( 特 别 是 ， 这 意味 着 对 于 所 有 的 Р, 
fop =O, DEAE ARAE. 自 共 力 方 程 组 的 这 个 定 
义 在 很 多 情况 下 是 太 窜 了， 例如 , МНЕ РС 24.155). 

(Уж) у) + g (z) у=0, 
如 果 假 设 ш = y, ио = еу" 而 得 到 的 方程 组 


u 
+ м , __ 
и} 一 f 3 u; = — Uis 


АЖ, ЕС ЗЕЕ. 
如 果 存 在 着 这 样 一 些 连 续 可 微 函数 


| Т 465), (р, 9 一 1 +... п), 
使 得 
Det |T, „|320, (7) 
并 且 当 u, +++, и, Е ИЕН (4) АННЕ, РЖ 
s= T, (ми (я) (P=1, +++, п) 
9=1 


包括 了 方程 组 (5) 所 有 解 的 全 体 ， 在 这 种 情况 下 ， 我 们 也 将 
方程 组 (4) 称 为 自 共 斩 的 (在 广义 下 ) 。 在 这 种 意义 下 ， 当 且 
仅 当 方 程 组 


Ty = У (Г, , FT, ар) (p,g=1, •••, п) 
у=] 


具有 满足 不 等 式 (7) 的 解 Г, y 的 全 ЖЕР, 35 (4) 是 自 共 
ЖЕНУ. ЭПЖ 


Z (у) 一 > Р, (х) у 
=) 


е 41 ° 


是 某 一 个 目 共 力 或 反 自 共 轧 的 微分 型 ( 见 17.5 32), Man% 
“(у) = + (у), MADHE В(у)=0, 经 过 代 换 у=и, 
Y = и, +, УП =и,, 总 可 以 化 为 在 这 种 扩大 意义 下 的 自 
共 轿 方程 组 .这 时 ,如 果 想 使 所 有 的 27, о 都 是 第 数 ， 则 等 式 
Рат Jagt 十 fr,n 二 0 必须 成 并 34 п=2 В}, 这 个 条 件 
也 是 充分 的 . 

9.6. 共 恩 微分 型 组 ， 拉 格 朗 日 恒等式 ?格林 公式 ik 
阶 微分 型 


L, (u) 一 УУ, gr Xu 
v=0 
IPB T PR Spgs 来 确定 ， 其 中 每 一 个 Spg,» 是 v 次 Е 续 可 
微 的 .根据 17.5 75, ЖЕ ysi 
Lh (o) 一 >. (— DCS og)” 
v=0 
以 及 与 其 相 联 系 的 双 线 性 微分 型 —Z p „Ги, ] 满 足下 列 拉 格 朗 
日 恒等式 : 
ої, (и) —иГ „(0) =Z, Ци, v]. 
WRX m AR w(x*),……, um(%*) 组 成 线性 微分 型 
L,{u, `... ит) — >P L, (u, 
9=1 
则 微分 型 
L (5, ..., Vm) = ` Lọ в (Фа) 
9=1 


称 为 同 Г, ЕН. 这 时 ， 拉 格 朗 日 恒等式 ( 见 17.6 565) 
RA FI JE N: | 


>: [22 (и, е, ит) —u LA (01, "+, vm) |= 


p= | 


=. > 21и vl. (8) 


р, б ==] 
恒等式 的 右 端 是 关于 
ир, Ир ир 
和 
р, Vp, ° °", 252—1 


的 双 线 性 型 ， 其 行列 式 等 于 (最 多 差 一 符号 ) 行 列 式 
Det|f, ¿L (%)] (р,9=1, +++, т) 
№) п КЖ. 

在 从 4“ 到 2 的 范围 内 将 (8) 积 分 , 则 得 到 格林 公 却 ( 同 17.6 
节 相 比较 )， 

9.7. 基本 解 . п ж 

Er 100,5), ttt, g, n, E) (7 一 1 +++, п) (9) 
称 为 方程 组 (4) 在 区 间 a<*<&8 上 的 基本 解 ， 如 果 这 些 函 数 
具有 下 列 性 质 ， 

(e) 每 一 个 函数 Ep (=, 5)， 在 平面 上 两 个 三 角形 
区 域 ачсж<&<ь тазик Жи, 具有 对 
T x 的 连续 一 阶 偏 导数 ; 

(8) 在 这 两 个 三 角形 区 域 的 每 一 个 区 域内 , 图 数组 (9) 中 
的 每 一 组 ， 对 于 任何 纪 都 是 方程 组 (4) 的 某 一 个 解 

(у) 当 а<&<Ь 时 

Ev RCE +0, E) — 6,205 — 0,5) =е, в, 
方程 组 (4) 的 基本 解 是 : 
Y Ccp »(&)—9, (E) Ju, p(X) 2384 a< x= BF, 


P=] 


6, k(X)= > 
у Ep, (E)up (м) Ея b hF, 
р=1 


D 此 处 很 多 作者 用 - enp 代替 Фм. 
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其 中 

Wp pn (рР=1, +., п) 
古方 程 组 (4) 的 某 一 个 基本 解 组 ， vp,1(%*),……, vp,n(*) 是 与 
ЗЕНОН (6), ПП Cp, o 是 任意 的 一 些 连 续 图 数 ， 


510. 具有 奇 点 的 齐 次 线性 方程 组 


10.1. 奇 点 的 分 类 .现在 假设 方程 组 § 9 (1) 的 系数 
Р, (0) 是 复 变 量 * 的 函数 ， 这 些 函数 在 某 一 点 zo 的 邻 域 
内 是 半 纯 的 , 即 除 了 极点 外 没有 任何 奇 点 . 不 失 一 般 性 , 可 以 
认为 xo= 二 0。 这 时 ， 所 研究 的 方程 组 可 以 表示 为 下 列 形式 ， 


x° у(х) = Уу, Jo, (X) У, (р=1, °. ., п) ° (1) 
q=] 


фа, РН S o, CTE * 一 0 是 正则 
的 ， 并 有 旦 不 同时 等 于 零 换 名 话说 ， KARE, РАЖ 7». 可 
以 表示 为 在 零点 的 某 一 个 确定 的 邻 域内 收敛 的 项 级 数 


Ў, 40%) = > аў”, (2) 


其 中 所 有 аз 不 全 为 零 。 

HeKo, A r= 称 为 正则 后 ”， ма>тЕ ЖК АЈ 
Вр, ВЕ Я хе 当 “ 一 1 时 ， 称 为 弱 奇 点 (正则 奇 点 )， 而 当 
a>2 В, 称 为 强 奇 点 ( 非 正则 吞 点 ) «—1%К аў кї 的 阶 . 

变换 


了 
y=), ЕЕ 
1) [М Ince; Coddington fg Levinson; Ерукгин; Тгісоті 以 及 在 S18 


内 指出 的 文献 ， 俄 译本 编者 注 ,]j 
2) 这 时 ,发 生 了 在 6.3 节 中 讨论 过 的 情况 。 
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Жар я =0 转换 为 点 一 ce。 这 时 ,方程 组 (1) 化 为 
1р(5) КО (р==1, +, п), (3) 
其 中 во ORENT Е ЕЛ 
Ep Ú (Ë) = y; aE”, 


у= 0) 


其 中 不 是 所 有 的 apa WETE. PESIAR e 的 各 种 可 
能 值 对 于 点 4=0 的 类 型 的 定义 ,也 可 转移 到 点 S= co, 也 可 
以 参阅 $ 18. | 

10.2. BFA. MEA Я =0 是 弱 奇 点 ， 则 方程 组 (1) 
具有 下 列 形式 : 


ж yp (x) 一 УТ f, G) y (р=1,...,п), (4) 
9=1 
其 中 函数 fy 由 等 式 (2) 给 出 ,并 且 具 有 上 面 指出 的 性 质 ， 方 
程 组 (4) 的 解 可 按 下 列 形式 来 寻找 ， 


71 一 XIODICX)， ..., Уп==^®”фһ(®), (5) 


рб) = Fcp sx (6) 
т= 
在 零点 的 菜 一 个 固定 的 邻 域内 应 当 是 收敛 的 ， 而 с o 不 应 当 


同时 都 等 于 零 。 
将 (5) 代 入 方程 组 (4) ,我 们 得 到 
Xpp=fp ptt Fpp Г)фр- + tfp, npn | 
(Р=1, **', п); (7) 
特别 是 , 当 2*=0 时 ， | 
fp1C0)c1 ot [Р 00) 71 с„»+++++//,һ(0) с„„=0 
(р=1,+.+,п), (8) 
因为 不 是 所 有 的 со 都 等 于 零 ， 所 以 了 应 当 是 下 列 特征 方程 
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HJAR: 

F(r)=0, 其 中 F(r)=Det|fp ,(0)—re, |. (9) 

1: r ХЕЙ Z —, ХС, с о, …, Cn o 可 以 这 样 选 

择 ， 使 得 它 们 不 全 Хх, НИВУ. АДА 
(6) 代 入 (7), 并 且 对 于 每 一 个 《=1,2,.:…*， 使 % 的 同 次 之 的 
系数 相等 , 则 得 到 线性 方程 组 

n п k—1 

> [292 — (7 + А) ep glp, = — > >; ХАЛЕ 


(р=1, "+, п). (10) 

如 果 特 征 方程 (9) 没有 任何 一 个 根 与 已 知 的 根 7 相差 一 
АЗ, 则 从 方程 (10), 当 % 二 1 时 ,可 以 求 出 所 有 的 数 cp,1， 
然后 (*= 二 2), 求 出 数 cr, 等 等 。 如 果 特 征 方程 具有 辐 7 相差 
为 整数 的 根 ,那么 把 特征 方程 彼此 相差 为 整数 的 所 有 根 中 “最 
大 的 ? 取 作 为 >, 即 取 这 样 的 根 ,使 得 数 >"+1,r 二 2 中 的 任 
何 一 个 都 不 会 满足 方程 (9)??， 则 仍然 可 以 求 得 数值 c,,#。 从 
(10) 中 按 这 种 方式 求 出 数值 cp r ВЈ Сб), 在 点 *==0 的 某 
个 邻 域 内 收 化 ,用 这 些 级 数 确 定 的 沙 数 (5) ,在 这 个 邻 域内 ( 扩 
x 二 0 除外 ) 表 示 方 程 组 (4) 的 解 ， 其 中 z" 的 血 还 需 这 样 来 确 
Е, 使 得 这 个 解 在 零点 的 该 邻 域内 (点 Y=0 本 身 除 外 ) 是 正则 
的 。 

如 果 存 在 着 与 “最 大 的 ” 根 r 相差 为 整数 的 一 些 特 征 Ж 
(这 里 也 包 揪 > 是 重 根 的 情况 )， 那 么 利用 所 求 出 的 解 ， 根 据 
9.3 节 , 则 方程 组 (4) 可 以 化 为 方程 个 数 较 少 的 方程 组 ， 而 同 
样 的 方法 又 可 以 用 于 这 个 新 的 方程 组 。 这 时 ,所 得 到 的 解 ,在 
ЖН РАВДА. | 

线性 微分 方程 § 18(5): 


D 这 样 襄 逢 的 表述 是 必要 的 ,因为 7 可 能 是 复数 . 
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Р 
Ул’ =, (х) у) =0 


是 方程 组 (4) 的 特殊 情况 ; 如果 假 设 
уу(®)=у, у (5) 一 421 +++, Yal) =X Ynis 
则 此 方程 便 化 为 形 如 (4) 的 方程 组 。 | 
对 于 实 变 量 的 情况 , 曾 研 究 过 类似 于 方程 组 (4) 的 方程 
组 


CSD (р=1, +++, п), 
q=} 
这 里 a, ， 是 一 些 常数 , RRS o ,(*) 当 0<*<a 时 是 连续 
的 ,并 且 当 0x 过 a4 时 是 绝对 可 积 的 . 


10.3. 强 奇 点 。 如 果 点 м = со Еа я, MARG), 
在 *=% 的 邻 域内 ,方程 组 具有 下 列 形式 ， 


yGz)=x°Yle, (z), P=, enn), (11) 
9=1 
其 中 


6,4 (0%) 一 > 1459ж, 


7=0) 


并 且 不 是 所 有 的 ap 都 等 于 零 ,a 是 茶 一 个 非 负 整数 ， «+1 
хаў НИГ. 
如 采用 下 列表 达 式 代替 方程 组 (11) 中 的 Ур: | 
Yp =e Pp, (x) (р:=1,+++,тп), (12) 


@ 到 Y 十 1 e° 
Р(х) = Ур, YET Pp (Z) = > c, 7, 
v=0 k=0 


HEIE x 的 同 次 知 的 系数 相等 ， 则 可 以 确定 数 Pp,, 5, c, 22. 


1) О. Dunkel, Proceedings Americ. Acad. 38(1903),р. 341—370. 


2) ПТА, 只 是 在 方程 组 (1) 预 先 化 为 典 则 形式 的 一 些 情 况 下 ， 这 一 点 
成 也。 
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数 r= p. 是 特征 方程 
Det | 4520-е, „| = 0 
的 根 。 如 果 此 特征 方程 具有 重 根 , 这 就 会 引起 某 些 复杂 性 . 
如 有 特征 方程 所 有 的 根 都 不 同 , 我 们 便 得 到 形式 上 的 解 。 一 
般 说 来 ， 这 个 解 是 发 散 的 ， 但 是 ， 在 某 个 区 域内 ， 它 是 当 
|z] co 时 解 的 新 近 展 开 式 。 借助 于 广 闷 的 拉 普 拉 斯 变换 ””， 
可 以 得 到 解 的 收 全 的 表达 式 .， 
ZH * = 0 Az GY ла, ЕН. ИЖ ЖЕН. 9 Га 
*®уь„(жу:= 2 fp (9) уз (P=1, +, п), 


9 一 | 
其 中 a, 是 这 样 一 些 非 负 整 数 ,它们 的 和 c<= 荆 cp<<”， ПЖ 
fo (2) EA % = 0 Е Шу, И У ЖЕН РЕН п-а 个 线性 
无 天 的 、 在 点 4 三 0 为 正则 的 解 ”. 


S 11. 对 于 大 的 = 值 解 的 性 状 ? 


ВЕ * 仍然 认为 是 实数 。 
(а) 如 采 在 方程 组 


уруб) = УТ £, (жду, (р=1, 5, п) 
q=] 
P, Ж f, (м) 当 # 关 Yo 时 连续 并 且 有 界 , 则 对 于 每 一 个 解 
VCE), >e, yn(*) 存 在 这 样 的 数 4( 依 赖 于 这 个 解 ) 对 于 所 有 
的 p=1, e, n > 


1) ГМ, Ince; Sansone. 俄 译 本 编者 注 ,] 

2) Е. Lettenmeyer, Sitzungsberichte Miinchen(1926),p. 287—307. 

з) [关于 这 个 间 题 的 各 种 结果 可 以 在 下 列 著作 中 找到 : Еругин; Tricomi; 
fnce; Bellman: Наймарк, $ 22; И. М. Раппопорт. О некоторых аси- 
мптотических методах в теории дифференциальных уравнений, Изд. 
АН УССР, 1954; Cecari, 一 一 俄 译本 编者 注 .] 
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уь(#)е?®#->-0, А хоо FF, 
(b) 设 在 方程 组 


у(х) =, (м) Yp + > £, (х) У, (p=1, -* •, п) (1) 
ç=1 


中 , 国 数 f, 和 g, М иж 时 连续 ,并 且 设 当 хо HJ, 
sp,y>0( 例 如 ,所 有 的 sy 三 0). | 
如 果 
Rfi>NRfy+e (Cc>0,7=2, n), 
则 方程 组 (1) 具有 这 样 的 解 y1(%),… ,yn(*), 使 当 и оо 
时 ,2 >0(P 一 2 +e, n) 和 |- 妆 一 刻 )>0, 并 且 存 在 着 由 这 
种 形式 的 解 所 构成 的 基本 解 组 . 
如 果 下 列 更 强 的 条 件 成 立 : | 
У Ура +c (c>0;p=1, +., n—1), 
则 存在 这 样 的 基本 解 组 
Ур,1(%), o. Ypa) (РЕ +... п), 
ER x— оо 时 ,有 


| Ур, _‚ 
r p 0(95&р) 和 | 


YP, p ) 
р fp 


KIE MRS =o 是 常数 , 则 后 一 关系 式 表示 


一 般 说 来 ,对 于 下 列 形式 的 方程 组 的 解 ,也 可 以 得 出 类 似 


Y=} J>, G) У, (Р=1, "*', п), 
g=1 | 
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Жиз }ь Ч #->-со ВЕ РЖАВЫЕ". 
5 12. 依赖 于 参数 的 线性 方程 组 ” 


(а) 从 5.4 节 可 知 ， 设 在 方程 组 
yp) = У р, sx Р) у, (РЕФ, 3, n) (1) 


>=] 


中 ， KR Spg 具有 下 列 形式 : 
fy, (Р) = У Epa (м) в", (2) 
r=0 
其 中 g, „ „(®){ЕГ Н] аль 上 是 连续 的 并 且 满 足 不 等 式 


EG 
这 里 和 和 7 是 某 些 常数 ,因此 , мази Ь, |р| <r Fr, 级 数 
(2) 收 化 于 对 于 x* ЕН. 这 了 时， 对 于 方程 组 1) 存在 这 
样 的 基本 解 组 : 
Yk 102, Р), te, Yh L (Z, P) (k=l, ++, n), 
所 有 的 ya: 都 是 e 的 解析 函数 , 当 lel <r REEN, m 
x 二 4 时 具有 与 ?无关 的 初始 值 的 任何 解 VAP) ya, р), 
本 身 也 与 p 无 关 。 
(b) 设 方程 组 具有 下 列 形式 ?> 


у>(®)=р/„(®)у„+ву 6,09, Р) у, (р=1, +, т), 
4=1 
Hh f, F 2, 24 a<x=b 时 对 于 一 切 足 够 大 的 p RE x 的 连 


1) O. Perron, Journ. f. Math. 142(1913),р. 254—270; 143(1913),р. 
25—50; T. Peyovitch, Bulletin Soc. Math. France 6101933), р. 85—94. 

2) О. Perron, Sitzungsberichte Heidelberg, % 13 8115 (1918); 26 
(1919). +. Coddington 和 Levinson: Наймарк. ———_ Ж 
A.) 

3) ЮЖ У,. Ene TERA ВИН, хо 是 实数 。 
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ВЕРА, НАХ, 
| $ 1: (=) 297,09) (p=2,-..,n) (3) 
Ep (х, Р) KE (0), jË Н. 4 e> co BF g (0) >0. 
这 时 ,存在 这 样 的 解 уб, P), +++, ya (5, р), Hú y, 具有 下 列 
形式 ， 


Ур =0,(%, р)ехр 22 + (z, 5 (p=1,---. n); 


其 中 в, =1, JF H 24 p> оо 时 ,在 区 间 а<а<ь 上 一致 地 有 ， 
У (м, p) =O(8(0)), о„(®‚,ру)=О‹(г(р)) po 
(4) 


а _ do, _ 
-z = O(eg(0)), Pri (Р>1). 


甚至 存在 这 种 类型 的 个 线性 无 关 的 解 ， 
如 果 代 替 (3) ,下列 更 强 的 条 件 成 立 : 
УЕ: С) > (м) >... >, (м), 
则 存在 这 样 的 基本 解 组 ; 
Yk 1 (М, Р), `°, УА пб, P) (&=1,---, п), 
yk 具有 下 列 形式 


| Јах) ах + фь(х, р) | 


其 中 од в=1, 并 且 由 (4)， 以 Wh Orm PARR Y, о, 
p> 工 而 得 到 的 条 件 成 立 ， | 
(c) 设 在 方程 组 


У›(®) =P”f p2) ув” Уе, „(®, о) У, 
| q=] 


(p=1, ·••, п) (5) 
р, т АКК, 34 о-оо БГ, ВЖ 5, (м, р) 在 区 间 
азиз р 上 一 致 地 有 渐 近 展开 式 


e° fj ° 


Вр. а (М. б)? Фра. (МР °, (6) 


22-0) 


而 fo 和 po vw 具有 各 阶 导 数 . 
此 外 ,如 于 
RADR fE) (р=2, +++, n), (7) 
则 存在 这 样 的 解 y1(*, Р), +++, ул(®, ©), 4 ооо 时 ,在 区 间 
4<%&5b 上 一 致 地 有 
Yp (2) ехро" УА, (+) P} oss (2907: 
f и =0 


这 时 ,处 于 右边 的 表达 式 这 样 来 选择 ,使 得 它们 形式 地 福 足 方 
程 组 (5)。 当 形式 上 计算 数值 4 和 р, 时 所 得 到 的 积分 党 
可 以 任意 选取 ;因此 , 例如 可 以 得 到 | 


po(X) = f fx) d x, 0; 0 天 0， os o= 一 0 一 0 
如 果 将 (7) 代 以 下 列 更 强 的 条 件 ， 
Л) > (я) >. Р, (х), (8) 
则 存在 这 样 的 基本 解 组 


Ув iCX, ©), +++, Yk (% p) (&=1,.-., n), 
当 р-> со 时 在 区 间 ах 8 上 一 致 地 有 : 


. ml] се 
ул penp] P™ Dohe „ОЮ Р у oR s Ge", 
t =n 


= 


并 且 上 面 所 做 的 结论 仍然 正确 ， 只 不 过 在 这 里 

hr (z) =  fxG) dx, ор 00， Wk p.0 一 (0 当 ps |. 
р. т=1, НЧ r1 fit a< x=<çb ki, flx) Af), ME 
(7) 中 可 以 增加 等 号 ， 


ЗИ: т=1 且 当 pAg Ж ая в В], fç G<) Г (м), И 
在 (8) 中 也 可 以 增加 等 号 ， 
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$13. 前 系数 线性 方程 组 


1。 齐 次 方程 组 。 现 在 我 们 考虑 方程 组 


Ур= lp 1У+ tap nyn (p=1, 7)， (1) 
Ж а„ 是 给 定 的 常数 . 
AR so ÆRES MA 
| ai 1—5 ару +++ а, 
ајр 455—8 set Gan 
РРСРР (2) 
а 1 an 2 n nm 一 3 


的 某 一 个 了 重 实 根 , 则 方程 组 (1) 具 有 形 如 

у= Р, ((z)es% +e, у= P, ,(z)e*% (h=1,++s,r) (3) 
”的 了 个 线性 无 关 的 解 ， 其 中 Ps, 是 次 数 不 高 于 4 一 1 的 多 项 
式 。 因 而 , 解 中 总 是 包含 有 (=1) 形 如 

P =C eF; e e eg Yn = Се“ 
的 解 。 如果 (2) 具 有 并 个 不 同 的 实 根 si, e, Sns 则 存在 形 如 
У», =O, 1652 +... У». „= С, 2 (> =1, ..., п) 

的 7 个 线性 无 关 的 解 . 

如 果 so 是 -重复 根 , 当 假设 多 项 式 Р, 的 系数 可 以 是 复 
数 时 , 则 具有 同样 的 结果 .将 国 数 (3) 中 的 实 部 和 碟 部 分 开 , 我 
们 就 得 到 方程 组 (1) 的 一 组 2 r 个 线性 无 关 的 实数 解 。 ШЖ 
对 于 多 项 式 (2) 的 每 一 个 实 根 和 每 一 对 彼此 共 罗 的 复 根 中 的 
一 个 ， 建 立 相 应 的 线性 无 关 的 解 组 , 则 它们 合 起 来 构成 (1) 的 
基本 解 组 .方程 组 (1) 的 每 一 个 解 ,可 以 表示 为 上 述 形式 解 的 
线性 组 合 . 如 果 把 形 如 C3) 的 表 运 式 代 入 万 程 组 (1)， 常常 更 
容易 求 得 解 (3). 

13.2. 更 一 般 形 式 的 方程 组 。 设 已 给 方程 组 
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УР, „(Р)ур(м) =f,(%) (+2=1, +. ., п), (4) 
n=1 


ўир D=—#n 已 (四 是 具有 常 系数 的 多 项 式 b. 


如 果 方 程 组 中 包含 着 高 阶 导 数 , 根据 814 可 知 ， 这 样 的 
方程 组 可 以 化 为 仅 含有 一 阶 导数 的 男 一 个 方程 组 。 其次， 如 
果 这 样 的 方程 组 能 够 化 为 形式 (1), 可 能 仅 有 这 一 反差 别 ， 右 
端 还 可 能 有 “扰动 函数 ”g,《*) , 则 根据 13.1 节 可 知 ， 可 以 首 
先 解 对 应 的 齐 次 方程 组 ,然后 ,根据 8.3 节 ， 再 来 解 非 齐 次 方 
H. | 

但 是 ,下 述 方法 要 简单 得 多 ， 设 p, (0 是 行列 式 

А (и) = Det| P, ,(u) | 
的 元 素 Р, „(и) 的 代数 余 因 式 。 因为 用 微分 表达 式 PD) 
以 如 同 多 项 式 P (u) 那样 进行 计算 , 如 果 只 限于 加 法 和 乘法 运 
算 , 则 方程 组 (4) 的 解 也 应 当 满 足 方程 
AD) y= 21% СР). 
一 上 

这 就 是 8 22(3) 类 型 的 方程 。 根 据 这 一 点 ,就 可 以 说 明 方 
程 组 (4) 解 的 形式 应 当 是 怎样 的 ,并 且 如 果 将 相应 形式 的 表达 
式 代 入 方程 (4), 就 能 求 出 这 些 解 ， 但 是 这 时 应 当 注 意 , 正 象 
第 三 部 分 8.26 所 表明 的 ,对 于 任意 的 方程 组 (4) ,可 能 发 生 茶 
些 复杂 情况 ， 


1) [Bi Понтрягин; Sansone. 一 一 俄 译 术 编者 注 ,] 
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第 四 章 ”任意 7 阶 微分 方程 


5 14. 已 解 出 最 高 阶 导 数 的 方程 : 
у, уу 897) 


满足 微分 方程 


ус"? = (хм, у, yY, 21, у (1) 
的 所 有 n ар уб) 称 为 此 方程 的 解 或 积分 . SE. 
然 , 微分 方程 (1) 等 价 于 具有 n ЖАНА Y a)y (0), ° ° 
yn-1《*) 的 个 一 阶 方程 的 方程 组 ， 
Ув == У, Ур = Xx, n= Уп, 
| Уп-1=/(&, уо, Xu `°", Ун). 

所 以 ,在 第 二 章 中 所 叙述 的 存在 和 唯一 性 定理 以 及 各 种 解法 ， 
对 于 方程 (1), 也 可 以 直接 给 出 相应 的 结果 . 

MRH, ZH ЖЕН #ç f(x, уо, +++, Yn) Æ [Ж ЭЁ С (х, 
Уо, ` Ун 1) ПЕНУ, 则 对 于 G 内 的 每 一 上 后 (Š, 70, • 
1n-1) ,至少 存 在 一 个 解 у= ф(х) 在 点 的 某 一 个 邻 域内 有 定 
义 并 且 满 足 初 始 条 件 | 

pl) =", Ф" (5) =n, • • +, PTP (5) 一 1 
此 外 , 如 果 国 数 j 了 还 满足 李 普 希 茨 条 件 
n—1 


|f (x, yo, ” "* ,Vn_1) — f(x, Yo, ° ° Yn- |< у |y,— У, | ы 
p=0 


则 这 样 的 解 是 唯一 的 . 
”对 于 高 阶 (微分 ) 方 程 ， 除 了 当 在 某 一 点 上 给 出 未 知 羡 数 
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及 其 前 "一 1 阶 导数 值 时 按照 初始 条 件 确定 解 的 问题 〈 柯 丁 
问题 ) 以 外 ,所 谓 边 值 问题 起 着 重要 的 作用 ， 在 边 值 问题 中 ， 
未 知 函 数值 及 其 导数 值 (或 者 它们 之 间 的 关系 ) 是 在 一 些 不 同 


的 所 上 给 定 的 ( 见 第 二 部 分 )。 


5 15. 未 解 出 最 高 阶 导数 的 方程 ， 
E(x, у, Y, 一 0 


1. 全 微分 方程 。 微 分 方程 
F(X, у, У’, -.-, у) = (х) (1) 
称 为 全 微分 方程 ， 如 果 存 在 着 国 数 (zx, u, u, +++, и), 
в” ` ° 
Е (м, Ug, ++, Un) =Q, + ub, + - +и,Ф, _ 
对 于 变量 *, иу, +++, и, РЁ ЇН, МУ 3E— n А Я М № 
ф(х), 3 НАХ 3 


P(x, Ф, g”, |+ |, ФГ) = (Ус) а 


时 ,是 方程 (1) 的 解 , 所 以 全 微分 方程 总 可 以 化 为 较 低 阶 的 方 
fE. 
ЖИ F (z, u, +++, UD RARE” 阶 为 止 的 连续 偏 导 数 ， 
并 且 如 果 要 求 名 具有 直到 二 阶 为 止 的 连续 人 篇 导 数 ， 则 使 得 微 
分 方程 (1) 是 全 微分 方程 的 条 件 如 下 假设 
АФ =Ф,+щФ,, tt Py _, 
Аи, AFF, ЛА, F, 


这 时 ,函数 A,f руг ju, ER, Пр A, 应 当 等 于 0, 特别 是 ， 
иһ 只 能 线性 地 包含 在 下 wu, 
15.2。 广 义 齐 次 方程 ， 设 己 (*, y, Xy …… Yn) 是 整 有 理 
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国 数 ,或 者 是 形 如 ах°уЁ у ,..., уй» ПАЯ. 微分 方程 
Р(х, y, у, ++, У") =0 
称 为 广义 齐 次 方程 ， ЕЕ НЕ Ç 各 


P (xr, xk XR 8-2", - ж^-пг) 
中 的 各 项 具有 相同 的 次 数 。 | 
(а) 7 天 0; 这 时 可 以 认为 ”=1。 经 过 变换 
у(х) = | [11 (Е), £=In|z|, 
则 化 为 不 显 含 志 的 方程 ,因此 (根据 15.3 节 ) 是 可 降低 阶 数 的 
方程 . 
(b) =0; 经 过 变换 u(*) = -区 , 则 化 为 较 低 阶 的 方程 ， 
15.3. 不 显 含 x 或 了 的 方程 。 
(а) F(g,g', ***, 0) =0. 
ДЕ у= у(х), 4 VEA ВЕ, ТЕБЕН z = (y), 因此 ， 
p (y) = y” (% ()) ЕЕ — 4 y ПЖ, НХ 
x”(w“)=pp', у”-<р?р”--рр'?,... 
”于 是 , 此 方程 便 化 为 对 于 ro) 的 7 一 1 阶 方程 。 如 果 
p=g(x)>0 ЕАН, Ух 


70) 
可 以 得 到 原 方 程 的 解 。 
(b) Fix, у’, +++, у°?”)=0, р(х) =>”, 我们 便 得 
到 7 一 1 阶 方程 


F(x, P, р’, `. °. pE) =0. 


D 也 可 与 4.7 节 相 比较 . 
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第 五 章 =” 阶 线性 微分 方程 


516. 任意 的 地 阶 线性 微分 方程 


16.1. 一 般 注 记 . п 阶 线性 微分 方程 的 一 般 形 式 可 按 下 
列 方式 写 出 ， 


УТ (к) y> = f(x). (1) 
P=0 


对 于 系数 f, 以 及 ff， 我 们 假设 ， 在 其 自 变 量变 化 的 某 一 
个 区 域内 ， 这 些 函 数 是 连续 的 ， 或 者 是 半 纯 的 ( 见 18.1 30); 
其 次 假设 ,或 者 f 260, RE f. 只 有 孤立 的 零点 

MRS Ск) 三 0, 则 微分 方程 称 为 齐 次 的 !; J Ск) ЖАНРА 
Ж. 
а), в p (a) 为 对 应 的 齐 
次 方程 的 通 解 时 ， 则 表达 式 (м) +g (<) 即 为 方程 (1) 的 通 
解 。 因 为 ,根据 16.4 节 ,只 须 经 过 一 次 求 积 , 便 可 由 对 应 的 齐 
次 方程 的 解 得 到 方程 (1) 的 解 , 所 以 研究 齐 次 方程 非常 重要 ， 

利用 814 中 指出 的 变换 ， 可 将 方程 (1) 化 为 一 阶 线性 微 
分 方程 组 .所 以 ,从 第 三 章 关 于 线性 微分 方程 组 的 定理 ,对 于 
形 如 (1 的 方程 可 以 直接 得 出 相应 的 定理 。 

16.2. 存在 和 唯一 性 定理 解法， АХ aT <> 
上 消 数 (x*) 和 f(x) 是 连续 的 ,并 且 如 果 所 隆 0， 则 对 于 每 一 
组 值 5 No, +t e, ?ni1; 其 中 4 过 5 过 5, 方程 (1) 存在 一 个 且 仅 存 
在 一 个 解 y= 二 gp(*) 满 足 初 始 条 件 

gp (Š) =n, $’ (Š) =m, P(E) =, 


a<x<b 上 的 . 
从 5.3 节 的 定理 ,也 可 以 得 到 更 一 般 的 存在 定理 ， 

AN $ 14,8.2=5 40 16.4 95,5181 8 19. 

有 时 也 会 用 到 下 述 简单 原理 . 我 们 用 L(y) 表示 方程 (1) 
ËJ ZE Wa s RH и, (м) Я u, (м) RE УЕ 

Р. (и) =f) 和 Llu) =f;(*) 

的 解 , 则 wi 十 ws 是 方程 (1) 的 解 ,其 中 f= 二 fi 二 fs. 

如 果 引 入 ( 比 22.2 市 中 的 更 一 般 的 ) 微 分 算 子 


P(D)= >; fy(*)D', 其 中 = (2) 
v=0 


则 方程 (1) 可 以 写 为 下 列 形式 ， 
| P(D) y=f(x). 
还 可 以 引入 更 一 般 的 算 子 Q (D) ,假设 


Q(D)y= >, Q(x) Dry, (3) 


其 中 Q,(*) 是 某 些 函 数 ,并 且 对 于 自然 数 名 Я DA жог А 
重 积分 


-4y 一 7 „|. рече саәт (да, 


对 于 两 个 这 种 形式 的 算 子 DMQ, 表达 式 
P(D Q(D) y=R(D) у 
表示 按 下 述 步骤 得 到 的 函数 , 即 如 果 首 先 建立 函数 QCD) y, 
然后 将 算 子 了 CD) 作用 于 此 函数 ， | 
为 了 求解 微分 方程 (1), 只 须 建立 ? 算 子 (2) 的 逆 算 子 Q, 
即 这 样 的 算 子 (3) ,对 于 任 一 具有 足够 多 阶 时 数 的 函数 > (*)， 


1) 1.M. Sheffer, Тӧлоки Math. Journ. 39(1934), р. 299—315; L. 
Fantappié, Memorie Ассай. d'ltalia 1 (1930) Ne 2, 
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Q(D)P(D)yy= P(D)Q(D)y= y (4) 
成 立 . | 
这 时 ,显然 可 以 得 到 下 列 形式 的 解 ， 
y=Q(D)f(z). (5) 


将 (2) 和 (3) 代 入 恒等式 (4) ,我 们 得 到 对 于 Q, 的 方程 ， 其 中 ， 
当 и>1— п 肝 , 应 当 假 设 Q,==0. 这 时 ,从 等 式 (5) 我 们 得 到 ， 


y= f H (x, tf (t) de, 

其 中 
H у= У: 9.0) т, 
因而 ,这 个 方法 符合 于 8 19 中 所 叙述 的 原理 ， 
16.3. п—1 阶 导数 的 消去 法 . яд дн „—1 Ж 
续 导 数 ,并 且 如 果 假 设 
u(x) =exp( 1 f Z= dx), 

那么 ,经 过 变换 ?一 zu, 方程 (1) 则 可 化 为 方程 

Df Gu) =), 
或 者 

> Е, (2) = =f (х), 


其 中 Z, | =0, 即 方程 中 不 再 出 现 2 一 1 ТЕЖ. 最 后 这 个 方 
程 的 解数 同 原 方程 (1) 的 解 2 之 间 存 在 着 关系 式 p = фи. 
16.4， 化 非 齐 次 微分 方程 为 齐 次 微分 方程 。 设 16.24 
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中 提出 的 假设 成 立 ， 如 果 pl), e, pn(*) 构 成 对 应 于 非 齐 
次 方程 (1) 的 齐 次 微分 方程 的 基本 解 组 ， 并 且 如 果 砚 ,(x*) 2 
示 由 对 应 于 此 基本 解 组 的 朗 斯 基 行 列 式 И’ (л, 17.1 市 ) 将 其 
B r 列 元 素 换 为 0,.…,0, f 而 得 到 的 行列 式 ， 则 国 数 
HW (x 
v=} о РО T dx 

是 方程 (1) 的 解 。 因 而 ,每 一 个 线性 微分 方程 ， 如 果 对 应 于 它 
的 齐 次 方程 已 经 完全 解 出 , 则 原则 上 可 以 认为 是 已 解 出 了 . 

关于 借助 于 齐 次 方程 的 基本 解 来 求解 微分 方程 , 见 17.4 
H. 

16.5、 对 于 大 的 x МЕЖ. УЛ (1) 中 的 系数 
fax), Рб) 对 于 一 切 #2» 是 连续 的 ， $ В 实 的 ; fa=1, 
НЧ хоо 时 

Ў,(х) эа, (›=0,1,+++,п—1),а,у5=0; (5) а; 

最 后 设 “ 特 征 多 项 式 ” 

P? + anp ee + aQ (6) 
所 有 的 根 都 是 实 的 , 并 且 各 不 相同 。 这 时 , 方程 (1) 存 在 着 这 
样 的 解 y(x), НП 24 x> Bf, 


у, у°?->0 (7=1,...,п). (7) 
0 


如 果 多 项 式 (6) 所 有 的 根 都 是 负 的 , 则 对 于 方程 (1) 的 每 
一 个 解 , (7) 均 成 立 , 


517. 7 阶 齐 次 线性 微分 方程 


。 解 的 性 质 和 存在 定理 ， 从 现在 起 ， 到 17.4 FIE, 


1) [ 见 § 11 的 文献 .一 一 俄 译 本 编者 注 ，] 


е 9] ° 


我 们 总 是 假设 ,在 齐 次 微分 方程 
Уу) Л, (1) у" =0 (1) 


rH, Ж f, (х) 4 ax <b ВРЕ РЕА), ЕН 7,520. 

显然 ,y=0 是 任何 形 如 (1) 的 方程 的 解 。 我 们 将 这 个 解 
称 为 平 几 解 ， 而 将 不 便 等 于 零 的 解 称 为 非 平 几 解 . 

如 果 已 知 方程 (1) 的 个 解 p1C(*),…, gp《*), 则 它们 的 
每 一 个 线性 组 合 Cipt. e 十 Cppp( 具 有 任意 常 系数 C,) 也 是 
Ж. рол, 则 任何 个 解 线性 相关 , 即 存 在 着 不 全 等 十 
零 的 常数 C,, 使 得 Cipi 十 '…: 十 Cppp 三 0. | 
对 于 每 n ЛЖ pi, +++, pn МЕ 5 (а<6< 6), ВАЯТ 


列 式 | 
pi1(X) sses pn (5) 
рь р) | ОН 
g P(x). -egg 12 (x) 
等 于 


(b, єє, идеи — f A а) 


[ 刘 维尔 公式 .一 一 俄 译 本 编者 注 .] 因 而 ,如 果 户 _:=0, 则 等 
于 常数 “如 果 个 解 线性 无 关 , 也 就 是 说 ， 如 果 其 朗 斯 基 行 
列 式 不 等 于 零 , 我 们 就 说 , 这 个 解构 成 基本 解 组 . 
如 果 假 设 , 讨论 当中 所 过 到 的 朗 斯 基 行列 式 处 处 不 等 于 零 , WDE 
(1) 的 左 端 可 以 写 为 “ 算 子 乘积 " 
> а рр р Рур уу Р-уу®у, 
其 中 


d , 
р=-—, Wo=1, W,=W(pr "t, p). 
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存在 定理 已 在 16.2 节 中 统 述 过 了 

其 次 ,基本 解 组 总 是 存在 ;如 果 选 取 п 组 数 

ыо, Wyn (v=1, ++, п), 

使 得 Detly,p| 天 0, 并 且 当 二 取 某 个 任意 值 (<<< 信 时 ,对 于 
每 一 个 >， 找 出 满足 初始 条 件 ov (5 =, о, с, ФОТО) = 
1], п: 的 解 mw,, 便 可 得 到 基本 解 组 。 

由 作为 某 一 个 基本 解 组 各 项 的 线性 组 合 所 能 得 到 的 一 切 
函数 ,构成 所 有 解 的 集合 . 

17.2. 微分 方程 的 降 阶 法 .微分 方程 (1) 在 15.2 节 (b) 
的 意义 下 是 广义 齐 次 方程 ,因而 ,经 过 变换 y = yu (zx) прини, 
方程 化 为 阶 数 较 低 的 方程 ,但 是 ,一 般 说 来 ， 所 得 到 的 方程 不 
是 线性 的 . | 

如 果 已 知 方程 (1) 的 某 个 解 p(x)， 则 此 方程 可 以 化 为 较 
低 阶 的 线性 方程 。 也 就 是 说 ， 可 以 求 出 y=u(x) р(х) 这 种 
形式 的 解 ; 这 时 ,对 于 x(*)， 得 到 不 包含 函数 ua) 而 只 包含 
其 导数 的 二 阶 线性 微分 方程 ; 因而 (15.3 节 ), 此 方程 可 以 化 
为 n—1 阶 线性 微分 方程 。 

达 兰 贝尔 简化 法 只 不 过 是 上 述 方法 的 另 一 种 形式 而 已 ， 
设 yp1(*) 是 方程 (1) 的 处 处 不 为 零 的 解 。 如 果 认 为 > 是 * 的 
函数 并 且 具 有 各 阶 导数 , 则 


> Jol) == (91f vaz) = 
?一 0 


Жж п—1 阶 齐 次 线性 方程 。 如 果 Vu ee, Wn- Е 此 方程 的 基 
本 解 组 , 则 函数 


Ф1, фи Vidz, ..°, А) С Е 


构成 方程 (1) 的 基本 解 组 。 如 果 对 于 方程 (1)， 已 知 半 一 1 个 
Ж, Баса ЕИБ фа, te Pn-1)7£0, 
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则 对 于 任何 C0, n—1 阶 非 齐 次 微分 方程 
W (фі, - `, Ффа-1, У) =cexp( 一 人 La 4х ) 


的 每 一 个 解 都 是 方程 (1) 的 积分 ,此 积分 同 pb: …, PnH, 
构成 基本 解 组 . 

17.3， 关 于 解 的 零点 。 设 函数 /, 具有 各 阶 导 数 . 如 果 
ya) 和 у» 《%) 古 方程 (1) 的 两 个 非 平 几 解 ，*1, x, ДЕРИ 
y1(*) 的 两 个 相 邻 的 零点 , 而 函数 y2(*) 在 这 两 所 不 为 零 ， 则 
РЕЖ (и) РАМ, yiys — У ТЕ х, 和 *s 之 间 共 有 奇数 个 零 
д (每 一 零 反 的 个 数 认为 同 其 重 数 是 一 样 的 )。 这 就 是 25.4 
市 (b) 的 零 后 交换 定理 的 推广 . 

17.4. 基本 解 。 微分 方程 (1) 的 基本 解 指 的 是 定义 在 
ПЕ а< ж, £<b 上 的 具有 下 列 性 质 的 函数 5 G, E): 

(a) 在 两 个 三 角形 域 asqa <; Дачи РН 
一 个 内 (图 15), g (x, 5) 具有 对 于 x ШЕЯ п Et BJ i SP 3 , 3F 
些 导 数 在 每 一 个 三 角形 域内 ， 对 于 * 和 8 是 连续 的 ; 

(В) 在 每 一 个 三 角形 域内 ,SS(x, 5) (作为 * Ну) 
方程 (1); 


(2,0) 


1) 在 17.1 节 的 开始 叙述 的 假设 ， 现 在 应 当 在 区 间 аир 上 成 立 .应 特别 
注意 ,在 整个 这 个 区 问 上 fn(%) 关 0。 
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(7) 在 整个 正方 形 域 axr, EKL, (м, БЕЗ, 
并 且 具 有 对 于 % 的 直到 7 一 2 阶 的 偏 导 数 ， 这 些 偏 导 数 在 此 
正方 形 域内 对 于 * FAE ERN, 

(5) 当 a<š<b У 


(и—1) — oD _— 1_ 
gx (š + 0, 5) — gÇ (š —0, 2) f. (=)* 
基本 解 总 是 存在 的 ， 不 难 验 证 

yıl). e yx (2) 


2168). 2" 
zg (x, E) = sign (x — Ë) 


21-6)” (5) oD (Ë) . Кук 
yí (%)- +. У» (2) 
是 基本 解 , 其 中 yi), +++, yalar) 是 方程 (1) 的 某 一 个 基本 
解 组 ,而 全 (x) 是 其 朗 斯 基 行 列 式 . 
这 个 特殊 的 基本 解 具有 这 种 性 质 , 即 对 于 它 来 说 ， 
| g (Е, E) = g4 (EE) =- e =g? (5,5) 50. 
公式 
E(X, E) 十 CI(GE)O1CZ) +++ +C, (5) у, (5) 
给 出 了 基本 解 的 集合 ,其 中 C, сод ажан. 
基本 解 之 所 以 重要 ,是 因 为 


y (2) = f g (z, 8)f (8) dë 


是 非 齐 次 方程 8$16(1) 的 解 ， 

17.5. НМ, H 3830065405 B УЖЕ ЙД 5157], ИЖ 
Ж f, (w) ВН r, 阶 和 s, 阶 的 导数 ,并且 如 果 y(%*) 具 有 直到 
max (г, + s,) 阶 为 止 的 各 阶 导 数 , 则 可 以 建立 微分 型 


D 这 里 gx 表示 - 吕 针 ， 基 些 作者 将 右 端 写 为 у ну, MRAM -EE 
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(sy) 


І (у) = У, (5) уб] 02) 
v= 
和 
Г" (у= У (—1)»+» У, (4) уо Ө, (3) 
у=) 


АНИ L" Су) 82915 УВЕ О, 而 方程 
ғу) =0 称 为 与 方程 工 (x) =0 ЖЖ. Ш, 与 L" (y) 
共 罗 的 微分 型 仍 为 (>). 

如 果 所 有 的 %=0, 则 上 述 微分 型 具有 特殊 的 形式 


І (у) = УД о (4) 
"=0 
和 
Lš(y)= Y1(0—1)" an”. (5) 
т=0 


如 有 果 微 分 型 (2) 中 的 每 一 个 函数 ,其 至 具有 《7 十 sy) 阶 的 导 
数 , 那么 借助 于 乘积 的 微分 法 则 , L ЛИ = Z BJ 655 СВ 
有 田 一 些 f,); 这 时 L" (У) = Ly (у), ВЕСУ ИЕ 原 微 
分 型 的 写法 无 关 . 

如 果 Д" (у) = 1.Су) , 则 微分 型 工 (y) 称 为 H HERS, № 
如 果 L*(y)=-—L(y), W| L (y) 称 为 反 自 ЖЕЙ. 对 于 方程 
L(y) =0, 也 可 以 相应 地 定义 自 共 恩 性 和 反 自 共 拢 性 的 概念 . 
因此 , B Е Ж 


L(y)= > [ Z, (w) у] 
GERRY. BARMIN 
=> E] +1, (а) уау 
或 者 т 
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L(y) = УУ, (м) yO JOD + [ f, (z) yt 9} 
v=0 


总 是 奇数 阶 的 . | 

B 35045) № ЕЛЕ Л [& Ja] i ЖП ЛЕС [P] 8 Е 38 E В 
的 作用 (第 二 部 分 )， 

17.6. 拉 格 朗 日 恒等式 ; 狄 里 克 莱 公 式 和 格林 公式 . 如 
ЖИ (ЖЕ (х) ж s KERA MAR, 应 用 分 部 积分 法 则 可 
得 到 | 
Госрая = | CTPeoax+ у OPU”, 

PP 十 3 一 < 一 ] 

“如果 假设 U =f,uco „И о, А, 对 于 微分 型 (2) ,从 这 个 公 
хадан 


{ Г. (и) ах = | УС (— 1) 5» f, (Xu) 0С) dx +2[и v], (6) 
y=0 | 


其 中 
[и ъ]= У) DT мо) u, 


y=0 p+q=s,-] 
对 于 人 uL*(v) dz 可 以 得 到 相应 的 表达 式 . 从 第 一 个 表 
达 式 减 去 第 二 个 表达 式 ,我 们 得 到 
[Горит (0) 14а = Ри, v], (7) 
其 中 多 是 双 线性 微分 型 


ес} E Cuyo- 


?一 0 p+g=s, ~ 1 
| p+qg=r,-1 
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对 * 微分 ,我 们 得 到 拉 格 朗 日 恒等式 
L (и) —иГ.* (v) =-#—#[и, v], (8) 
而 用 定 积分 代替 不 定 积分 , 则 得 到 格林 公式 


b 


f [vL (и) — uL" (0) Јах = Ф [и оь, (9) 
对 于 特殊 的 微分 型 (4) ‚-# 具有 下 列 比较 简单 的 形式 ， 
[u 0] У У DUP fo), 


у=] P+S=vwv=1 


17.7. ж +7 fü 4 g 2y25 3658. 从 (7) ВЯ: 
WREE АЗЕ ЗЕ y ЖЕ L" (0) =0 的 基 一 个 解 С) 70, 则 方程 


L(y)=f(*) (10) 
的 解 可 以 从 下 列 方程 求 得 ， 
Fiy, >= осу) dz +C, 
这 个 方程 的 阶 数 比 原 方程 低 . 
特别 是 ,如 果 元 是 形 如 (4) 的 微分 型 ,并 且 
fa—fi+fi—. С)" =0, (11) 


则 方程 (10) 征 全 微分 方程 (BL 15.191). 如 果 将 方程 (10) 的 
两 端 对 于 * 积分 ,由 于 (11) ,利用 分 部 积分 法 在 不 知道 函数 > 
的 情况 下 可 以 得 到 左 端 的 积分 ; 我 们 又 得 到 对 于 > 的 较 低 阶 
的 方程 

微分 方程 Го (№) = 705), MRRARZ (х) л, 则 可 化 
为 全 微分 方程 , 当 且 仅 当 (е) ЗЕЕ Е 1-0 (2) = 0 时 . 
在 这 种 情况 下 ,? 将 是 给 定 微分 方程 的 积分 因子 . 

ЯД Ж u, ***, Un 是 方程 Lo(w) =0 的 基本 解 组 ,而 W (z) 
是 这 个 基本 解 组 的 朗 斯 基 行 列 式 , 则 
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1 | | | 
F диво (=l... n) 


是 100) =0 的 基本 解 组 ,并 且 


п 


Ут, == 0), 当 k=0, 1, 0 一 2 时， 


=| 


Vy 一 一 一 


п 
у umlo, = f, ñ 


了 一 1 


5 18. АНИ 
18.1， 奇 点 的 分 类 .现在 假设 齐 次 线性 方程 


> „(Юу =0 (1) 

ВЖЕ Г, (ж) {ЕЩ м =Е 的 某 一 个 邻 域内 是 半 纯 的 , 即 除了 点 

х= 可 能 是 极点 以 外 , 没有 任何 奇 点 ， 此 外 ， 自 然 还 要 假设 

f(x*) 寺 0 和 fo ONE MaE)” RDE), Е т ЖЕ 

当 的 整数 ,可 以 使 得 所 有 的 f,(*) 在 点 是 正则 的 , 但 是 不 都 
ETE. KE 称 为 方程 (1) 的 正则 点 还 是 奇 点 , 取 雇 于 

а fa (E) A0 mE f,, (E) =0. 
于 是 , 设 扣 是 正则 点 或 者 奇 点 。 进行 上 述 运算 以 后 ,可 以 


1) 【这 里 谈 到 的 问题 ,在 下 列 著 作 中 有 更 详 纸 的 讨论 : Ince; Coddington 
和 Levinson; Tricomi; Еругин; Sansone; Whittaker 和 Watson: В. 
Вазов, Асимптотические разложения решений обыкновенных диффе- 
ренциальных уравнений, 1968; В. В. Голубев, Лекции по аналитиче- 
ской теории дифференциальных уравнений, 1950; И. А. Лаппо-Дани- 
левский, Применение функций от матриц к теории линейных систем 
обыкновенных дифференциальных уравнений, 1957 ,一 一 俄 译 本 编者 注 ,] 


° 99 e 


认为 | 
f,(z) = (z —Ë)% В, (м), (2) 
其 中 =, 是 非 负 整数 ,而 Ry (E0, 并 且 А, («ДЕ x =Ë ЖЕ 
一 个 邻 域内 是 正则 的 , 即 可 按 (* 一 5) ЖЖ НН 
ЖЕН Нл, =). 试问 方程 (1) 是 否 具有 下 列 形式 的 解 ， 

у= (®—&)'” Ус, (аё) (0720); (3) 


这 时 ,如 果 7 不 是 整数 ， 则 (* 一 58)” 表示 这 个 函数 的 定义 在 复 
平面 上 的 某 一 正则 分 支 ,此 复 平 面 为 沿 着 由 点 5 出 发 的 茶 一 
条 射线 被 前 开 的 平面 (也 可 以 利用 函数 (* 一 纺 ” 的 黎 受 曲面 
ЖИВУ 7 ВОЗР Тар). 

为 了 使 方程 (1) 存 在 形 如 (3) BJ E, r 必须 是 方程 F(7)=0 
的 根 ,其 中 F (7) 表示 在 表达 式 


Си, (E) (#—Ё)®-” (4) 


中 最 低 次 项 的 系数 。 方程 (7) =0 称 为 微分 方程 (1 在 点 和 
的 判定 方程 ,而 每 一 个 根 称 为 这 一 点 的 指数 。 ЖК Š Е 
Ms 那么 这 一 点 称 为 弱 奇 点 (正则 奇 点 ) 还 是 强 奇 点 ( 非 正则 奇 
点 ) ,取决 于 РЕН n А. 

当 且 仅 当 微分 方程 可 以 写 为 下 列 形式 ， 


1(#—Ё)у”в„(хуу??=0, (5) 
y=0 
其 中 所 有 的 g,(*) 在 点 5 都 是 正则 的 并 且 z,,(E) 天 0 时 ,点 
是 正则 点 或 弱 奇 点 D， 在 这 种 情况 下 ， 判 定 方 程 的 左 端 具 有 
下 列 形式 ， 
D 当 每 个 函数 gy 包含 因子 a- Bj, 点 了 是 正则 点 ; 这 时 ; 可 以 用 
(х 一) 来 除 给 定 的 微分 方程 。 


• 100 • 


Fer) = S Cirle, (È). (6) 


当 且 仅 当 «,—>»<а„—п 即使 对 于 一 个 ?成 立时 , 点 5 是 
强 奇 护 。 在 这 种 情况 下 ,存在 这 样 的 数 e,0<<p 二 ,使 得 
cr 一 2 > — P, 当 р<у<лп Ff, | 
а, —т>а,—р, А0б<э»<р[{; | 
判定 方程 具有 р, n—p 称 为 奇 点 的 级 或 特征 指数 .在 点 
x== 的 邻 域内 存在 着 不 多 于 。 个 形 如 (3) 的 线性 无 关 的 解 ， 
所 有 这 些 概念 也 可 以 用 在 点 = co 的 情况 。 ВА, (А), 
如 果 它 们 才 0, 对 于 所 有 的 按 模 来 说 足够 大 的 *, 可 以 表示 为 
下 列 形式 ， 


(7) 


f,G) = “h, (Z), 


Jtrh Br А, (0290, AHIRE H h, (2) 在 点 * 二 0 是 正则 的 . 
由 此 可 知 ,为 了 使 方程 (1) 存 在 形 如 


y=x CX (00560) (8) 

w=0 
的 解 ,> 必须 是 方程 了 (7) =0 的 根 , 其 中 (7) 表 示 在 表达 式 
S "Crvlh, (0) “一 > - (9) 


中 首 项 的 系数 . 
无 穷 远 点 称 为 方程 的 正则 点 还 古奇 点 , 取决 于 点 *" 二 0 
是 由 给 定 方程 经 过 变换 


1 
y(z)= у" (х“у,х* = 


所 得 方程 的 正则 点 还 是 奇 点 。 同 前 面 一 样 ， 可 以 根 据 表 达 式 
Е (г) 的 次 数 将 奇 点 划分 为 绚 奇 点 和 强 奇 点 。 当 且 仅 当 方程 
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可 以 写 为 下 列 形 式 时 ， 
Ere (5 )»™=0 (en(0)20), 


无 穷 远 点 是 正则 点 或 弱 奇 点 ， 其 中 ga) 在 点 * 二 0 是 正则 
的 。 当 且 仅 当 对 于 茶 一 个 », 有 4, 一 ?之 Qn 一 ni 时, 无穷 远 点 是 
强 奇 点 . 这 时 ,存在 这 样 的 数 р, 0<о<л, {924 р<у<п 时， 
aap P, WA 0<у<ео |, а, —у<а, ру ДЕК Я 
Т, п —р 也 称 为 奇 点 的 级 . 

下 列 形 式 的 微分 方程 称 为 富 苑 斯 型 方程 : 


у P*Q, у = —. 


ы! 


其 中 
P=(%—a) (5 — a) tt (X — amn), 

并 且 所 有 的 о 是 一 些 彼此 不 相等 的 数 (实数 或 复数 )，Q, 是 
КЖ (п —») (0m 一 1) 的 多 项 式 , 而 Q, 二 1。 对 于 这 个 方程 ,点 
х= о НЕ ЕЕ М а В ден. 显然 , ТЕ 德 方程 
(第 三 部 分 ,2.240) 和 超 几 何方 程 (第 三 部 分 ,2.260) 都 属于 这 
种 类 型 。 对 于 贝 塞 耳 方程 (第 三 部 分 , 2.162), KÁ % = 0 AE 39 
奇 点 ,而 4 一 co унар. 

18.2. ка x=£ 是 正则 点 或 弱 奇 点 的 情况 .在 这 种 情况 
下 ,根据 18.1 池 ， 方 程 可 以 表示 为 形式 (5)， 


У œE) eg, (%) у =0, 


v=0 
并 且 每 一 个 函数 &,(*) 可 以 写成 大 级 数 的 形式 : 
E, (х) = У та (х —Е)*, (10) 


DEERE ж = ЕЁ ПОЗЕ A BAREN BIRA S ЗАЛЫ, є„ E) = 
РУО, 
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第 一 种 解法 . 设 " 是 判定 方程 


Е (г) = 53014,0) = 0 (11) 
的 根 . | 
将 表达 式 
| у=(#— Е)" Se, (#— Е)! (12) 
y=0 


代入 微分 方程 ， 并 且 使 所 有 的 (% 一 8)* 的 系数 等 于 零 , 得 到 


уе, УОС! а, =0 (2=0,1,2,...). (13) 


#=0 т=0 


只 要 判定 方程 没有 同 г 相差 为 整数 的 解 ， 那 么 任意 选取 
co 天 0, 则 可 由 (13) 唯一 地 逐个 确定 所 有 的 c%。 如 果 存 在 同 7 
相差 为 整数 的 指数 ,那么 将 所 有 彼此 相差 为 整数 的 数 指 中 "最 
大 者 ? 取 作 为 ~, 即 取 这 样 的 ”使 得 数 ”>+1,r 十 2，… 中 的 任何 
一 个 都 不 会 是 指数 ， 则 可 以 算出 cs 这样 求 出 的 六 值 的 级 数 
(12) ,在 使 所 有 £, 为 正则 的 并 且 8:0 的 每 一 个 贺 内 收敛 ， 
并 且 在 每 一 个 这 样 的 ( 沿 着 由 5 出 发 的 射线 藤 开 的 ) АР, Ж 
给 定 的 微分 方程 (5) 的 解 ， 

如 果 存 在 着 若干 个 彼此 相差 为 整数 的 指数 ， 比 如 说 
… rm 那么 利用 刚才 求 出 的 解 , 按 照 17.2 节 中 叙述 过 的 ， 方 
程 (5) 的 阶 数 可 以 降低 ,以 后 ,又 可 以 重新 采用 同样 的 方法 , 

如 果 r7,“ 按 减少 的 次 序 ” 排 列 , 即使 得 7 一 7 二 0,:…。 
rm-i1 一 Tm 这 0, 这样 则 可 得 到 下 列 形式 的 独立 解 组 ， 


м | 
Уһ = > (®—$)'*Ф„ ш-,(®)1п^-*(5—&) (п =], •· .т,), (14) 


и=] 


其 中 所 有 的 p 都 是 在 点 二 为 正则 的 函数 . 
WR E 是 方程 的 正则 点 , 则 解 不 包含 对 数 项 ,即使 在 指数 
D 这 样 仔 细 地 叙述 是 必要 的 ， 因 为 7 可 能 是 介 数 。 
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Ж 7 一 0 .1 7 一 工 因而 所 有 指数 彼 此 相差 为 整数 的 情 
况 , 也 是 如 此 。 尤 其 是 在 这 种 情况 下 ,每 一 个 解 可 以 在 点 5 附 
URH ARER E 


У = > с„(®— š)”. 
E ARGS ЕМ, уйй). 同上 述 方法 的 区 别 在 于 ， 


当 建 立 级 数 (12? 时 ,不 是 从 预先 求 出 的 判定 方程 (11) HRT 
出 发 。 这 个 方法 的 优点 是 ， 不 要 求 利 用 简化 方法 , 并且 比 较 
容易 看 清 解 的 形式 .为 了 写法 简单 ,我 们 认为 8=0. 
BER |z |< 内 ,函数 g,(*) 是 正则 的 ,并 且 ga). 
假设 


F(r)= у C!s,(0), (15) 
v=0 
со07) =c (r) Er +1): F (r + N), (16) 


其 中 c(r) ТН {с А F (T) — ТН: — ТЯ 
定 的 邻 域内 是 正则 的 并 且 不 等 于 零 ,V 是 多 项 式 F (r) 的 各 
对 根 之 间 一 切 整数 差 中 最 大 者 (如 果 这 些 差 之 中 没有 一 个 是 
整数 , 则 co 三 c(C)). 其 次 ,由 下 列 关 系 式 确定 =c): 


ар) +c;F'(r) =0, 
CE (r --2) + С.Е (r + 1) +c; Е (Г) =0 | (17) 
其 中 F' (r) = > Ст! а. (18) 
>= . 
最 后 , Pc 
у (ғ) =x" У cE (r), (19) 
k=0 
Ө” 
y G, Г) = рр (А, r); (20) 
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这 些 级 数 当 1*1<p 时 收敛 。 如 果 r 是 多 项 式 РО), JE 
且 如 果 Fp- "rm( 当 р<9 Б, — 7,220) 是 此 多 项 式 的 根 中 
同 r, 相差 为 整数 的 那些 根 , 则 表达 式 


p—1 °° 
Jp-1(Y, r,) = "Ут Ch In2-9-1X у? с (г) м (21) 
4=0 R=0 


是 一 组 线性 无 关 的 解 。 如 果 对 于 方程 了 (7) = 二 0 所 有 的 根 都 这 
样 做 , 则 得 到 基本 解 组 ， 解 (21) 也 可 以 写 为 下 列 形式 ， 


P=) = 
Ур—1(Х, Гр) 一 У an 82-91% Уу, о". (22) 
9=0 Е=0 


18.3. М x= oo 是 正则 点 或 弱 奇 点 的 情况 .在 这 种 情况 
.下 ,根据 18.1 市 ,方程 可 以 写 为 下 列 形式 ， 
Ула” =, (4 ) y) = 0, 


y=0 


其 中 所 有 的 g, (z) 在 *=0 的 某 一 个 邻 域内 是 正则 的 ， 并 且 
2„(00) 50, 

在 无 穷 远 点 的 邻 域 内 ， 即 对 于 足够 大 的 1x*| 值 研究 这 

个 方程 ,就 相当 于 当 $=0 时 在 点 *=$ 的 邻 域内 来 研 究 方程 

(5). 只 是 需要 在 方程 (10) 和 (11) 中 假设 $=0， 这 时 从 (12) 和 和 | 
(13) 得 到 ， 

y=x7 У тех", | (12а) 


y= 


k n 
У1с, УС", vlago, =0 (2=0,1,2,-:-:). (13а) 


应 当 把 指数 中 “最 小 者 " 取 作为 ~， 即 取 这 样 的 >, 使 得 数 
r 一 1r 一 2, … 中 任何 一 个 都 不 会 是 指数 . 如 果 函 数 8,(*) 当 
а е 时 是 正则 的 ,并 且 в» (#0760, ДВЕ (12 а) эң | z [225 
时 收敛 。 数 ", 应 当 “ 按 增 大 的 次 序 ?排列 ， 即 使 得 mi 一 ra<0， 
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7 一 广 m<0。 这 时 由 (14) 给 出 ， 
É ] 
y. = > rapu (а) Іа, (14а) 


其 中 所 有 的 p (xx) Е + = 0 都 是 正则 的 。 

采用 第 二 种 解法 时 , ДЕ (17) rh y ац Н Е(Г— =) 代替 
Е(г+ 5) ,而 在 (19),(21),(22) rh 4 ХИК x5, 此 外 ， 
还 应 当 有 r ,— r <0. 

18.4. 点 x—£ 是 强 奇 点 的 情况 . 在 这 种 情况 下 , 根据 
18.1 市 ,方程 可 以 化 为 下 列 形式 ， 


YO (xE) h(x) y = 0, 
v= 


其 中 e, 是 整数 ,并 且 所 有 的 В, OER * =š Ae RRA 
ЕЛЕ ДАЈ, 2, (E) 0, Ro CE0, 而 对 于 所 有 其他 的 v, 或 者 
№, (=) 三 0, 或 者 4.(5) 隆 0。 这 时 还 要 求 , 至 少 对 于 一 个 使 得 
_ №, (5720 ËJ У, RIF ,一 ?之 es 一 7 БАЗА. 
如 果 异 助 于 变换 

1 


P(A)=" (27), х" = 


将 奇 点 二 化 为 无 穷 远 点 , 则 方程 的 研究 可 以 变 得 更 为 清晰 . 

存在 形 如 (3) 的 解 的 必要 条 件 是 ， 至 少 对 于 一 个 使 得 
в, (5)520 BJ v, Ж а, уар, 

如 果 а. < п, MEDEE n— e, 个 形 如 (3) 的 线性 无 关 的 
解 ,这 些 解 在 .# 王 上 的 某 一 个 邻 域内 收敛 。 如 果 系 数 J,(*) 在 
ЗЕТА ЕАР С 内 是 正则 的 ,并 且 如 果 . 户 在 C 内 具有 :个 
稚 点 (每 一 零点 的 个 数 认 为 同 其 重 数 是 一 样 的 , 即 4 重 震 点 看 
作 是 个 零点 ,下 同 )， 则 (2) 至 少 具有 7 一 s 个 在 区 域内 为 
正则 的 解 。 

如 果 


» 10б» 


©. — 
t= ma (22%), 
v=0, -nl N 1270 


则 在 点 5 的 足够 小 的 邻 域 4 一 上 一 1* 一 上 le 内 ,对 于 每 一 个 3 
区 上 间 和 对 于 每 一 个 解 ,在 适当 地 选取 常数 汪 0 时 , 有 
|>|<ек'*-й-®, | 

这 种 情况 的 直接 分 析 见 Ince, $ 17 章 。 也 可 以 参阅 0. Perron, 
Math. Ann. 70(1911),р. 1—32; Май. Zeitschrift 3(1919),р. 161— 
171;Е. Hilb, Math. Апп. 82(1921),р. 40. 

18.5. 点 x 一 co 是 强 奇 点 的 情况 ， 在 这 种 情况 下 , 根据 
18.1 市 ,方程 可 以 化 为 下 列 形 式 ， 


> 2 (= ) =o, 


其 中 必 是 一 些 整数 ,所 有 的 六 (ХДЕ м = 0 的 某 一 个 邻 域内 
ЕТЕ), 2, (0) 50, 2,00) 520, 而 对 于 所 有 其 他 的 > 值 , 或 
№, (=) 0,00 #,(0)520. ЗН, 还 应 当 至 少 对 于 一 个 
使 得 六 (0) 天 0 的 ?有 a, 一 ?之 an 一 nx. 下 面 我 们 只 是 考虑 使 得 
最 后 这 个 不 等 式 成 立 的 那些 > 值 . 

存在 形 如 


y= xry cw (c0) (23) 


R==0 


的 解 的 必要 条 件 是 ， РРР r>, На, —7>0. 但 

是 ;这 个 条 件 不 是 充分 的 ,正如 下 列 例子 表明 的 那样 | 
у" + ах? у’ + by = 0, 

对 于 这 个 方程 ， 虽然 可 以 算出 相应 的 сь (8, 但 是 级 数 (23) 是 

RERI. 


为 ГЕНЧ АНИ y=er Dary Слх* 3 


Rn0 
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АЛЕ, ХР (х) 是 Pp 次 多 项 式 ， 则 下 述 条 件 必须 
成 立 ， 对 于 基 一 个 ? 宇 1. а, +v(p—1)= c 3F B TH. p>, R] 
РЕК ›а<»<”п), e, >an, 如 果 Pp 之 L Е р FE 
下 列 估 值 ， 


1+ mig КТ <р<1+ шахте 
右 端的 数 称 为 微分 方程 的 秩 . 为 了 实际 建立 标准 级 数 , 可 以 
取 某 个 预先 不 确定 的 多 项 式 , 作 变换 
у=и(х)ехрР 
然后 选择 多 项 式 P 的 系数 ,使 得 所 得 到 的 对 的 微分 方程 А. 
有 判定 方程 。 最 后 ,将 表达 式 


u= x” У! с," 


代入 此 方程 。 这 时 得 到 的 级 数 ( 如 果 它 不 中 断 ) 即使 是 发 散 
的 一 一 常常 如 此 , 则 在 P=1 的 所 有 情况 下 ,此 级 数 给 出 了 2》 
的 渐 近 展开 式 ; 关 于 这 一 点 , 见 Š 20. 
18.6. 具有 多 项 式 系数 的 微分 方程 
(а) 设 已 给 方程 
> P, æ) y =0, 


>= 

其 中 P, (>) 2 £ Tñ yÑ ETEA Р, 的 次 数 都 不 超过 多 项 
A 了 ,的 次 数 . 这 时 ,此 方程 (除了 无 穷 远 点 以 外 ) 只 具有 正则 
点 或 弱 奇 点 41,…*,4am, 并 且 对 于 每 一 个 弱 奇 点 来 说 ,所 有 的 指 
如 果 这 个 微分 方程 只 有 这 样 一 些 解 ， 这 些 解 是 在 整个 复 
平面 上 的 单 值 尔 数 , 则 存在 由 形 如 eRE(*) 的 解 所 构 成 的 基 


—— 


D [这 样 的 解 称 为 标准 解 . 详 见 Ince, 一 一 俄 译本 编者 注 .] 
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本 解 组 ,其 中 R ЕН”. 
(b) 设 在 方程 


Р(х) yD $ 1 P(X)y™=0 


y=0Ü 


中 ,了 表示 7 次 多 项 式 ,每 一 个 P, 都 是 次 数 <> BUZ ЛД. 
如 果 对 于 某 一 个 整数 т 0, АУК 


ё(т) = У СЕР 


w=0 


等 于 零 ， 则 在 此 方程 的 解 当中 至 少 有 一 个 是 多 项 式 。 如 果 对 
于 所 有 的 非 负 整数 т, &(т)520, 则 在 方程 O) 的 解 当 中 有 且 
仅 有 一 个 整 (超越 ) А”. | 

18.7. 县 有 周期 系数 的 微分 方程 ”。 设 在 方程 


Sfax) y” =0 (24) 
yo 二 0 | 


中 ,系数 . 户 (4) 是 在 整个 复 平 面 上 具有 公共 周期 w 的 一 些 半 
纯 国 数 , 其 中 /„() 20, 并 且 设 这 个 方程 的 解 都 是 单 值 A 
数 2. 这 时 ,此 方程 至 少 具 有 一 个 解 (zx) 天 0, 使 得 

p(x + о) =5ф(х), 
其 中 $ 是 某 一 个 常数 ;在 这 种 情况 下 ,函数 p(*) 称 为 第 二 类 
周期 函数 ;由 等 式 :二 expaw 确定 的 数 с 称 为 这 个 解 的 特征 指 


D К Yosida, Japanese Journal of Math. 9(1933),р.231 МАЕ. 

2) 关于 这 种 类 型 的 定理 ДІ 22.5 5, 46 М J. М. Sheffer, Transactions 
Americ. Math. Soc.,35(1933),p. 184—214. | 

3) [№ (се; Матвеев; Sansone; Coddington 和 Levinson; Н. П. 
Еругин. Ливейные системы обыкновенных дифференциальных уравне- 
ний с периодическими и квазипериодическими коэффициентами, Минск. 
1963; А. М. Ляпунов, Общая задача об устойчивости движения, 1950; 
Э. Гурса, Курс математического анализа, ж ,11,1936.—— РЕЖ 10.) 
【第 三 部 分 ;2 .22) 和 和 关 泵 方程 (第 三 部 分 ,2.30) 相 比较 ， 
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数 ;函数 多 一 p(*)exp( 一 cz) 是 周期 为 o 的 周期 函数 . 
其 次 ,存在 着 满足 下 述 条 件 的 基本 解 组 ， 如 果 su tee, 5 
是 等 征 多 项 式 ? 
Det| ap g— sep,gl (25) 
的 根 , 1, +°, 4 是 这 些 根 的 重 数 , 则 有 
p(x +0) = ф(х), plx +w) 一 SILOICY) + 2, (z) ++. 
"++, Pk, (о) =s [@k,-i(%) + gpk x]. 
对 于 其 余 的 情况 类 似 ; 这 时 , ГЕЯ ДЕЯ: ES kt 2: ВТ 
的 方 括号 内 的 第 一 项 不 存在 ( 弗 洛 盖 定 理 ). 
计算 特征 指数 通常 是 有 一 定 困 难 的 ， 
如 果 п=2 ,所 讨论 的 方程 具有 下 列 形式 ， 
y” =/f (x) y, (26) 
其 中 jx) 是 周期 为 o 的 周期 函数 , 则 对 于 上 述 情 帝 还 可 以 
做 如 下 补充 2>， 设 y1(*) 和 22《(%*) 是 方程 (26) 的 基本 人 解 组 ,并 
且 
21(0) =1, у, (0) =0 ЯП 7:00) =0,52(0) =1. 
这 个 基本 解 组 的 朗 斯 基 行 列 式 严 恒 等 于 1, 行列 式 (25) 中 的 
1) ШЖ y (z), +++, ?na(4) 是 某 一 个 基本 解 组 , 则 存在 着 这 样 的 一 些 а, 
使 得 行列 式 jao,o| 天 0 并且 
yG +o)= F а, суб) (P=, +: т). с) 
公式 (25) 中 的 数 apog DREO RIE. 
2) 可 以 旁 虑 更 一 般 的 方程 
у? 十 MD +g(w)y= 0, 
Hh fme 是 具有 同样 局 期 的 周期 函数 。 在 这 种 情况 下 特征 方程 上 共有 下 列 形式 : 
52- у, (о) +уг(о)]5 + И (о) =0, 
其 中 


w 
бо) ер) 一 f ооа». 
0 
п, С. Calamai, Чё 4сса4. Italia (7),3(942),р. 183—193. 
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数 а, ET 
ау 171090), ау „=! (09) a, у= y> (G), а, 2= y (t) 
并 且 利 用 第 八 章 中 叙述 的 近似 方法 可 以 算出 来 (具有 任意 的 
精确 度 )。 使 行列 式 (25) 等 于 零 并 且 利 用 等 式 信 二 1, 对于， 
得 到 方程 
5 一 [21(o) 十 23(o)]s 十 1 一 0 
或 者 对 于 特征 指数 土 a 得 到 方程 


ch œw = cos гоо 2160) оба) (27) 
如 果 jz) 是 偶 国 数 , 则 (27) 有 只 有 比较 简单 的 形式 
ch w0 一 cos igw= у (o), (28) 


18.8. 具有 双 周 期 系数 的 微分 方程 "”。 现在 设 方程 (24) 
中 的 系数 J,(*) ХАРА, Шал х 的 双 周 期 半 纯 捕 
数 ， 其 周期 为 wy 和 оо, 如 果 所 讨论 的 方程 的 解 是 单 值 ES 
数 , 并 且 只 有 具有 孤立 奇 点 ， 则 存在 这 样 的 解 p(*) 疾 0, 在 适当 
选择 常数 TU s; 时 ,有 | 
plx +w) ==5үф(®) ТП p (% + ox) =s,p(x) 
(ML 18.7 节 )， 如 果 所 讨论 的 微分 方程 所 有 的 解 都 是 半 纯 的 ， 
则 Ф 可 以 表示 为 下 列 形式 ， 
ре фу, (29) 


其 中 Ф(х) ERES о, 和 o, ВО ВЕН, fi АТ 
РГТ РА С: 
x 


x 
ода J| -zarri orlat + 


+420 
1 x | 
++ kw, + LO, ) ? 
1) № ince, р. 375 和 以 后 。 
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对 于 这 个 国 数 ,点 го tko 是 一 阶 零点 14 和 + 是 方程 组 


co ANa = Ins}, 05А — Nga = Ins; 
的 解 , 数 7, (2 一 1 ,2) 由 等 式 


G ( x +о,) =—o (x)exp( x 十 A 


来 确定 ， 
如 果 = 二 2, 则 所 讨论 论 的 方程 具有 这 样 的 基本 解 组 Pi, 92, 

使 得 

ф,(%® +01) =sip (%), pil +w) =52ф1(%), 

ф»(® + 01) =51ф2(%) +p), 

Plx + в.) —=5)ф›(®) +(2ф1(%), 
其 中 51520, 53560 11, tz 是 两 个 确定 的 数 .。 wE =t, M 
又 可 以 将 wa вл (29). ВИЖ +011220, 则 Fz 可 以 表 
示 为 . 
pal) = [42 (x) + Bx + (x<) lo (>), 


,其 中 ФО ЕЛИ, 500 =S СЕН 
Ar + Во, = = Ana + Bo, = 
I 2 


18.9. 实 变量 的 情况 。 设 在 方程 


n-i 


y + у, fy = 


中 , 实 变量 * 的 函数 (x) 在 开 区 间 a 之 + 过 5b 内 都 是 连续 的 ; 
Н, 2234 0< £= z Вр, Ki 

fa- ***, Рив, (®—а@) А1, *, (w —a)” f, 
和 这 些 国 数 的 模 在 区 间 а<®<5 上 是 可 积 的 。 这 时 ,不 论 给 
出 怎样 的 数 А, …, т, 给 定 的 微分 方程 共有 一 个 且 仅 有 一 
个 这 样 的 解 ,使 得 当 *->a 时 ,这 个 解 及 其 前 4 一 1 阶 导 数 均 趋 
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ча "`Ü w4 7 


HFE, 而 其 后 的 2 一 4* 阶 导数 这 时 则 分 别 趋 向 于 e ees 
7n-13 换 句 话 说 ,存在 着 可 以 表示 为 下 列 形 式 的 解 ， 


х —а)* х —а)п-1 
у= + ... + Tn] — 


+ (w —a)”"1gp (x), 
其 中 p(z)34 a< x<b ЕЕ, ЕН. p(a) = 0. 


S 19. 利用 定 积 分 解 线性 微分 方程 + 


19.1。 一 般 原 理 。 设 给 定 线性 方程 


其 中 
(у) = у Ў, (4) , = (2) 
у= 0 


首先 ,假设 * 只 取 实 数值 ， 其 次 , 假设 所 有 的 f, М a<x<b 
时 是 连续 的 (包括 а= — оо, b= + co 的 情况 )。 我 们 将 试图 寻 
找 方程 (1) 具 有 下 列 形式 的 解 ， 


у= ка, t)p t) dts (3) 
K 
这 有 时: 


1) [例如 , 见 Ince; 相近 的 问题 在 Sansone 中 讨论 过 ,以 后 用 到 的 各 种 变换 
的 详细 理论 研究 见 下 列 著作 ;HH. Сиеддон, Преобразование Фурье, 1955; 
Б. Ван дер Поль и Х. Бреммер, Операционное исчисление на основе 
двустороннего преобразованияЛапласа. 1952. Ња 28] А. М. Эфрос 
и А. М. Данилевский, Операционное исчисление и контурные интег- 
ралы. Харьков, 1937; М. Л. Расулов. метод контурного интеграла иего- 
применение к исследованию задач для дифференциальных уравнений. 
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(а) K EEH’ ЕН”. 

(b) ФЕНА К 的 某 一 邻 域 G 内 是 解析 国 数 ,并 且 不 
BrP”. 

(с) K(z, г), 即 积分 核 , 是 这 样 的 国 数 ， 对 于 每 一 个 固定 
Bu t € G, 它 是 区 间 ахь 上 的 次 连续 可 微 函数 ,并 且 如 
Ж К? 表示 对 于 z BJ > 阶 导 数 , 则 每 一 个 积分 


J =, pa (0<r<n) 
K 


都 存在 ,并 且 


| К (м, Эф) а! = јаре фб) dt. 


把 (3) 代 入 方程 (1) ,我 们 得 到 
| (у= Lpd, (4) 
K 


其 次 , 设 
(d) М„(иу= > &,(1) и (t) 是 线性 微分 型 ， 其 А Ж 


(ЛЕХ С 内 是 解析 的 2 
(e) 存在 这 样 的 国 数 K (z, г), 34 x W < la] ax —b 中 
的 每 一 个 固定 值 时 ,函数 K (x, 和 对 于 上 是 正则 И, 并且 对 于 
此 函数 有 | | 
L ,(Ky=M,(K). (5) 
1) ha K 应 当 满 足 函 数论 中 保证 相应 的 积分 在 在 的 通常 条 件 。 这 条 曲线 
也 可 议 是 封闭 的 。 这 条 曲线 可 以 同 实 思 或 实 轴 的 一 段 相 重合 ЗЕД F, A 
将 不 超出 实 变 量 的 范围 。 
2) 加 果 K 是 实 轴 的 一 外 , 则 可 以 由 设 G= 政 :在 这 种 情况 下 ,对 于 рн 


求 存在 前 7 阶 连续 导 数 就 够 了 ，。 
з) ЖЕК язв Maj A R ik G= К, 
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如 果 MM *t (o) ж [в] М, (и) жна, и, ЕН 
应 的 双 线 性 微分 型 ( 见 17.5 节 和 17.6 31), НРАВ H 19 
等 式 以 及 等 式 (4) 和 (5) , 则 有 


Сы = fK, D) мера + {GA K pldt. 
K K 


(6) 
如 果 p(t) 是 方程 
M7(v)=0 (7) 
的 解 , 则 函数 (3) 是 方程 (1) 的 解 ,如 果 
{AK Фа =. (8) 
К 


这 种 解法 的 基本 步骤 是 ， 建 立 恒 等 式 (5), 求 出 所 谓 变换 方程 
(7) 的 解 并 且 实 现 等 式 (8). | 

对 于 这 个 非常 一 般 非 常 重要 的 原理 还 必须 作 下 列 注 记 ， 

(e) 显然 ,这 种 方法 也 可 以 应 用 于 复 变 量 * 的 情况 . 

(3) 这 种 方法 也 可 以 用 来 求 数值 解 ,因为 积分 (3) 可 以 利 
用 大 家 熟知 的 近似 方法 来 计算 。 

(7) 常常 利用 下 列 积分 核 ， 

К =е® ( 拉 普 拉 斯 ) 
K =А(х.!) (梅林 ) 
К=(х—)° (К) 

(9) 如 果 利 用 方程 (7) 的 几 个 解 p, ПЛА КЬ, 
那么 这 种 方法 的 应 用 ,特别 是 选择 满足 条 件 (8) 的 函数 ,有 了 时 
可 以 简化 . | 

这 时 则 寻找 下 列 形式 的 解 ， 


у= У Cn KG, Dea GD dt, (9) 
h K, 
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(в) 如 果 是 菜 一 条 端点 为 :=a 和 /一 6 的 曲线 , 并且 
在 表达 式 (8) 中 积分 号 下 的 所 有 函数 都 是 单 值 的 , 则 条 件 (8) 
可 以 具有 下 列 形式 ， 
MEK, ps = у(х), (10) 
如 果 在 (8) 中 积分 号 下 的 函数 不 是 单 值 的 , 则 此 函数 在 点 =a 
和 :=8 应 取 的 值 , 乃 是 当 我 们 注意 到 函数 值 在 相应 的 黎 曼 曲 
面 上 沿 K 运动 而 发 生变 化 时 所 得 到 的 那些 数值 . 
(©) 如 果 f==0, 那 么 当 我 们 把 菜 一 条 封闭 曲线 取 作为 
时 ,条 件 (8) 显 然 成 立 。 但 是 ,这 时 玫 应 当 包 围 着 函数 K(x, 0) 
或 8(O) 的 某 一 个 奇 点 ,因为 否则 , 如 果 处 于 (3) 中 积分 号 下 的 
函数 是 单 值 的 ,根据 柯 西 定理 , 这 个 积分 将 等 于 零 。 如 果 国 数 
K, 或 9 之 中 即使 有 一 个 不 是 单 值 的 , 则 必须 注意 ， 当 函数 
TK, 0] 在 相应 的 黎 曼 曲 而 上 取 值 时 ,这 个 函数 沿 着 下 A 
一 局 以 后 应 当 返 回 到 自己 原来 的 数值 , 
бї 在 f=0 的 情况 下 ; 同 在 (8) 中 一 样 , 我 们 把 即使 有 一 
个 端点 在 有 限 点 < 的 非 封 闭 曲 线 取 作 为 及 ; 这 时 ,如果 我 们 
TARERE), WALK, ERR K 的 端点 等 于 
零 ， 则 点 Ç 应 当 是 方程 (7) 的 奇 点 ， 实 际 上 ,根据 17.6 节 ， 


т-—9-—] 


m—1 
ГК, р1= К, у? (— 1)? (бр+9+1Ф) <), 


p=0 


Ж К, К, РЕНН. 如 果 这 些 导 数 中 的 每 
一 个 的 确 都 依赖 于 *, 则 恒等式 

А.К, ф]|:=г=0 
只 是 在 下 列 情 况 下 才能 成 立 ， 当 :=a 和 9=0,1,'**',m 一 1 
时 ,有 


1—9 — | 


> 《一 а 10, 


如 果 zg, (а) 20, Шу 2449 ya) =p (а) =. +.  =g mD (а) = 
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一 0, 因 而 9(2) =0, x5 Ы). 
19.2. 拉 普 拉 斯 变换 。 我 们 首先 考虑 方程 


L Р(х) 3% =0, (11) 
其 中 ü 
P,(x)= Jla, ah (12) 
是 给 定 的 多 项 式 “. 因而 ;如果 采用 19.1 市 的 表示 法 , 则 有 
L,(y) = > Р,(х) у), (13) 
并 且 需 要 假设 
М: (u) = Eq, eye, 
其 中 
о" пө 
这 时 


L (ey =М,(е”°), 
Вц K =K, =e” 时 条 件 (5) 成 立 . 所 以 = 
y= ep) dt (15) 
K 


是 方程 人 11) 的 解 ,如 果 p (WS УЕ 


m 


М* (0) =0, 9 М (0) = Y (一 1)*(Q,.2) (16) 


ш =0 
此 方程 称 为 方程 (11) 的 拉 普 拉 斯 变换 (上 -变换 ) ,此 外 ,如 果 


1) 这 些 多 项 式 不 必 全 都 具有 同样 的 次 釉 。 


e 117 ° 


4 пї—] | | 
1: 2 > (1) (Qk p) P xte dt=0. (17) 


K o  R=0P+1= 
(А) а, „35004 т2>1,п2>1). ЖЕҢ, 方程 (16) 在 
菜 一 个 奇 点 7 Е ВЖ 

p) =(t— t) VT), (18) 

Жин r> HETER R, АЖ (тг) Е т A: E ШИ Ну (El 
16) ,而 (一 z)” 要 作 这 样 的 规定 ,使 得 这 个 图 数 在 沿 着 射线 

t=T + pet (0<р< + оо) (s) 

前 开 的 上 平面 上 是 单 值 的 和 正则 的 (如 果 ”是 整数 , 则 不 需要 

剪 开 )。 如 果 除 了 z 以 外 ,在 射线 


(s) =) (s) 上 还 出 现 了 某 些 奇 点 , 那么 将 

一 -一 一 射线 (s) 略微 变动 一 下 则 可 以 绕 

K 过 这 些 奇 点 。 这 时 ， 可 以 将 函数 

图 16 (18) 解析 地 延 拓 ， 使 得 这 ТЕ 

数 在 前 日 (s) 两边 的 某 一 -个 带 域内 是 正则 的 , 并 且 满 足 方程 

(16). 如 果 将 绕 过 射线 (s) 并 处 于 相应 带 域内 的 某 一 条 有 曲线 取 
作为 积分 路 线 KK, 则 条 件 (17) 成 立 , 因 而 ,对 于 处 在 角 = 


5 +9<а + аа д (19) 


内 并 且 绝 对 值 吓 够 大 的 一 切 * 来 说 ，(15) 将 是 原 方程 的 解 ， 
如 果 转 换 到 相应 于 函数 ( :一 2)” 


的 黎 曼 曲 面 上 去 , 则 可 将 图 17 所 2 
示 的 由 射线 (s) 的 一 段 加 上 圆心 — NA 
在 7 的 圆周 以 及 与 上 述 射线 (s) @ 

相应 的 那 一 段 所 组 成 的 闭路 取 作 1 


D 例如 ,如 果 + 是 方程 (16) 的 弱 奇 点 ; 即 如 果 OnO 没有 重 根 时 ,就 会 发 全 
这 种 靖 况 ; 提出 + 不 等 于 任何 非 负 整 数 这 个 条 件 ,为 的 是 排除 y=0 的 可 能 性 ， 
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К. | 
如 果 了 是 负 整 数 , = 一 "一 1, 并 且 | 
ф= У c, — t)”, (20) 


PD 


则 积分 (15) 等 于 
. x c, 
у= пе суу урунт. 


”对 于 非 整 数 ” 的 情况 ,也 可 以 参阅 20.1 35. 
(В) а, „7-0, Н. <z。 这 时 ,可 对 情况 (4A) 中 所 讲 过 
的 作 如 下 补充 。 假 设 多 项 式 Qz(4) 的 根 zi ra 各 不 相同 ; 
对 于 每 一 个 ,可 以 相应 地 确定 方程 (16) 的 解 
фь(Е) =(t—T,)" W, (Е—т,) (18а) 
( 是 非 负 分 数 )， 我 们 把 包围 着 
点 z 但 不 包围 其 他 任何 一 个 点 < 
5 并 且 通 过 某 一 个 任意 选取 的 点 
ro 的 简单 封闭 曲线 ， 取 作 ЖК, 图 18 
(图 18)。 解 (18a) 中 的 每 一 个 可 以 沿 着 这 样 的 闭路 К 解析 
延 拓 。 这 时 


K, 


у= У C, Јер, о а | (21) 
=i к, 
是 方程 (11) 的 解 , 如 果 


S CEP (т) —фУ°(т„) =0 (и=0,1,. ..,т—1). (22) 
у=] 


这 里 р, „(го 是 函数 p, 沿 着 闭路 K, 绕 一 周 以 后 所 得 到 的 值 . 
”因为 т<, 所 以 mm 个 方程 (22) 的 确 具有 某 一 个 非 零 角 
С, tee, Ch, 

ERLE O> ERRAT AN zo йй г, 
之 间或 r 本 身 之 间 的 某 一 条 简单 路 线 的 积分 来 代替 . 
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(С) 现在 设 给 定 微分 方程 


п-} 
y + УП А-ПР, (а) у? з=, 


ук 0 
其 中 


а, 1 十 4, > 
x х? 


+ <. (э=@0,1,++,,‚,п—1), 


Р„=а„ + 


并 且 对 于 所 有 的 按 模 来 说 足够 大 的 +， 这 些 级 数 是 收敛 的 . 
在 这 种 情况 下 ,点 *= co 是 强 奇 点 , 并 且 阶 数 为 4 经 过 变换 
у(х) =1(8), &=х^ 

可 将 此 方程 化 为 下 列 形式 的 方程 ， 


п—1 
n + Z Q, Eg” =0, 
v=0 


其 中 级 数 
| dà 2 
Q, =b, +b, | ÈR tb, 2 Е... 


对 于 所 有 是 够 大 的 |5] 是 收敛 的 。 对 于 这 些 方程 ， 也 可 以 利 
用 拉 普 拉 斯 变换 . 

19.3， 特 殊 的 拉 普 拉 斯 变换 .现在 将 整个 正 实 半 轴 取 作 
为 积分 路 线 ， АПВ у(х) T РИН ЗЕ х 20 是 连 
续 的 , 则 因数 


F(D 一 | eey(z)dx (23) 
0 


称 为 函数 2(2%) 的 工 -变换 ,其 条 件 是 ， 此 积分 对 于 某 一 个 ( 实 
的 或 复 的 ) e= 是 收 和 化 的 。 如 果 积 分 (23) 当 гг, НН, П] 
此 积分 在 整个 复 半 平面 Уи, Е, 因而 这 里 就 定义 
了 茶 一 个 函数 了 (2)， 这 个 函数 的 各 阶 导 数 都 存在 , 并 且 可 以 
由 下 列 公式 来 表示 ， | 
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Ye (0) =f- -Many (ayda, (23a) 


按 分 部 积分 法 › RS: ЕЖУ (5) 4 z#> 0 WF А 
A п MERER, 4 В. п үр Ума РИО > 所 加 
的 那些 条 件 , 即 如 果 对 于 2 来 说 ,其 ГА, 则 这 个 
-变换 其 有 下 列 形 式 ， 


(人 Code 一 (一 erii y0), (24) 


t= 0 


现在 假设 ,需要 求 常 系数 线性 方程 


Уау =f (E) (包括 f =0 的 情况 ) (25) 
满足 初始 条 件 | 
(0) =, ***, У" (0) =n- 

В. ИВР РВ, ЕР УС) у? (журу Г-Н 
存在 ,那么 ,对 方程 (25) 的 两 端 应 用 拉 普 拉 斯 变换 ,并 E. 由 于 
(24) , 则 对 于 处 在 复 半 平面 RSR 上 的 所 有 :得 到 下 列 方 


程 ， 
n n "—] 
Y (t) У? а, = у, а, м, F (t, 


* xa () У = | ц = Ü) 


其 中 
Е (Е) = {е-“у(жуая, 


НН; а =] ЕЕ РАЗН Г-З Y 0. ТРУ 
题 只 是 寻找 一 个 并 次 连续 可 微 函 数 y(x)， 使 得 YG) 为 其 
-~ 变换， 最 后 ， 验 证 “满足 上 述 条 件 , 或 直接 验证 УСА) 
是 方程 (25) 的 解 。 为 了 寻找 对 应 于 已 АП ЕЙ ФС Y (г) BJ ВА 23% 
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а+{= 


ее f roa 


以 外 ,还 可 以 利用 现 有 的 一 些 详细 的 变换 表 "， 

当 方 程 中 的 系数 а, 不 是 常数 而 是 * 的 多 项 式 时 ,也 可 以 
应 用 这 种 方法 .这 时 ,利用 公式 (23a) 以 及 由 (23a) 和 (24) 推 
出 的 方程 


[ету (x) dx = 


dm em 
=(—1)” рп "ү (t) 一 Serei yoo) | 


в =} 


便 可 得 到 对 于 (的 微分 方程 ,其 阶 数 等 于 在 (25) 中 的 * 的 


最 高 次 数 . 
19.4. 梅林 变换 .已 给 方程 
Zx(y) 一 0， | (26) 
如 果 L, 具有 下 列 形 式 ， 


L ,(y)=x”F (xa D,)y-+G(xD.,)y, 
其 中 P (s) fl G(5) 是 多 项 式 , 而 О, - 乞 。 这 时 利用 梅林 核 
К (х) 是 适宜 的 。 如 果 电 (5) 是 多 项 式 并 且 KORDE 
sE (xD, JK ($) = H (sD)K(s) 


的 茶 一 个 解 , 则 | 
‚ L(K (1) ) =МЕ(К (80) ), 


1) [例如 , 见 Г. Дёч. Руководство к практическому применению 
преобразования Лапласа,1960; В. А. Диткин и П. И. Кузнецов. Спра- 
вочник по операционному исчислению. 1951. Г. Бейтмен. А. Эрдейн, 
Таблицы интегральных преобразований. т.1,1969; т. 1,1970. —_ 
Жн.) 
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其 中 
М,(иу= "Н (D,yu+G( D,)u 


因而 ,根据 19.1 T, 


>= кодро 


ЕЛЕ (26) ЮЖ, А ФС) Е Jt ga 7; E 
М; (>) =0, 


此 外 , 如果 


q 
j SAMEK, pldi=0. 


19.5. 欧 拉 变换 ， 对 于 形 如 (11) 的 方程 , 当 每 一 个 已 ,(Y) | 
Ме Жи <> ВУЗА, ПИ P, (z) ЕЕ. п К ЕВ, 采用 
欧 拉 核 - 

К (x, t) = (t— x)° 
是 适宜 的 。 这 样 的 方程 可 以 表示 为 下 列 形式 ， 
L,(x)=0, 
其 中 


п 


LOSE ye Орел 007—0 (ж): (27) 


y = =í) 


这 里 Q, п и 的 多 项 式 ,是 常数 ， 
如 果 在 (27) 中 实际 上 只 包含 多 项 式 Qo -t Qr 我 们 则 
假设 


P 
M, (u) 一 Y Q, G) ut, (28) 
q=0 


这 时 
LK)=CErh- (-—р)!М‚( К). 
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其 中 


K = (t= x) i K, = (t—x)ktP-1, 


由 此 并 根据 19.1 节 , 可 以 得 知 ， 


>= ОВ (29) 


是 方程 (27) 的 解 ,如 果 рО) Е УВ 
М* (5) =0, НМ (о) = У (一 1)9(Q。 2), (30) 
Z= 
Ур, д 
d P x— 


агу) DD (О „ру®—-эйг=0, (31) 


其 中 


L С — х)в+”-1, 


uy) = 


应 当 注 意 到 19.1 闻 中 指出 的 积分 号 下 微分 的 可 能 性 ,并 且 考 
ERC r’ Яп 2(0 可 能 是 多 值 的 , 则 必须 在 相应 的 黎 Hh 
面 上 来 进行 运算 . 

对 于 p=1 的 情况 的 更 详尽 的 研究 , 包含 在 22.6 ТН. 

Я. 顺便 指出 , 勒 让 德 方程 ( 见 第 三 部 分 ,2.240)。 

(22—1) y" +2957 一 2 十 12 一 0 (32) 

属于 我 们 所 讨论 的 类 型 。 这 时 ,需要 假设 
Q.=x2—1,Q = —2(&#+1)z, Q;= (&+1)(#+ 2) (+1), 
Нор Е). ДЖ k= 一 * 一 2, 则 Q,=0, 即 在 此 情 
襄 下 ,我 们 得 到 有 = 二 1。 可 以 求 得 方程 (32) 下 列 形式 的 解 ， 
| С — dt 


y . y y+1 Ы 
2 zr 2 "(t — x 
K ( ) 


(33) 
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这 个 解 是 第 一 类 勒 让 德 浪 数 ?P,(*)。 此 时 , 这 里 的 上 平面 应 
当 认 为 是 沿 着 实 半 轴 t 志 一 1 ВН); 5961 是 这 个 剪 开 的 平 
面 上 的 茶 一 点 ,4 这 1, 而 К 则 是 通过 4 并且 包 围 着 点 * 和 1 的 
某 一 条 简单 的 封闭 曲线 (图 19). 如果 х 是 实 的 , 则 应 当选 取 
ах, РЕН А, MRE. п у дЕ А К, ША 
以 将 圆心 在 点 x* HAARE K, Xij, REHA * 天 士 1. 
在 这 种 情况 下 ,经 过 变换 


t— x= е ұу! x2—1 , 


M Jarga | < Tr MERIR ERIR RRR. 


# 19 图 20 


ТАЛАА АЕ ©, (w) Ж Ш 
治 着 实 半 轴 剪 开 , 在 这 个 前 开 的 平面 上 取 一 点 *Y。 将 某 一 条 
包围 着 点 一 1 和 十 1 但 不 包围 点 * 的 8 字形 的 曲线 取 作 Ж К 
(图 20)、 这 时 ， 


Q, (x)= (—1)” dr (> 为 非 整 数 )， 


1 
47 sim 73] 29 (Е)! 
如 果 自 变数 * 和 * 一 ! 这 样 选取 , 使 得 largx |< ж, 并且 当 
1-0 №, arg(z—t)—argx; НХ, ДЖ R>, 则 有 
1 +1 (1—22)* 4 


2 ?+1 (和 一 上 8Y+1 * 
一 


Q,(w)= 


D мА BLER 妃 、Q， 和 上 面 我 们 这 样 表 示 的 函数 是 不 同 的 。 
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特别 是 对 于 自然 数 > 时 ,情况 如 此 ， 
BL Whittaker-Watson. p.306 以 及 以 后 ,pb 316. 
19.6. 利用 二 重 积分 求解 . 设 对 于 方程 (11) 存 在 偏 微分 
算 子 ， 
M. ,=A(s,t) Ca 
以 及 两 个 图 数 (x,s,t) 和 KK1(x,s,t) ,使 得 
Т.К (%,5,6) = М „К  (x.s.t). 
这 上 时， 如 果 { БЕ М... (м) =0 ЖЕНУ Е 
| 2 
М*, Ge) = (A ш) 一 5 (Bw) -£ (Cw) + Dw=0, 
| (34) 


+В (5,2) < + C (s.t) 2 + D (5,2) 


此 外 ， 如 采 对 于 所 有 的 * 有 ” 


P 
41.0168 сак, + CK уш ваз + 


4 
+ | CAK, + BK) уа — AK Y @=о, 
由 | 
b d 
уб) = | [Кизи dsdi 
是 方程 (11) 的 解 。 当 方程 (34) 具 9 JÉ tn up =u(s)o (z) 的 解 
时 ,寻找 国 数 (5s, 人 ) 的 过 程 可 以 简化 . 
例 。 设 给 定 特 殊 的 超 儿 何方 程 ( 见 第 三 部 分 , 2.249), 
(202—1) у" + (а+8 +1) ху’ +аВу=0, 
这 里 可 以 假设 | 
K =А =exp(xst), M, ,=( s 2 +) t БА) = 


1) 这里， K. = К, 等 等 
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函数 


t =s*-1r86-texp[ -5s 2-2 ) 


满足 方程 М, (и) =0. ВРАЧ Re>0 ЯП ЯВ > 0 时 


>=} |з°-и#-1ехр{( жы 152. Ta )44 
0 0 2 2 


$ 20， 对 于 大 的 < 值 解 的 性 状 


1. ЗАЗ. ЕЛЕ 


>>, (у =0 (1) 


满足 19.2 节 中 所 指出 的 条 件 。 如 果 选 取 的 闭路 如 图 17 所 表 
示 的 那样 (19.2 节 ) ,并 且 如 果 沿 着 从 * 出 发 的 半 直 线 有 
(t-t) 二 1t 一 51”e*“, 则 在 $19(19) 的 角 内 ， 对 于 解 $19(15) , 存 
在 下 列 渐 近 展 开 武 ( 见 4.4 节 (B)): 


у(х) ~2ліе"* > si ТҮС, (2) 


这 痘 味 着 , 当 任意 并 适当 选取 C 时, 对 于 所 有 处 于 上 述 角 
内 的 按 模 来 说 足够 大 的 zx， 下列 不 等 式 成 立 ; 


N | 
обет У ВЯ a] Ct 


Жс, 仍然 由 $19(20) 来 确定 ， 


1) И Айнс, стр. 597—612;J. Horn, Math. Ann. 71 (1912), P. 510— 
532; L. Fantappié, Menorie Accad. d'Italia 1, Na2 (1930). 
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20.2。 更 一 般 形 式 的 系数 2. 设 给 定 方程 
n—1 


YDA4 J xP, (в) =0, 


其 中 4 是 非 负 整数 ,并 且 级 数 


ау 1 а; 2 
x x2 


P =a, + 


或 者 对 于 所 有 足够 大 的 实数 4 是 收敛 的 ， 或 者 是 相应 函数 的 
渐 近 展开 式 . 这 个 微分 方程 具有 +1i 阶 奇 点 ( 风 19.2% 
(С)). 如果 特征 多 项 式 

а" а, ла” ++. ао (3) 
RE n DiR cu +++, cn 这 些 根 的 实 部 各 不 相同 , 则 具 有 下 列 
形式 的 个 标准 级 数 形式 地 满足 所 给 定 的 微分 方程 


С [5 
воо аР с, у ol + У,2 +) (=l, -* °, п), 


x2 


其 中 


с Ë 
ВИ но, в T+ *** На, 12. 


在 这 种 情况 下 ,存在 这 样 的 基本 解 组 у, +++, ya, H м оо | 
级 数 S, 是 V) 的 渐 近 展开 式 ， 即 


v Cy 1 Cy m Yv: (x) > 
y, =е8 Еее >> и), 


x xm xm 
并 且 


lim Yy m (Z) = 0. 


1) МЛ Horn, Acta Math. 24(1901), р. 289—308; Math. Zeitschrift 
8(1920), р. 100—114; 21(1924), р. 85—95; W Sternberg, Math. Ann. 81 
(1920), р. 119—186; W. J. Trjitzinsky, Аста Math. 62(1934), р. 167— 
226; Transactions Americ. Math. Soc. 37(1935),р. 80—146. 
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这 个 结果 可 以 推广 到 * 为 复数 的 情况 ,以 及 多 项 式 (3) 具 有 重 
根 的 情况 ， 
还 曾 研 究 过 4==0 和 


P,—a,(%) + 


а, 165) а, у(х) 
х + д? + 

的 情况 2” ,其 中 а, „(®)&-——%& НН) АЙНУ BS ВА. 
20.3. 连续 的 系数 ”.。 设 在 方程 


ую + УЛ, (м) у? =0 


y=0 
中 ,系数 ,(*) 当 4* 宇 xo 时 是 连续 的 ,并 且 设 当 *-> 吕 时 f, (2) 
>a, НАХ, Верь ` ° ,Pn 是 特征 多 项 式 
p” +a, 1P! + eee 40 

BJIR. AR та, …… 关 是 这 些 根 的 不 同 的 实 部 ， 并 且 如 果 存 
ТЕ e, АЖ ep( 每 一 根 的 个 数 认 为 与 其 重 数 是 一 样 的 ) ,具有 同 
样 的 实 部 人 pp 一， 则 给 定 的 微分 方程 所 具有 的 基本 解 组 
У ++,» 可 以 这 样 来 划分 为 类， 对 于 在 第 ”类 中 的 。， 
个 线性 无 关 的 解 来 说 ,对 于 任何 e>0, %4 r> oh}, 


п і 


e (ite) У | у№|->0, e~r- | 人 | -> oo。 
R=0 k=0 


如 果 所 有 的 о, 都 具有 不 同 的 实 部 ， 则 存在 这 样 的 基本 解 


组 м, ° °, Уһ 19 使 得 
ато: ут Ри: у.) =P eei pL. 
y> 


1) T. Carleman, Acta Math. 43(1922),р. 319—336. 

2) O. Perron, Journal f. Math. 143(1913),р. 25—50; 142(1913), р. 
254—270; Math. Zeitschrift, 1(1918), p. 27—43;F. Lettenmeyer, Sitzu- 
ngsberichte München(1929),p. 201—252; L. Cesari, Annali Pisa (2), 9 
(1940), ПІЛУ, р. 1—24. 
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20.4. УЖ’. KEDE 
yt) Е(х)у=0 
ЕН, АЖ 5 (=) 4 r>a 有 时 取 正 值 并 有 上 且 是 连续 的 ,并 且 设 积分 


[водах 


Б, М п 为 偶数 时 ,方程 (4) 的 每 一 个 非 零 解 无 限 多 次 地 改 
变 符号 。 当 n 为 奇数 时 , 每 一 个 非 零 解 或 者 具有 无 限 多 + = 
点 ,或 者 当 х со НРА. 
如 果 在 方程 
y + (жуул? + в(х)у=0 

гр, РЕ ЛЯ g 33 ха ЕЙ, ЗЕН ЖП Ж 7f2>-0,2g#>C>0, 
此 外 :是 有 界 的 , 则 每 一 个 非 零 解 或 者 具有 无 限 多 个 零点 或 
者 当 хоо аш 48, 


21。 依 赖 于 参数 的 7 阶 线性 微分 方程 ” 


п] 
(а) y? + У рў, (х, руу =0. 对 此 方程 作 如 


下 假设 : 4 是 某 一 个 自然 数 ,p 是 实 参 数 , ВАЙ У, ЕН 
且 当 pc 时 在 区 间 a+ < b 上 一 致 地 有 渐 近 展开 式 
f, (%. рута, в(®)р”?, 


Р=0 


1) W.B. Fite, Transactions Americ. Math. Soc. 19(1918), р. 344— 
350; А. Kneser, Math. Ann. 42(1893), р. 421. 

2) [详细 的 叙述 和 参考 文献 见 Haiimapxk 的 著作 ，S$ 4, S8; 也 可 参阅 B. 
Вазов. Асимитотические разложения решений обыкновенных диффе- 
ренциальных уравнений, 1968; Coddington 和 Levinson, В У. —— Riž 
本 编者 注 。] 
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假设 a, 《2z) 有 具有 各 阶 寻 数 ,最 后 假设 方程 
0" + а, 6 (w#)e"” l+... +a (5) =0 
ВОДА n Я o (2), +++, о, (х) 是 不 同 的 , 并 且 具 有 各 阶层 
Ж. 
(e) 此 外 ,如 果 将 函数 o, 适当 地 编号 ,使 得 
Rol) >R, lx) (р=0, 1, ++, n—1), 
则 给 定 的 方程 具有 解 2(*)， 对 于 这 些 解 (在 适当 Ж в р 和 
gy 时 ) 存 在 下 列 形式 的 浙 近 展开 式 : 


усер gp(X) pe- "70907 7 


рей . 
这 些 解 的 导数 у, ……, УР, ДЖ БТ Е РА 
式 上 的 微分 得 到 的 类 似 的 渐 近 展开 式 . 对 于 每 一 个 解 ， 其 初 
始 值 y(4),…-, y% D (a) Н Леля, 上述 展 
开 式 在 区 间 aq z< b 上 一 致 地 成 立 。 
(В) 如 于 
DE 

则 给 定 的 微分 方程 具有 7 个 这 样 的 解 Y) (›=1,+++,п), 
在 适当 选择 函数 E, p Ф, „ЫМ. 


R 一 1 е 
yt) ехру в н(е) I ps, Ge", а) 
p=0 9=0 


НО у, ,20 仍然 可 以 用 由 上 А АЕ 
求 微分 所 得 到 的 级 数 渐 近 地 表示 。 函数 g, 和 Pr g 应 当 这 
样 来 选择 ,使 得 表达 式 (1) 的 右 端 形式 地 满足 所 讨论 的 微分 方 
程 ， 


(b) У'/,(х, p) 5% =0. Wp 是 复 参数 , Мази, 
y=0 


e| >R 时 ,级 数 
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Рр) = У а, (жд ph 


k=0 
К, 7, Н, ПШ 4,,x(*) 具 有 各 阶 导 数 。 其 次 , 设 a, 20, 3; 
程 


Xa, (2) 0” =0 


的 所 有 7 个 解 两 两 不 同 ， 并 且 是 具有 各 阶 导 数 的 nn 个 函数 
(2), +++, wn(%*)。 最 后 , 设 当 函数 о, 适当 编号 时 , 对 于 处 
EPH e БАЈА 
xc<arg(p 一 0) SA (5) 

ARRIE e, A 

Эро, (х) рю, (r) +8 (8>0,"=1, • +, n—1), 

这 时 , 当 给 定 的 т>1 时 ,对 于 (S) 中 的 每 一 个 按 模 来 说 
足够 大 的 ,存在 基本 解 组 

JI1ICX，p)，…， ya С, P), 

这 些 解 具有 下 述 性 质 ， 每 一 个 yA, р) fE (5) 中 具有 对 p 的 
各 阶 导 数 , 并 且 对 于 p=0, 1, 6, nct, 


E 
у(х, о) =uP (xp) + erl, 0, zme (2) 


т-р 


(导数 指 的 是 对 于 # 的 ); 这 里 


x 


„(х) = fo dt; 


а 


и, (м, р) 其 有 下 列 形式 ， 


m-l 
u(x, р) =е?%% S u, p(X) ph, (3) 
R=0 


其 中 и, „(®) АҢ ЖЮ ЕҤ, ч, 07205 Ер = Е (м, р, т) Еж 
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一 个 当 аЬ 时 对 于 (s) 中 所 有 的 按 模 来 说 足 够 大 的 о 为 


有 界 的 函数 . 
如 果 将 表达 式 (2) 和 (3) 代 人 所 讨论 的 方程 中 ， 并 且 这 样 
来 确定 u, ,使 得 


еРЯ, <) р“ (и=0, 1, •·•, т) 
的 系数 恒 等 于 零 , 便 得 到 国 数 u, вх). 

(с) Tf, (x) y + Pg (x) у=0. УЖ, (z) H 
asY 和 2 时 是 连续 的 ; S0, 550; f, # e 具有 7 阶 连 续 导 
£ I fa- RA n— 1 人 阶 连 续 导 数 ;? 为 整数 ，(S) 是 复 平 面 p 
上 的 局 形 域 ， 


] і 
Targ(p—po) < 一 一 (5) 


这 时 ,对 于 所 有 按 模 来 说 足够 大 的 并 且 处 于 (S) 中 的 e, 存在 
基本 解 组 

y i(%, р), ` ` * , ya (%, Р), 
这 些 解 具 有 下 列 性 质 ， 每 一 个 x, (x, p) А 有 对 р 的 各 阶 导 


- № m 


p 


dP d _ 
ар У» (x. р) = РҮ eP, Ou (4) + Е зер pr- 


(0—0, 1, °, п—1), 
其 中 о (х), : ° *, wn《*) 是 方程 
Р.о" + в=0 
Ау n— 1 ХНА, I 


2,05) = [oa 


В и, (х) ЖЕР2, ЖН л ЛЕНЫ, Пу РЁ #6 
Е = Е ,(%, 2) 是 有 界 的 。 
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$ 22. 其 些 特殊 类 型 的 过 阶 线性 微分 方程 


22,1. 常 系数 和 齐 次 微分 方程 ， 如 果 方 程 


Наву" + нау +а,у=0 (1) 
BEETA 
P (5) =" На, is? l+ +++ taS + @ (2) 


具有 根 51,，……, sr, ЖЖ 5 Л, ……, 2, 即 如 果 
Р(з)у = (5—5|)#,++(5-—5,)®, 
则 微分 方程 (1) 所 有 解 的 集合 由 下 列 公 式 给 出 ， 
2“ Р, (rx) +... eaP _ (x), 

其 中 POERA СН АЖ) 任意 多 项 式 ， 上 述 
形式 的 表达 式 如 果 只 取 实 数值 , 则 为 此 方程 的 实 解 ; 将 上 述 表 
达 式 分 为 实 部 和 虚 部 ,也 能 够 得 到 实 解 . : 

方程 (1) 的 解 可 按 下 述 方式 得 到 ， 设 数 c, Е РЯ 
数 的 系数 来 确定 : 

(1 十 ip is 十 。… e t agos”) l =l Hes HES? + ++ +$ 

这 时 ， 


> а! 
9 ("0 
351801) А S 1618 
У(0) = + + = 3097200) =0, у%-0(0) =] 


的 解 , 并 且 ? 的 各 阶 导 数 也 是 解 ， 
关于 利用 拉 普 拉 斯 变换 求解 方程 (1), 见 19.3 H. 
关于 方程 
у ам" в. Но (м)у=0 
可 以 借助 于 某 一 个 形 如 у (к) =u (x)n(S), š =+(s)BJ АЯ Z 92 Jy 
程 的 条 件 , А J. Fayet, OR Paris 204 (1937),р. 650;5 Kake$a,Proc- 


. 134 • 


Рьуз-таёй Soc. Јарат(3), 20(1938), р. 365—373. CBES H 
Матвеев, гл. УП, § 4 。 一 一 俄 译本 编者 注 。] 
22.2。 常 系数 非 齐 次 微分 方程 ">。 微 分 方程 
YP +a, ym +. ау’ Hay =f ia) 
借助 于 符号 表示 法 | 


P(D)=Dn"n+a,_  Dn-1 +... +a D +a, D=- 


可 以 写 为 下 列 形式 ， 


d 
dx 


Р(О)у=ў(%), ` (3) 
如 果 已 知 卉 次 方程 的 通 解 ， 则 只 须 找到 非 齐 次 方程 任何 一 个 
解 就 够 了 ( 见 16.4 节 )。 这 个 解 是 


r À; 
y= 4, "2—5 ) 70) (4) 


д? 
х= | =] 5.) 


Jeh s 是 多 项 式 РО), ЖС}, НО рту 
解 为 一 些 基本 分 式 ， 即 ， 


便 可 得 到 Aa ре ЕЛИ Ji Ea 


| _ (2—5) =f(x) (5) 


) [关于 常 微 分 方程 的 符号 ( 算 子 ) 解 法 见 §19 中 指出 的 文献 ,以 及 А. Анго, 
Математика для электро- и радиоинженеров. 1967; Sansone: Х. Карс- 
лоу и Д. Егер, Операционные методы в прикладной математике, 1948; 
М. С. Гарднер и Дж. Л. Бернс. Переходные процессы в линейных 
системах, 1951; А. Н. Лурье. Операционное исчисление, 1950. 这 些 问 题 
HHE FIE: A. Микусинский, Операторное исчисление, ИЛ, 
1956 .一 一 俄 译本 编者 注 ,J 
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的 解 ， 对 于 任意 的 < 函数 


= е5 P(x% — #) 1—1 e $1 
Y (z) =e а=" ft) а 
就 是 此 方程 的 解 。 

_ 上述 方法 形式 上 可 以 归结 如 下 ， 这 样 来 考虑 方程 (3) ,如 
果 其 中 的 被 看 作为 乘 数 , 而 P(D) 是 某 一 个 变量 口 的 多 项 
式 ; 用 PD) 除 (3), ЖЕН Буу 分 解 为 基本 分 式 , 便 得 到 
(4); 对 于 这 时 所 得 到 的 形 如 工 = (2—8) 1 (ж) 的 各 项 应 用 
同样 的 形式 上 的 运算 法 则 ,就 会 导出 形 如 (5) 的 方程 . 

特别 是 ,如 果 多 项 式 P (s) 所 有 的 根 S1 оз, 各 不 相同 ， 
则 方程 (3) 具 有 解 


у= У эсу] oe- szd x. 


为 了 求解 所 论 微 分 方程 ,下 述 注 记 也 可 能 是 有 用 的 : 
(а) ЖП, 和 52 是 方程 
P(D)y=f,@), P(D)y:=f2(7) 
的 解 , 则 у, + У. 满足 方程 . 
Р(Р)у=у (м) +fs(%). 
(b) 如 果 .f(%*) 是 《次 多 项 式 , 并 且 如 果 
Р(и)=иР,(и), Р,(0)5=0, 

则 在 给 定 的 方程 的 解 当 中 存在 着 次 数 科 4 二 4 的 多 项 式 .， 将 带 
有 未 定 系 数 的 这 种 形式 的 多 项 式 代 人 方程 来 代 Ж У, 
容易 地 得 到 这 个 解 。 

(c) MRS) =ef) (o Jë SK MK AU 0), ЕН. пж = 
ХЕ J; FE 

Р(О +а)==},(%х), 

则 у = 2е® 是 方程 (3) 的 解 。 
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(d) WRS) =ar bz (a, 2 是 实数 ), 并 且 如 
Ж У ЕН, (c) Ч e =a + bi НРК, ЛІ Ry , АМАН У, 
都 是 方程 (3) 的 解 . 

(е) жс, 由 展开 式 

(sta, _ sm lJ ... а)! = с,$ + 5252 +... 
来 确定 , 则 在 一 定 的 收敛 性 的 条 件 下 ,级 数 

| y=c0f (к) +f (д) + +++ 
(Жо. 

22.3. #17718, 


(а) Ў ау = (я). 


н! 


当 z2>0 时 ， 此 方程 的 解 = (2*) 同 时 是 常 系数 方程 


- d 
Y'la,D(D—1)::.(D—r+1)Y =/(е'), D=—— 


v=0 


А GD ,其 中 ¿= ma, 
(b) T. 4„(ах+ Ьу у= (х), 


如 果 假 设 y(*) =n), &=ам +b, RFRA (a), 
22.4. 拉 普 拉 斯 方程 。 此 方程 共有 下 列 形 式 ， 
E а), 


FERT 19. 2 удз, 对 于 那里 所 引 用 的 函数 p (e) ,这 
里 可 以 得 到 表达 式 


1) Ú. Broggi, Rendtconti Istituto Lombardo (2), 63(1930), р.1047— 
1050. 


® 137 = 


gp (z) =- f- 


其 中 
роу = Ула", 90) = Хр, 
由 此 得 知 u 
у= -fr exp(ær а) 
ХЕЙ, 如 采 


d wt | = 
IF P (t)g С) dt =c. 
K 


mÆ e {п В ДЕН K 的 端点 , 则 最 后 的 等 式 等 价 于 等 式 
="Р(1)ф(0) i = c 


并 且 这 个 男 数 的 值 可 能 不 得 不 取 在 相应 的 黎 曼 曲 而 上 。 在 咱 
一 地 有 意义 的 x 宇 2 的 情况 ,也 可 以 应 用 19.2 市 中 的 方法 (B). 
22.5. 具有 多 项 式 系数 的 方程 "。 也 可 参阅 18.6 市. 

(а) 设 在 方程 
Р,_1(х)у%9 +. + Р (а) у" + (ах В) у + 
+ (ах tb у=0 = (6) 
rh, P, EKAS Y 的 多 项 式 ,|aol + |, |720. 当 且 仅 当 а= 0, 
六 一 一 meali，ai 关 0 时 ， 此 方程 以 某 一 个 普 次 多 项 式 作 为 解 . 
这 个 多 项 式 具 有 下 列 形式 .， 


у= (-—1 1y Г" атар, "+. 
кеп “1 


+ P D2+ b D) Jhym 


—[ 


1) А. Mambriani, Boltetino Unione Маг. Italtana 17(1938),р.26—-32. 
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其 中 p=, 072—1 时 ,1x” =. 所 有 其 他 的 多 项 式 


的 解 , 同 这 个 解 只 盖 一 些 常数 因子 ; BIE, 不 存在 具有 其 他 
ХРАНИ. ^ 
例如 ,对 于 拉 普 拉 斯 方程 (22.4 55), 24 6720 时 ,由 此 得 
知 , 这 个 方程 不 能 有 两 个 线性 无 关 的 多 项 式 的 解 . 
(b) 如 果 在 方程 | 
[a,x"+ P, (и) jy + +[a iz + P (х) у + ау = 0 
rh, P, Ку HEMA, HHR 20720, Л Z, 23 НАХ 
当 对 于 某 一 个 整数 т>о, 
(т) = У Cr!la,=0 
"=0 
时 ， 此 方程 以 某 一 个 多 项 式 作为 解 . 如 果 m 是 满足 这 个 条 件 
的 数 中 之 最 小 者 , 则 存在 m 次 多 项 式 形 式 的 解 , 并 且 任何 一 
个 次 数 更 低 的 多 项 式 都 不 满足 这 个 方程 . 
22.6. Жи". 此 方程 具有 下 列 形式 ， 
> (—1)'Cryr- À Ptn-t yr + 


+ Усора) ету, 


其 中 Р(х), О(ху5у {ЕК п 和 <n—1 的 多 项 式 ， 此 微 
分 方程 属于 19.5 节 的 类 型 。 根 据 那 里 所 叙述 的 方法 可 知 ， 如 
М | 


4 О 
[21 (1-—-х)Р(г)ф(т) ]4' = 0, (7) 
K | | 
BI] 
у= |a ymi a) dt (8) 
K 
1) Тасе, р. 454—460. 
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是 解 , 其 中 
t 

реки. ө 
为 了 满足 条 件 (7) , 必须 或 者 是 将 某 一 条 封闭 曲线 取 作 为 К, 
或 者 是 将 使 得 表达 式 

WM= x PPE) (10) 
EH йш РАЧЕ Ж НЕХ) К. 一般 说 来 , 如果 多 
项 式 已 是 地 次 的 ,并 且 其 所 有 的 根 两 两 不 同 , ШҢЕ ИТИН & 
比较 方便 ;如 果 荣 一 条 封 闭 曲 线 К 围绕 着 这 些 根 中 的 每 一 
个 ,在 此 情况 下 ,我们 可 以 得 到 7 个 线 性 无 ЭВА, ЖР 
不 满足 上 述 条 件 , 则 不 得 不 利用 第 二 种 类 型 的 曲线 .在 一 些 
个 别 的 特殊 情况 下 ,需要 按 下 述 方式 来 处 理 ; 

(AJI Tn ttt, En (MKN EÆEZ MRA РС) 的 不 同 的 根 , A 


而 


Qa) _ у 


Бе = отот t RG), (11) 


Е —т 
=] 


其 中 R(t) 为 某 一 个 多 项 式 Б Же уг т? (222) 0) — 6 i 
之 和 ， 这 时 ， 


ф(#) = pe П (2—2,)°, (12) 


其 中 SO) 是 在 整个 :平面 上 的 单 值 解析 函数 ,并 且 到 处 都 是 
正则 的 ,点 z, 可 能 除外 。 仍 然 需 要 选择 闭路 K 使 得 条 件 (7) 
WoL. 

(a) 如 果 rAr, MRA K, 围绕 着 点 *， 而 取 圆 К, 围绕 
着 点 并且 用 一 线段 s 将 两 个 圆 联 接 Ж Жа Б +, PA, М 
K, 和 玫 , 不 应 当 包 含 任何 点 ЧЕ НК» K, 和 s 本 身 
上 ,也 不 应 当 有 任何 一 个 ди. 
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整个 闭路 等 于 
K=K¿+stf+K;+s +Kz+st+K- + $° 
(此 闭路 如 图 21 Атк, 线段 以 及 圆 实际 上 是 彼此 重合 的 ,而 画 
得 有 些 人 篇 移 ). 洛 着 这 条 闭路 来 考虑 的 图 数 , 应 当 认 为 是 在 其 
黎 曼 曲面 上 给 定 的 .这 时 ,条 件 (7) 成 立 , 而 解 具 有 下 列 形式 ; 


ум (16270) Гас) (р 
К, 


— (1 一 e2=šP) Гела + 
| K, 


+ (1 — 2 rios ) (1 — e2"ik) еа)", (13) 


这 时 ,Kx 和 下: 在 正方 向 上 通过 ，s 在 由 * 到 z, ВУ БОШ 
过 ,被 积 图 数 定义 为 可 从 点 4 (图 21) АННЕ К, 和 s + 
.解析 延 拓 的 函数 . 


Kx 


ЕЯ 21 
(5) 如果 在 (a) 中 取 点 газет, 代替 点 zx, 则 表达 式 (13) {Л 
然 是 解 . 这 时 ,对 于 既 不 处 在 闲 路 K. 上 也 不 处 在 所 考虑 的 两 
个 圆 内 的 所 有 的 * 来 说 ,表达 式 (13) 是 解 。 用 这 种 方法 可 以 
得 到 的 线性 无 关 的 解 不 多 于 т 个 . 
(В) йд Ж с, 是 整数 , 则 y. „ЖП y, 均 为 零 。 在 这 种 情况 
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下 ,如 果 用 c+8 代替 c=c, 则 可 转化 为 相近 的 方程 , 对 于 这 
个 方程 ,根据 (Aa) ,可 以 构造 解 Ух, ве 这 时 ， 


д 
У, а а, w, | == 


-|: тп {+2 пі (1 — е2) Гетто 
K. | 


5 


+G — e) f r aytip) in (=r) dr 
Pi 


是 原 方程 的 解 。 正 如 在 (Ab) 中 一 样 , XE я О z, ВЕ 
х. 
(С z =z, 是 多 项 式 PC) 的 重 根 , Шар 可 以 写 为 
下 列 形式 ， 


B= r+ (h2-2). (ата) 
如 果 假 设 
t—z= pe: = 9,60. (0222), 
则 在 公式 (10) 中 
Q= ра eiet aa АТ exp УЗ apite eLO- убу, 


其 中 Г G) 在 点 z 的 某 一 个 确定 的 邻 域内 是 正则 的 并 且 不 等 
于 零 ， 如 果 将 多 国定, 则 当 p>0 时 ,是 | 网 由 >0 还 是 >co， 取 
决 于 

соз Г (1 А) + 1<0 还 是 >0. (14) 
当 OSY rh, FER 2(%—1) 个 扇形 域 ， 在 这 些 扇 形 域 
中 , 表达 式 (14) 交替 地 取 不 同 符号 ; 在 号 数 为 奇数 的 扇形 域 
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内 ，(14) №. ВЕ К 
Е КАЕТ + H +Il 
中 的 简单 曲线 (如 图 22 所 示 )， 
Ета т 这 样 连接 ， 使 得 
相应 的 切线 分 别处 于 遍 形 域 I 
和 五 中 ， 则 条 件 (7) 成 立 ,并 
Н (8) ЖЖ. АЛАК 与 * 
这 样 连接 ， 使 得 其 端 后 处 在 另 
一 些 号 数 为 奇数 的 扇形 域 中 ， 图 22 
则 得 到 另 一 些 解 ， 但 是 在 这 些 解 中 ， 线 性 无 关 的 解 不 多 于 
h—1 №. 


(D) 如 果 《的 次 数 不 大 于 Q() 的 次 数 ， 则 
Se => b, ptg Dé — +U), (11 b) 


其 中 ег>1, 6,950, mi U 是 形 如 一 :51>2) 的 各 项 之 和 |， 
如 果 假 设 


| Ь | 
r= pet > = се», 


则 在 公式 (10) 中 可 以 得 到 
9 = G—)e ro (2—т,) вехр Lo, pr etry +8), 


其 中 PORTRA РВОТА TRK. 如 果 
将 了 固定 , 则 当 р co ВЕ, 191-0 还 是 > со ,取决 于 

соз (20+ 1.) <0 还 是 >0. (14а) 
г 平面 可 以 划分 为 28 个 顶点 在 点 :=0 的 扇形 域 ， 在 这 些 扁 
形 域 中 ,不 等 式 (14a) 交 赫 成 立 。 由 此 可 知 , 同 在 情况 (QO) 中 
一 样 ,存在 这 样 的 曲线 玫 (图 23)， 当 e> IF, M0, ВИА 
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(8) 是 解 。 


КЕ 23 


一 些 特殊 情况 . 1 . 蓝 索 方程 , 即 在 此 方程 中 


n—i 
Р(х)= | [ (х а) 


yaj 


y: 
QG) = Р(х) + 57200) 
>=] 
关于 这 个 方程 ， 见 Pochhammer 
512—543 


Math Annalen 
П Рети нра 
3 1 一 _ 8 
и / y 
y" + у > Esa + 


37 (1890), 


У 


+ —с,) (х —c,) (x — с.) = 


ap Ce, — Cy 1) (c, 一 C 11) 一 0， 
х — с, 
(15) 
其 中 
2u (etA) 1 ›+з ==© 
如 有 打假 设 
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у= еә", #=—1— e, 


P= (x —с1) (z —c,) (z 一 c3)， 
Q= У? (8, + æi + yr1) (x —с,_,) (2-с, 1), 


则 (15) 转 化 为 方程 í 
Pu”—(#P' +О)и +[Cš P” + (Е +1)0/ ио. 
因此 , ik 42 ЖЕЛЕ А RRD РА, ЗЕН АИ 


3 
у(х) == Р(х) Ја —с.-2, П (1—с,) Ву + а, tary] 
K =! 


(0y43 一 Gy， В,+з==й,) ,其 中 曲线 K 应 当 根据 (Ab) 求 选择 . 
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第 六 章 ”二 阶 微分 方程 ? 


_— 


$ 23. 二 阶 非 线性 微分 方程 


23.1. 特殊 类 型 的 非 线 性 方程 的 解法 . 这 里 所 说 的 是 在 
$15 中 对 于 阶 方程 的 情况 曾 指 出 过 的 各 种 解法 。 因 此， 这 
些 方法 适用 于 解 全 微分 方程 .广义 齐 次 方程 以 及 形 如 Е (У", 
y, у)=0 ву FO”, у’, 2) 王 0 的 方程 。 特 别 是 ， 如 果 给 定 方 
= | 、 

У” = (у), 
其 中 函数 f 是 连续 的 ,由 此 方程 我 们 得 到 
У =2 f O) >, 
因而 ,如果 方 程 的 解 及 其 导数 在 点 Š 分 别 等 于 yo A, 则 有 
у=т+2| f(y) dy. 


由 此 对 于 和光 得 到 4.1 池 形 式 的 方程 
我 们 还 要 指出 下 述 方法 ,这 种 方法 有 时 能 达到 目的 .如果 
给 定 方程 


бу”, у”, Y, =) =0. 
则 假设 E= tiy, р 17у, 5| Л ЯНА. 设 这 时 所 得 到 的 
新 方程 为 Ф Оу”, ‚т, 5) 二 0, 并 且 设 由 此 方程 可 以 得 到 方程 


一 


D [论述 二 阶 微分 方程 ， 特 别 是 二 阶 线性 微分 方程 的 文献 很 多 ， 例 如 w: 
Еругин: Bellman: lnce; Sansone; Coddington 和 Levinson. 俄 译 本 编 
H.J 
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ФС, т, &, С) =0, инн С 为 任意 复 常数 . 在 这 个 方程 中 ,我们 
将 变量 再 转换 为 + ту; 并 且 分 出 实 部 和 虚 部 ,于 是 得 到 两 
个 方程 : | 

J (2, y, x, С) =0, fal, у, x, С) =0. 


由 这 两 个 方程 消去 V, 在 一 定 的 条 件 下 并 不 需要 进一步 积分 = 


便 得 到 方程 8(%, y, С, C2) 二 0, 由 此 方程 可 以 求 出 方程 了 =0 
Ф]. 2xy" 十 y“ 十 二 0 可 以 化 为 第 三 部 分 的 方程 6.133, 
CEH nn" + т =O; 
由 此 得 到 | | 
(š +r)7?' =2 7 十 0， 
最 后 得 到 

(y + O,)° =2 Сх — С. 

23.2. 某 些 补充 说 明 . 
(а) 如 果 方 程 

У” = f(x, y, у”) (1) 
的 右 端 在 某 一 个 区 域 CCx, ?) 内 对 于 所 有 的 % 值 有 定义 ， 那 
么 其 至 对 于 最 简单 的 方程 (例如 , y” =25/3) ,也 会 发 生 这 种 情 
况 ， 积 分 曲线 不 能 达到 区 域 的 边界 , 而 是 终止 于 其 茶 一 个 
内 点 .方程 (1) 的 每 一 条 积分 曲线 可 以 延伸 到 区 域 的 边界 ， 
如 果 下 述 条 件 成 立 ， 对 于 G 内 的 每 一 点 (*, У) 和 任何 =, 
Ж f G, У, z) 连续 ,并 且 

| |f (x, y, 2) |<ф(|=|), 
其 中 pu) 34 и>0 时 是 某 一 个 取 正 值 的 连续 图 数 , 对 于 这 个 
Ж _ 
f оо“ и = + col 


b 


1) M. Nagumo, Proc. Phys.-math, Soc. Japan (3),19 (1937), 
р.861—865 | 
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(b) 设 x (%)#l 22(*) 分 别 是 方程 
y”=f(%, у, y) 和 "= (z, y, у”) 
的 解 , 并 且 
| yıla)= ya), У,(6)>5.(6), 

BRAR Л, g 对 于 as x< b 以 及 对 于 任何 2 和 >’ 有 定义 。 这 
时 ,如 果 下 列 三 个 条 件 之 一 成 立 ， 则 在 整个 区 间 a< z <> 上 ， 
有 У1(®):> у(х); 

(а) K8, HRA S X g Æ y ЮЗЕРА, | 

(В) f<, НУ sk g 是 >》 的 严格 的 增 函 数 ; 

O) xg, 并且 /或 8 是 > 的 非 减 函数 和 yy В в УЧ 


当 /= z 时 ,由 此 可 得 边 值 问题 的 唯一 性 定理 。 
23.3. 极限 值 定 理 . 
(а) 我 们 研究 方程 


Ay” + fx, y, у", А) =0 (2) 
的 解 当 4~>0 时 的 情况 ”. 
设 Y (x) щ ол Вр J Ë 
F(x, Y, Г”) =0 (3) 


的 某 一 个 二 次 连续 可 微 的 解 ， 其 次 ， 设 对 于 某 些 取 正 值 的 连 
续 图 数 alx bl), AR >>, Agr 
f(x, у, z, 4) 和 E(x, у, 2) 


1) Ida Gropp:. Bolletino Unione Маг. Italiana 17 (1938), р. 179— 
182; M. Picone, Annali di Mat.(4), 20 (1941), р. 97 

2) [最 高 阶 导 数 带 有 小 参数 的 方程 的 理论 ， 见 下 列 著 作 ， Еругин: Л. Э 
Эльсгольц, Качественные методы в математическом анализе. 1955, 
гл. IV. $2, Андронов. Витт. #Хайкин: В. Ф. Бутузов, А. B. Василье- 
ва. М. Ф. Федорюк. Математический анализ. Итоги науки. 1967. 关 
于 二 阶 自 治 系 统 间 题 的 全 面 研 究 见 : Е. Ф. Мищенко. Матем. сборник 44 
(86):4(1958), ЖЕЖ. J 
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在 区 域 
<, | у(х) | аба), |2 (к) |00) (4) 
内 是 连续 的 ; 最后, 设 对 于 某 些 正 的 常数 5, К, L, 有 
(х, y, zs, À) Р (x, y, 2) | ЗВ, 
(х, у., 2) — EF (z, у, 2) | SK| yyl, 
E(x, у, 25) 一 全 (я, y, 21) р 
22—21 | 
这 时 , 如果 рб) = у(х, А) 是 方程 (2) 的 某 一 个 解 ,使 得 
> (0) =Y (0) ,而 y” (0) 任 意 , 则 对 于 所 有 足够 小 的 
1>0,8>0 和 7 一 13 (0) 一 上 (0) |, 
у(х) Б а] 05 ЕЖЕ E. РЯ ЖЗ АЗЛ, 


—  — 


о, ро 0-7) 5, 


其 中 
М =max| Y" (z) |. 


BES tai; 

如 果 fx, у, 2, ДЕЗЕН ТР 20,3 АЯ (У, yz) 
= f(x, у, z, 0), Шу А-0 时 在 整个 区 间 02 <А 上 一 致 地 
# y, >Y (ax), НЫНЕ уж, Ну OR 
分 接近 7’(0). 

(b) у" а(х) у f (z, y, y”) 

这 里 设 当 хосоо + 1, /->0, 这 时 , 此 方程 的 解 在 
某 些 附加 条 件 之 下 , 同方 程 y” +y == 0 的 解 相当 ; 这 些 附 加 
条 件 是 : f,>0, f,--0, 并 且 向 极限 值 的 收敛 性 应 当 足 够 
Р. 

23.4. 振荡 定理 2. 设 在 方程 


1) К. Yosida. Japanese Journal of Math. 9 (1932),р 145—152, 227 一 - 


230. 
2) Е. Milne, Bulleten Атеғіс. Math. Soc. 28(1922),p. 102—104. 
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y” +gp(x)f(x)=0 
Н, p> 当 r>a 时 连续 、 有 界 ， 并 且 单 调 增 大 ， 
JONER, НМ, Е НЕА, 此外, 24151 <b 时 满足 
= г Хх ЖЇР. 
如 果 给 定 nOi <E), MAFRA ха 由 初始 条 件 
y (a) =7, у’ (а) =0 所 确定 的 解 存在 ,而 且 这 个 解 具 有 无 穷 多 
个 零点 ,并 且 振 幅 单 调 减 小 ,虽然 不 一 定 趋同 于 零 。 


$ 24. 任意 的 二 阶 线性 微分 方程 


1. 一 般 注 记 . 一般 的 二 阶 线性 微分 方程 具有 下 列 形 
(х) у" + (м) у + б) у= f(x). (1) 
ЭР АМАЛЕ НН Л, у" 项 , 见 16.3 ñ. 
方程 (1) 的 左 端 是 齐 次 线性 微分 型 (将 у 写成 u) 
L (u) = ры" + и", + ром. 
#ПЖЕЯЖ f, ле v 次 连续 可 微 的 ， 则 共 辊 微分 型 共有 下 列 
EAO 17.5 12) : 
(о) == ао" + ( 2f,—Jf 2) + (%—Л + fo), 
Я, 
L [и 01 ў, (ио uv) + (fi— Ју) ио. 
当 且 仅 当 = 广 , 即 如 果 Ва) 
LCY) = (Љу) + foy 
hF, S 1 А ВЕЙ, ВН С” (и) 相同 ; 这 里 ， f, n 
存在 一 阶 连 续 导 数 就 够 了 . 
关于 拉 格 庚 日 恒等式 ,格林 公式 和 狄 里 死 莱 公式 ,以 及 关 
于 基本 解 , 见 17.6 WFN 17.4 H. 
如 本 
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fi—fitfo=0, . 
则 方程 (1) 是 全 微分 方程 ;在 这 种 情况 下 ,此 方程 可 以 化 为 一 
阶 方程 ， 


fay! СР Ў) У =f Fe)dx + С. 


ЖИ РАС f, EER , ЗЕН. 7250, 则 方程 (1) ЯН J$ 
方程 


(E y)” + +E y =E, 其 中 Bexpf Hada, 


Ў 
具有 同样 的 解 , 即 在 上 述 假设 之 下 ,总 可 以 认为 方程 的 左 端 是 
Н ҖЕ). 


6.2 节 解 (根据 8 14 的 方法 可 以 化 为 一 ш 程 组 

的 ) 方 程 的 逐次 逼近 法 ， 这 里 可 取 下 述 形式 ， 设 给 定 方 程 
у" 一 大 和 和 у на, 
H f, а, ;在 区 间 42 上 连续 。 选 择 线 性 函数 уо (z), 
使 得 此 函数 在 点 x = a 满足 给 定 的 初始 条 件 , 然后 , 对 于 所 有 
的 * 宇 1, 由 下 列 条 件 逐 次 确定 Ул: 
ys=f Yr- t 8 yk-i Hh, ya(a)= у, (а) =0, 

换 句 话说 ， 即 假设 


yk(x) = ff srt ern tr Dana (4 一 1 2,: ..). 


这 时 ， 所 求 的 解 是 ， 
y= yo + Yi + X> + ° 
24.2， 某 些 解法 。 如 果 750, зу (1) чиж 
除 ， 这 时 得 到 下 列 形式 的 方程 ， 
у" + (м) у + а(жуу=А(х) 27 
БЕЛЕТ Ж ЈЕ ОРС B] РА ЖС /, z, hh 是 连续 的 。 这 时 ， 下 述 结 
是 正确 的 ; 
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(а) 如 果 p (x), Fa《X*) 是 对 应 齐 次 方程 
УЛ (м)у’+а(и)у=0 (3) 
的 基本 解 组 ， 则 
р А А 
у= [ = dx —@, j 22, dæ + Саф, + СэФ», 


是 方程 (2) 的 通 解 ,其 中 
W (z) = фф – PiP 


(16.4 的 特殊 情况 ). 
(b) 如 果 p(x*) 是 方程 (3) 的 解 ,并 且 p(*) 了 0, 则 经 过 变 
换 2》 二 p(x*)u(%) 可 将 方程 (2) 化 为 方程 
# | 2 / # h 
и + ( 3 +7)“ =y’ 
这 个 方程 可 以 化 为 一 阶 方程 ， 由 此 推出 ,方程 (2? 的 通 解 具有 
下 列 形式 : 


А dx і; 


其 中 


E(x) =expf fdz, 


当 k=0 时 ,这 个 结论 仍然 有 效 。 因 而 ,如 果 已 知 齐 次 方程 (3) 
的 一 个 非 平 凡 解 , 则 方程 (2) 和 (3) 原 则 上 可 以 认为 是 已 被 解 
H f. 关于 如 何 求 出 这 样 的 解 , 见 8 25, 

(c) 方法 (a) 根 据 的 是 所 请 “常数 变易 法 ”; 这 就 是 说 , 可 
以 将 方程 (2) 的 解 写 为 下 列 形式 : 
| у= А(®уф,+ В(*)фь, (4) 
maA, B 由 条 件 

Аф, + В'ф„=0, L pit E p=h (5) 

来 确定 。 这 个 方法 可 以 推广 ， 即 用 
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>= А(®)уфр,-+ В(х)ф, + ®(®) ` (6) 
或 者 用 
у= [4(х)ф + В(х)уф»]#(х) 
来 代替 (4) ,为 了 确定 4, В 和 z， 用 另 一 种 形式 的 相应 方程 来 
代 夫 (5)。 例 如 ,如 果 g 冯 0, 利 用 (6) 和 方程 
4'ф,+ B! p, = —2’, d'oi +t B'p:=0, 8275h, ` 
则 可 得 到 方程 (2) 下 列 形式 的 通 解 ， 


== + gs 多 (和 2) dY 一 


р / 
— фі p (= ) dx + Суф, + Сәфә, 


ЗЕ И =p: pip Апр 25.8 #1 (с). 

24.3. TAER. R/O g, (м) щ ая b 时 是 连 
续 的 (v= 二 1,2), 并 且 设 

Of (х) f(x), О<е (х) < а2(м). 

如 果 у, (x) УЕ 

| y,=f,(x)y + g,(%) 
的 某 一 个 解 ， 并 且 

yila) < уз (а); y (а) < y; (а), 
那么 在 使 得 y,(x)> 0 的 每 一 个 区 间 а<а<а, Е, ШЖ 
VS y(x) 和 yix) Sya). 

因为 根据 16.3 节 可 知 ,， 在 任何 二 阶 线 性 微分 方程 中 , 包 
含 着 У’ 的 项 可 以 消去 ,所 以 上 述 结果 同时 对 于 一 般 形 式 的 方 
程 ， 也 给 出 了 某 种 估 值 。 如 果 用 两 个 一 阶 方程 的 方程 组 代替 
二 阶 线性 方程 ,借助 于 8.4 节 所 述 , 可 以 得 到 更 进一步 的 估 值 
定理 ;关于 这 一 点 , 见 25.2 B, 
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$ 25. 二 阶 齐 次 线性 微分 方程 


25.1. 二 阶 线性 微分 方程 的 简化 ， 从 25.1 节 到 25.6 п 
讲 的 是 关于 方程 
(а) у" + g (х) у + һ(®уу=0, (1) 
其 中 广 g, 瑚 在 某 一 个 确定 的 区 间 内 是 连续 的 ,并且 7550. R 
JE 24.2 节 (b) 可 知 , 如果 已 知 给 定 方程 的 一 个 不 等 于 零 的 解 ， 
则 可 求 出 此 方程 所 有 的 解 。 为 了 求 出 这 样 的 解 ， 除 了 第 五 章 
扳 述 的 一 般 方法 以 外 ， 下 列 结论 可 能 是 有 用 的 ， 
(а) 方程 (1) 是 15.2 节 (b) 意 义 下 的 广义 齐 次 方程 ,经 过 
变换 4 (2) 一 学 ,此 方程 可 以 化 为 黎 卡 提 方 程 
ЕС) (и + м) + g(z2)u+ й(х) =0, (2) 
(b) 如 果 ==’ f", (Е ИЕ СИ, 17.7 
Эз); {ЕХ {йл Т, 从 方程 (1) 可 以 得 到 
fx + (а—/”)у=С. + (3) 
(c) AFARS, РЕЖ, АЮ 4,(ах + b)” 
(> 一 2,1;0) 或 形式 a,x + b, 的 情况 , 见 22.1—22.4 节 ， 
(4) 如 果 假设 4(%)=yexp 志 | 他 de, 可 以 将 (1) 化 为 


ИА, 
А 


u” + Iu=0, Ж 1==-1(5) -HEN (4) 


Ai, RRR ETR. BL (z) 称 为 微分 方程 
的 不 变 式 ， 
(е) 当 且 仅 当 方程 (1) 和 
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Р (х)и" + g (х)и +В, (х)и=0 (11720), (1а) 
具有 相同 的 不 变 式 时 ， 这 两 个 方程 的 解 y(*) 和 u(x*) 彼 此 之 
闻 以 关系 式 y =u P (z) 相 联 系 , 其 中 书 (z) 天 0 是 某 一 个 二 次 
连续 可 微 国 数 。 如果 xí, У2 flu u, 是 方程 (1) 和 方程 (1 a) 
的 以 上 述 关 系 式 联系 着 的 两 个 基本 解 组 ， 则 有 


51 (=) _ ui(z) 
(я ву" 


只 要 分 母 关 0, 并 且 %(*) 天 0， 函 数 *(*) 还 依赖 于 三 个 任意 
常数 ， 这 个 函数 满足 微分 方程 


| +5, X =2 1, (5) 
其 中 表达 式 
ш 3 s” 2 
{s, k= Uz ) (6) 


称 为 方程 (1 的 施 瓦 兹 微分 不 变 式 ， 或 称 为 函数 。 (x) НУЖЕН, 
Р. АЖА s(x) s(x) О 时 满足 方程 (5) , 则 


(C, + C38) 


= 7 
EHE у” +Ту=0 的 解 。 
CD 方程 (1 的 解 y(*) 和 方程 

(т + g (E)n + h (ë)m= 00 (1 b) 
CAO RR nE), We ZELA FIRR R: 

у(х) =Р(*)1 (5), 5 一 二 (4)， 
其 中 &(%*) 是 三 次 连续 可 微 阔 数 ,5 (xz)5>S0, HRH š (х) ўй 
ЕЖЕ 


вона ЦК) }- 


(= (м), +++, Л, =/f (6),，…); 在 这 种 情况 下 ， 
yy [ЕТ ept j E F = dx= пехр-- | 48. (8) 


可 以 设法 , 以 适当 的 方式 选择 P Яп, 把 方程 (1) 化 为 方程 
(1 b), 而 此 方程 比 原 方程 简单 一 些 ， 

25.2。 关 于 二 阶 线 性 方程 简化 的 进一步 说 明 . 

(a) 关于 方程 

—=Ф(х)у, 

其 中 Ф(х) ЕН, М, 55у 2.30 的 希 尔 方程 . 

(b) 关于 三 阶 方程 其 解 为 方程 (1) 的 任何 两 个 解 的 乘积 
的 情况 , 见 8 26 和 第 三 部 分 3.26. 关 于 四 阶 方程 其 解 为 方程 
(1) 的 某 一 个 解 与 方程 (1) 的 同一 个 解 或 另 一 个 解 的 平方 之 乘 
积 的 情况 ， 见 第 三 部 分 4 .14. 

(с) Яка) ИА ЯН 

у’ (х)=Р(х)у-+О(х)2, z =R(x)y+S(x)z. (9) 

不 难 验 证 ,为 此 只 需 选 择 P, Q, R, S, 使 得 


| h 
P+S+ +5, КОРР. 


Q f f 
例如 ， 
Q=], P=0, 8-7, S=- (10) 
Q= P=5=0, R=- 75, нЕ =ер| #4» 
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Q=}, p=s= 2 _ = Ti pv („егу 
=, = 2f’ = 48 +08 f”: — Rh. 
| (13) 
URMI Ee Ë ЕВА, НЕА. TIEÑ: 
(2), + у=0, (14) 


并 且 .18>0, 那 么 ,例如 也 可 以 假设 
оти. е5 (р) 
= -Ф-Ы 60655 
二 a5) 


这 时 应 当 假 设 在 这 些 公 式 之 中 出 现 的 导数 存在 . 
(d) A% 


у= Ср(х) sin (=), 2= Ср(х) соз (х) (16) 
是 方程 组 (9) 的 解 , 其 中 С 是 任意 常数 ,3(%) 是 方程 
F = Q cos 29 + (P — $) sin 3 cos 9 — В sin 29 (17) 


的 解 ,其 初始 值 为 (4), 0 < 9(a)<z, ЗЕН. 
x 
p= exp [ГР sin 2,9 + (О + R) sin 2 cos Ф + S cos? 9 |d x 


这 种 解 的 极 坐标 表达 式 ， 当 研究 解 的 零点 时 是 有 用 的 ， 也 就 
是 说 ,函数 y (%) 的 零点 对 应 于 数值 9 = kr (4 为 整数 ) ПА 
于 立 则 有 一 阶 微分 方程 (17). 
对 于 方程 
У’+8(х)у=0 (=>0) 
也 可 以 利用 变换 
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р(х) зіп I(x) = уу &(%), р(х) соз F(X) =y; 
这 有 时， 对 于 2 得 到 方程 


— 18 = 
9/ = 十 9. 
УЕ sin2 


ШП Е Kamke, Americe Math Monthly (1939); J К L Мас 
Donald, Bulletin Amerie Math Soe 45 (1939), р 164—171; Е 
Makai, Compos. та й.6(1936), p.368—374 ; Annali Pisa(2),10(1941), 
р.123—126. 

(e) 如 果 x (х) ya(Y) 是 方程 (14) 具 有 初始 值 

У: (а) =1, у (а) =0; y (4) =0, у2(а) =1 
的 两 个 解 , 并 且 如 果 连 续 国 数 ">(*) 和 р(х) НАР 

| yi=rcosp, Yı=r smg, ф(а)=0 

来 确定 ， 则 有 :， 方程 (14) 的 每 一 个 解 可 由 公式 

у= Сғ sin (g + a) 
得 到 ,并 且 一 次 便 都 可 得 到 ; 这 里 C 是 任意 常数 ,a 取 给 定 区 
[B] wo 入 c<co+ 和 中 一 切 可 能 的 值 ,r(z) 征 方程 


2 
y er- о (18) 


的 解 , 这 个 解 在 整个 区 间 上 存在 , JF 且 满 足 条 件 7(2)=1， 
г’ (а) 二 0, 而 最 后 还 有 
а А (а) ах 
ро [арт 

如 果 К=1, ИЗМ | > оо}, = — оо, | |= со, 
г(ж)у->со, 34 х-> оо, r (м) = Боо, ЕЖЕ РУ 
当 * 取 大 值 时 解 y(%*) 的 性 状 是 有 用 的 . 

М W E Milne. Transactions Amerie Math. Soe.30 (1928), 
р 797—802; H.Milloux, Prace mat.~fiz 41 (1934),р 39—54. 
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如 果 假 设 


o(a) =, 


则 有 


一 C sim / (а) 
у payl Odrte) 


其 中 w(*) 是 方程 


的 解 ,这 个 解 在 整个 区 间 上 存在 并 且 满 足 初 始 条 件 о(а) =1, 
со” (а) = 0. 
(f) 经 过 变换 


уба) ит. Emet fE 


其 中 и(#)у550 是 已 知 的 二 次 连续 可 徽 函 数 ， 可 将 (14) 化 为 方 
程 

n” +Ф(5)1=0, Ж Ф(5) = (и) из Дали. 
же, 如果 <“(*) 与 (e) 中 引入 的 函数 r (z) 相同 ， 则 可 得 到 
方程 

7 十 9 二 0. 

№ С. Ascoli, Atti Ассай Lincei (6), 22 (1935),р 234—243. 
Е. Swift. Americe Journ Math. 50 (1928), р. 591—612. 

25.3. 把 解 展开 为 连 分 数 ”"。 如 果 在 方程 (1) rh №) 
0, 则 此 方程 可 以 改写 为 下 列 形式 ， 

VEQ (x) y + P (z) y”. 

1) [关于 连 分 数 的 理论 ,例如 见 А. Я. Хинчин. Цепные дроби. 1961, 

一 一 俄 译本 编 任 注 。] 
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如 果 © 和 Р, 具有 各 阶 导数 , 孝 么 经 过 逐次 微分 则 可 得 到 
У ‘= ОУ” + Роу" , 


_ Qo + P); 
Q, = 1—09; 5 


су) _ +1» (#--2) 
y= Oy TD L P ,. y , 


Q,- (+ P, — P, 
Q, = T 1”? 11-01? 
НАНА) 03520, 
从 最 切 的 方程 有 


y y 
Z- =Q, + P 
у! 0 1 y 


利用 后 一 方程 , 则 可 得 到 


y 
+ y 


如 此 等 等 ;最 后 得 到 连 分 数 : 

y P| Pl РУ 

= +19, t TQ + TQ; T 
ны ТРОА ИЛА, P DI aP АСНУ 


р s rdp. 
特别 是 对 于 超 几 何 国 数 ( 见 第 三 部 分 ,2.260) 可 以 得 到 下 


列 连 分 数 的 展开 式 : 
Fle, В+1, 2+1. =). х) _ l| аж} wr) 
КЗ,» п H о H t 


其 中 
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__ (ъи) (ауу) Ш G+) (В 
Y (y+2r—1)(y+2) ` 1 (у+2») (у+2>»+1)” 
这 个 连 分 数 在 带 有 从 +1 到 + % 的 切口 的 整个 复 * 平 面 上 收 
ог, F (а, В, y, *) 的 零点 除外 . 

25.4。 关 于 解 的 零点 的 一 般 注 记 . 

(а) 因为 积分 曲线 由 函数 及 其 导数 的 初始 值 唯一 地 确 
定 ,; 所 以 除了 y=0 以 外 ,方程 (1) 的 任何 一 条 积分 曲线 都 不 
同 * 轴 相 切 , 并 且 在 任何 有 限 的 闲 区 间 上 不 能 同 * 轴 772625 

多 个 公共 点 ， 

(b) 零点 交替 定理 . 如果 y G) 和 уок) 是 方程 (1) 的 
基本 解 组 , 则 在 一 个 解 的 每 两 个 相 邻 的 零点 (如 果 这 些 零点 存 
在 ) 之 间 ， 有 一 个 且 仅 有 一 个 另 一 个 解 的 零点 . 

(с) 对 于 每 一 个 非 零 解 y(*), 下 述 结论 是 正确 的 。 如 果 
0 和 f 尖 0, 则 函数 > 和 > DERRAMA <HA. 如 果 
h0 和 А2 + hg’ —gh' 0, 则 对 于 函数 y 和 >” 的 零点 有 同 
样 的 情况 。 如 果 2520 ЖП А2 kg — gh 0, ИЕР Ж >x 和 
y” 的 零点 也 有 同样 的 情况 . | 

25.5. ЕН ЕН. ЖЕНЕ 式 的 微 
分 方程 ， 


4, 


(Jy Y + gx =0, (14) 
并 且 假 设 当 a< x<5b FF, УЕ, 并 且 是 连续 可 微 的 , 而 2 
是 连续 的 . 
(а) 斯 图 姆 比较 定理 。 如 果 р, 
(fy У + вуу= 0 (>=1,2) (19) 
的 某 一 个 非 零 解 ， 并 且 如 果 
fi> 30220, zg < gs, 
则 或 者 是 在 函数 y, 的 每 两 个 相 邻 零点 4r +s ZA 至 少 有 一 
Л“ ЮЖ ya 的 零点 ,或 者 是 在 区 间 [xu 52] Е у= С. Xi, 
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如 果 在 处 于 [xu *2] 中 的 任何 区 间 内 ， 恒 等 式 
Л= fa g i= e, 
不 同时 成 立 , 则 函数 У. AKC, 55) 内 必定 至 少 有 一 个 去 
所 。 为 了 证 明 这 一 所 ,也 可 以 利用 所谓 皮 康 (Picone) AA: 
Лиз | = 
人 2 
= (g:—gı)yİ+ ОРУ + fal я Yi za) 。 

这 里 y 和 ул 是 方程 (19) 当 >=1,2 时 的 解 ,并 且 在 所 考虑 的 
区 间 内 应 当 有 у27=0. 

(b) 如 果 将 方程 (14) 同 具有 常数 * (或 相应 地 以 А 代替 
*) 的 方程 


бу" Е. 
ЕЕ, 则 由 此 可 以 得 到 使 得 解 是 振动 的 下 述 条 件 。 
如 果 g < 0, ВН ИЖ 


f>4>0, <, ) ， 


b—a 
则 在 区 间 [a, 2J 上 方程 (14) 的 每 一 个 非 平 几 解 的 零点 不 多 于 


一 个 . 

AnA | 
0</<К, >K) 普 为 整数 并 且 >1， 
则 在 区 间 Га, 5] 上 方程 (14) 的 每 一 个 非 平凡 解 的 零点 不 少 
于 тА, 

我 们 还 指出 下 述 结果 。 如 果 7220, =<0, 并 且 在 KR 
Га, ЬАЛ Р |а] Ев s 不 恒 等 于 零 , 则 在 区 间 Га, 2] 上 
”对 于 每 一 个 非 平 凡 解 y 来 说 ,yy 的 零点 不 多 于 一 个 . 

(с) 如 果 把 二 阶 方程 化 为 两 个 一 阶 微分 方程 的 方程 组 
( 见 25.2 节 (c))， 然 后 再 将 方程 组 化 为 方程 (17), 则 比较 定理 
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2 
)>=о 


容易 被 证 明 , 并 且 这 时 其 形式 更 为 一 般 。 这 时 方程 (17) В. 
有 下 列 形式 : 
(xX)=A,(X) cos29 + В, (х) sin29 +С, (х) sin 29. (20) 
如 果 研 究 两 个 这 种 形式 的 方程 (w==1,2), 它们 具有 系数 4,, 
B,, C 同时 在 整个 区 间 [a, Р] E 
А24, С„>С\, (4.,—4,)(С.—С)>(В.—8В1)?, (21) 
FEUR 3, (х, a) 是 方程 (20) 满 足 初始 Ж (Е 9, (а, в) =c BJ 
解 , 则 有 
Plx, aa) 29,0%, ол) 34 азга If. 
如 果 Bs 三 B1( 这 时 (21) 的 最 后 一 个 不 等 式 将 是 前 两 个 不 
等 起 的 结果 ), 则 当 且 仅 当 ，; 
或 者 а >o, 时 ， 
或 者 ca 一 ab 此 外 ,至 少 在 区 间 ascx < b 的 一 个 点 上 有 
424, [Ci] +16120, % СС), |4,| + 14,1220 时 ,有 
Pa (b, аз) >91 (6, 1), 
作为 特殊 情况 ,对 于 方程 组 
y'=P,(#)y+Q,(%)z, Z#=R,(xz)y+ S, (м) 
(7=1,2), (22) 
由 此 可 以 得 出 下 述 结论 . 
В P, eee S, 在 La, ?] 上 是 连续 的 ,并 且 设 
9:>9,>0, <А, P,—S,= P — 51; 
其 次 设 y,(*)，z,(*) 是 方程 组 (22) 的 某 一 个 非 平 几 解 ,并 且 
或 者 yi(a)=0, 
z(a) ~ z; (2) 


或 者 У. (@)5=0, У2(а)5-0, у} (а) = =. (a) е 


第 一 比较 定理 . 如 果 在 区 间 << 68 E, у, (z) 的 零点 
至 少 同 yi(*) 的 零点 一 FZ; ЖЖ x, Az, 是 解 у Ж Уг 的 
E п NRR ME а, са; К, WEED Жаки 
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的 一 个 点 上 满足 条 件 
р Q,—Q, 和 R| + |R,|>0 
- КСА, ез 
WE Z, < x, 
御 一 比较 定理 ， in REKE 4 过 * 之 5 Е, у, Я у» 具有 辣 
样 多 个 零点 ， ЗВ у102)50, у,05)50, Wh, ED ER 
[B] esrb 的 一 个 点 上 满足 条 件 (23), 则 有 
z (5) 22(6) 
”© у2(В) ° 
4 P,=8,=0, Q,= F ‚ В, = — в], НЕ ЯН (а). 


因 为 方程 (14) 和 方程 (1 可 以 通过 各 种 方式 化 为 形 如 (9) 的 方 
FEH CIL 25.2 节 (c))， 所 以 从 对 于 方程 组 的 上 述 两 个 比 较 定 
理 , 不 难得 出 对 于 方程 (14) 和 方程 人 1) 的 另 一 些 比较 定理 . 
(d) 如 村 у, (4) 是 方程 
y + g,y=0 (+=1,2) (19) 
的 某 一 个 非 零 解 ,并 且 
Д!=7.>0, gi ёа», 


此 外 ,或 者 У. (а) = 二 0, 或 者 
£D (a) _ Jes (0) y, (a) 

у1(4)5=0, vy>əs(a)>=0, (а) 一 >= ГУП 
则 对 于 和 解 y 和 у. 处 于 区 间 ах [п AR х, 和 
х, ЗА Я, S Yn ИХ, 

(е) 如 果 把 方程 (14) 同 方程 
_  Ку”—Лух= 0) 

作 比 较 , 由 此 推出 ， 如 果 f 二 0, —в > >0,Н. y(*) 是 
方程 (14) 具 有 初始 值 у(а) =а, у’ (а)= 8(|«| + |81220) Ж 
一 个 解 ,如 果 a=0, 或 者 如 Ж 0720, ШУ > — 1 К, 
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财 这 个 解 在 区 间 ax < b 内 一 个 零点 也 没有 . 
25.6. 当 x~>% 时 解 的 性 状 。 这 里 叙述 的 定理 通 带 只 
是 对 于 下 列 形 式 的 方程 建立 的 : 
У’) у=0 (A r>a 有 时, J 是 连续 的 )。 (24) 
这 并 未 使 普遍 性 受到 重大 限制 ,因为 ,根据 25.1 节 {d), 任何 形 
如 (1) 的 方程 都 可 以 化 为 这 种 形式 ,只 \ 要 下 是 可 微 函数 . 
(а) /<0, № 25.5 节 (b) 得 知 , 每 一 个 非 零 解 的 零点 不 
多 于 一 个 ,因而 ,对 于 所 有 足够 大 的 *, 这 个 解 夭 0。 如 果 把 方 
E y” =0 取 作为 与 之 进行 比较 的 方程 , 根据 25.5 节 , 则 可 
进一步 得 到 一 些 这 种 类 型 的 定理 . 
如 有 果 对 于 所 有 的 * „JOs, EZE, И = 0 是 唯一 的 
FARY 为 有 界 的 解 . | 
(b) щ|м|-> оф, (5) — оо, Ж— АЕ yx(z) Н, 
有 有 限 个 零点 ,并 且 
‚(х 
存在 两 个 线性 无 关 的 解 u(x), ш (м), 34 м co 时 ,xd и{-»-0, 
из oo, Шз > — оо, 以 及 两 个 线性 无 关 的 解 01, 01, 24 М co $, 
01, V 120, 22, ру» ОО, 
(с) J>a?>0, 这 时 ， 每 一 个 非 平凡 角 убх), ПЕН 
一 样 ,具有 无 穷 多 个 零点 ， 即 每 一 个 解 作 无 穷 多 次 振动 ， 这 时 ， 
ЯНОВ J р Z [B| НОР Es RAEAN, 
mR >ot, f (x)=, HES) 单调 增 大, 或 
者 当 < 和 4 所 co 时 Inf(%*) 有 具有 有 界 变 差 [假设 在 这 个 区 间 上 
jx)>0 一 一 俄 译 木 编者 注 ], 则 零点 之 间 的 间隔 趋向 于 二. 如 
Ж n ЖП т» ЕРА y 0 у" 的 振幅 , 即 在 第 CRAME n + 
1 个 零点 之 间 的 区 间 上 131 和 1y/1 的 最 大 值 , 则 存在 9 一 Hamyr， 
n =limr,, Н т 二 cn。 因而 ,对 于 大 的 * 值 ,方程 (24) 的 解 
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的 变化 情况 同方 程 x” + a2 y =0 的 解 是 类 似 的 ， 
В Сх), ЖН >20, kh k/a), m (м) 
单调 减 小 ， 或 者 


1 
x 一 一 
/ Í ТУ ) 
J (z) ? 
m (z) 单调 增 大 (在 两 种 情况 下 ， 单 调 性 都 理解 为 广义 
的 )。 这 上 时， 对 于 方程 (24) 的 行 何 非 平凡 解 y), AA 
туба) =0, lim|y(*)V у) | >0. 
(d) 设 在 方程 | 
у”+в„у' +Һ„у=0 (=1,2) 
rB, 2,(х) А, (м) РАН v>a 是 连续 的 ， 并 且 设 
2135.50, hh h,—0, 
如 果 对 于 这 两 个 方程 中 的 第 一 个 ( 即 当 v==1 时 )， 每 一 
个 非 平 几 解 具有 无 穷 多 个 零点 ， 则 对 于 第 二 个 方程 (y= 二 2)， 
情况 也 是 如 此 . 
(е) у’+5у’+Яу=0; 这 时 ， 设 (А) (ур + Pr 
AH r>a ЕВ, J Ah, H хо], с-а, >В. 
ЖР, 和 Ps Ж REHE” в? + ар + B= 0 的 解 . 
пл ReRe 则 对 于 每 一 个 非 平 凡 解 ， 极 有限 
рт у (=) 
дэх У(Х) 
存在 ， 并 且 等 于 о, 或 pz. 如 果 Ар, = Re MEAE У’ + 
y=0 这 个 例子 所 表明 的 ， 这 个 极限 也 可 能 不 存在 (如果 pi 一 
px, 则 见 第 三 部 分 ，2.,106). 如 果 pi 二 ?2， 则 利用 变换 y= 二 u(%*) 
ехррү® (如 果 需 要 的 话 )， 可 以 认为 Pi 一 pz=0， 即 8—0 和 
>0. 这 时 ， 如 果 ss0 和 As<0， 则 极限 (25) 仍然 存在 ， 并 
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(25) 


B. T, 

O WREN 

(fy yY +gy=0 (14) 

rB, f # s Е, f>0, #>0, 而 fg 是 单调 的 ， 则 此 
方程 每 一 个 解 的 振幅 当 v 增 大 时 是 单调 地 减 小 还 是 单调 地 增 
大 ， 取 决 于 fg 是 增 大 还 是 减 小 . | 

(g) у’ + [1 (и) +А1у=0, ЗИ SJH r>a 时 是 连续 
可 微 的 ， 并 且 当 хоо 


Ка) =+), f @)=o(-5), 
则 对 于 所 有 的 4 二 ho 二 0 
lim [фа (%)| 


(фа 表示 对 应 于 给 定数 值 4 的 任 意 解 ) 处 于 某 些 与 1 无 关 的 
界限 之 间 . 

”如 果 当 * 关 4 时 .F(x) 是 连续 的 ， 并 且 当 *~c 时 ， 函数 
ух) =О(*-*), ҥн k>, Ш[Щ 420 时 ,每 一 个 解 p(*) 才 0 
可 以 表示 为 下 列 形式 ， 

р=р(®) зїп [Ax + oC(X)], p’ =Ао(ж) соз [Ая + о (z) ], 
其 中 pC*) 和 oC*) 是 连续 可 微 函数 ， 并 且 当 适当 选择 数 роз 
0 和 co 时， 将 有 


1 1 
pæ) во О г), С = oot O(n г). 


25.7. 具有 奇 点 的 二 阶 线性 微分 方程 。 现 在 设 在 方程 
РС) у" + Дим) у + }ьС®) у =0 
H, 系数 户 (*) 是 任意 的 半 纯 函数 . 对 于 研究 二 阶 方程 时 遇 到 
的 这 种 特殊 情况 ,从 818 可 以 得 到 以 下 结果 ， 
(a) 如 果 微 分 方程 具有 下 列 形式 ， 
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P? у’ + Р0Оу' + Ку=0, 
其 中 
P= (x —a,) (#—а.) (9-а), 
并 且 所 有 的 a 各 不 相同 , Q, К 0 т 1 2 
(mr 一 1) 的 多 项 式 , 则 此 方程 是 富 殉 斯 型 方程 .对 于 这 个 方程 来 
说 ,所 有 的 点 (包括 *=co) 只 能 或 者 是 正则 点 ,或 者 是 弱 奇 点 . 
(b) (5—5) (х) у" + (xg lx) y +h) у=0, 
在 点 * 二 8 的 某 一 个 邻 域 内 , f, S, 天 是 正则 的 , 即 可 展 为 需 级 
数 , 并 且 f(8) 隆 0， 这 时 , 点 是 正则 点 或 弱 奇 点 。 在 点 的 
邻 域内 解 的 形式 取决 于 下 列 判定 方程 的 解 : 
rr—1)f(8) +re(s) +A(Ë)=0. 
设 判 定 方程 的 解 rob 7， 这 样 来 编号 ,， 即 如 果 六 一 ”是 整 
Ж. ИЖ 0. 这 时 对 应 的 微分 方程 的 解 是 Ciy + Со», 
其 中 у, 具有 下 列 形式 ， 


y= ("Do Юань (о) 
对 于 э Mm derr 不 是 整数 , 则 有 
„= ("Do (#— Е)”, =l, TA 
如 果 4 =0, WE 
mayne + N (во 
最 后 ,如 果 艺 是正 整数 , 则 有 
ye=cyiin (xë) +(#—Ю"(—-у+ 4,9—8), (Bs) 


(这 时 ,可 能 < 二 0)。 如 采 将 表述 式 (qa) 和 (B81) 代入 微分 方程 ， 
则 可 求 出 这 些 表达 式 中 的 系数 。 如果 将 
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уб) = у(х) u(r) 
代入 微分 方程 ,利用 弗 罗 比 尼 乌 斯 法 ， 则 可 得 到 国 数 (8,) 和 
(В. 
例如 ,内 塞 耳 方程 (第 三 部 分 2.162) , 勒 让 德 方程 (第 三 部 
分 2.240) , 超 几 何方 程 (第 三 部 分 2.260) , 均 属 于 这 里 所 讨论 
的 类 型 ， 


(с) 2) И + (2 1 +) ЕСЕ 1 >= 0, 
ЕЖ #*=0 р, /(x), g (z), № (м) 是 正则 的 , 并 
Н.Л (0)7=0. ЖЕ, 点 = юж Ж жле BS ар. 经 过 
变换 у(х) =1(5), E= ， 可 将 这 种 情况 化 为 情况 (b).， 


(4) x“ (I)a (2. : =) + ®°М-- 1 2)»= 0, 


在 点 *=0 的 某 一 个 邻 域 内 ,f(x*), е (z), В(®) ДЕЛЕ MB, f (0) 
760, #(0)5=0; g (№) =0 或 £(0)>%0; a, b, с ЗАЗ. 

如 果 2 (0)520, РЖ & b 的 一 些 不 等 式 必 须 成 立 。 
如 果 42-5 +1 和 a>>c+2, 则 得 到 类 型 (c)。 PN О a< b, g 
者 ae<c+1。 这 时 х= oo 是 强 奇 点 。 为 了 使 具有 下 列 形式 的 
解 存在 ， 


у=" E cpe È, 
R= 
必须 有 : g (0)Z20, а<2 和 c<min(a—2,b—1), Ау TER 
以 表示 为 标准 级 数 形式 


y= ePWXT | ChX -& 
в=0 


的 解 存在 (P 为 Pp 次 多 项 式 ) ,必须 有 ， 
2(0)=0, с—2(Р—1)=а<с+1 
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6(0)5=0, axb, minf сБ, = 

(е) 也 可 以 在 实 变量 的 情况 下 来 研究 类 似 的 方程 。 如 果 
Ч, В ERB Ш СХ) 2 (м) ars БЕН), Н.Я 
分 


\<ғ=1<Ь-а, 


Б Б 
finas, са) elds 


存在 , 则 方程 
(х—а)? y” + [4Ч(х—а) +09) (ха) у’ 
+В + (x —a)2g (z) ]y=0 
T HK ОЕТ k >K AE. 
25.8. AME. 渐 近 解 ( 实 变量 时 ) . 
(а) 设 给 定 微分 方程 


у” + у' У? Е + у У) 
+ 一 0 y=Ü 


bs o, (26) 


x 


在 а= —1, b=b,=0 的 特殊 情况 下 ,级 数 
у= У 07) 


的 系数 ,可 以 逐次 算出 ,只 须 将 (27) 代 入 方程 (26) , H Н.Е 
х 的 回 次 项 的 系数 ， 这 样 得 到 的 级 数 (27)， 一 般 说 来 , 征 发 散 
的 ,但 是 对 于 当 *>c 时 趋向 于 co 的 解 2y(*), 此 级 数 在 下 述 
意义 下 给 出 渐 近 表达 式 


сс 
c 
? 
уе \ | х? ? 
v=0 


即 对 于 任何 整数 2220, 当 适 当选 择 4 时 ,对 于 所 有 足够 大 的 


я, 
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4 
< 


РІ 
с 
yG) 一 二 
у= 0 


成 立 ， 这 在 对 于 大 的 * EHA y(*) 时 是 有 用 的 . 
一 般 的 情况 ,只 要 270 和 2024 2 借助 于 变换 
© P(A)= ex nE), 6 =рх 
则 可 化 为 已 分 析 过 的 情况 . 这 时 ,应 适当 选择 r, fE 得 新 的 系 
数 bo 等于零 ,选择 7 ,使 得 新 的 系数 51 等 于 零 ,选择 Pp, 使 得 新 
的 系数 ao 等 于 一 1 
(b) RED E 
| y” +/(z)y + е(®)у=0 (28) 
中 ,函数 & 在 区 间 ax < 5 内 是 连续 的 ， РИ 7 是 连续 可 微 
的 。 设 在 点 * 三 4 的 邻 域 内 方程 (28) “非常 接近 于 方程 
и" +ф(х)и + Ч (х)и=0, (29) 
其 中 是 连续 的 ,gp 是 连续 可 微 的 . [例如 贝 塞 耳 方程 
x2 y” + xy” (w2—n2) у=0 
和 方程 
жи" + хи’ — п?и = 0 
EA м =0 附近 .] 这 时 ,方程 (28) 可 以 写 为 下 列 形式 ， 
у’ + фу’ + фу= PY + (0—6) у. 
设 已 知 方程 (29) 的 两 个 线性 无 天 的 解 u 和 vz. 借助 于 方 
# (29) НУЖА (М, 17.433) 


u (Š) ux (х) —и (х)и, (6) 


y, 5) = (Pu, G) и (Eu (E) 


(<š) 
可 以 得 到 


1) У. Ikeda, Math. Zeitschrift 22 (1925),р-16—25. [也 可 以 参阅 San- 
so0ne 一 一 俄 译本 编者 注 ,] 
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уб) = Сре) -FEI E) + 


| HLW) — e) 1У() У(Х, 5)46 
或 者 
у(=) =[ 1 (а) —ф(а)]у(а)у(я, а) + 


(4 
+ (= ере, 5)}+ 


HIVE) — 8E) у G, Эа. 


只 要 [f(4) 一 gp(a)]y(4) 存 在 , 则 右 端 的 第 一 项 是 方程 (29) 的 
某 一 个 确定 的 解 u(x*)。 因 而 ,对 于 >》(*), 得 到 下 列 形式 的 沃 
尔 泰 拉 型 积分 方程 


у(х) =и(х) + [А (а, Е) (Е) ЧЕ, 


在 适当 的 假设 下 ,对 此 积分 方程 可 以 应 用 逐次 逼近 法 (第 二 部 
分 2.10 Эй), 如果 进行 有 限 次 多 代 以 后 停止 下 来 ， 则 可 以 得 
到 解 的 近似 表达 式 。 = 

(c) 设 重 新 给 定 微分 方程 (28) , PI! 

Z(2) 一 0， 其 中 亏 (2) =y" +f (у +8(X)y, (28а) 
FEREBBE s) ХРЕН >a 是 连续 的 。 ЖЕ 
列 形式 的 解 ”;: 

y(%#)=¿1,(x)zi(%) + Alx) z), (30) 
其 中 =, 和 z, 是 线性 方程 组 
21=2(х)21+В(^)2., z;=y(x)z +9(%)2. 
的 解 。 如 果 А, 和 55 满足 条 件 
1) С. Fubini, Atti dccad. Lincet(6), 26(1937), p.253—259. 也 可 参阅 
24.2 (с). 
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(Иа Ау) + (a + f) СА + Аж Ау) + 
+yQ; +В + 08) + gl =0, 

(23 +28 + 4.0)” + (Ó +f) Q; 十 418 + A,0) + 
+80 +В + А0) + 54. =0, 

КЕ (30) É. y FE (28 a) 的 解 。 最 后 ,如 果 积 分 


(31) 


Је (оа, Ж 5 (®) = тах (lal, |81, 121, 190), 


收敛 , 则 这 样 的 解 (30) ,其 中 
(4), 25(5) >60, Щ r= оо, 
可 以 借助 于 级 数 


а= Уи), z= vl) (32) 
m= nap 
来 表示 ,这 些 级 数 的 各 项 由 下 列 递 推 公式 给 出 ; 


=l, wn= feun +A (0) 14, 


p = 53, „= [у Ош) +дшув„ (O), 
对 于 使 得 | 
2 (сасе 
的 所 有 + 值 , 级 数 (32) 绝对 收 合生 均匀 收 钱 ,并 有 目 以 级 数 
куле", 其 中 4 一 max(j 3，|sz|)， 


т=() 
为 优 级 数 。 除 了 (31) 以 外 ， 如 果 假 设 
а 二 427 一 0，418 十 429 ==0, 
只 要 对 于 所 有 足够 大 的 Е, ИТИК =l; И 
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о, ИЕ 


DAC „_ 42604) ALl) 
а=— p m ВЕ, уу 


3 


АДС) 
a= tS, 


如 果 | QG) е2 收敛 , 则 对 于 方程 
у" =[60(5) +112, 
可 以 假设 1 ometi 
25.9. IMERESE”, REJE 


у" (=) +} a, ot 一 :一 十 Се) LE lyre) + 


a ! 
+} ао 2 уса) =0 (33) 


h,a? 54а, o, 并 且 设 wi, Ya 在 扇形 域 


|[2|2Го>0 gQ <argz<gpi<m T+ 2: (S) 
[М жЕ ЖИ Я-А). 2201717 + 


y(2)=y"(z)exp( —a a =), 


可 将 (33) 化 为 同样 形式 的 方程 ,不 过 其 中 已 是 a,  =0. 所 以 ， 
在 (33) 中 可 以 假设 а, 0 二 0, 4, 070, 

ЖИ © 满足 方程 二 一 a20, 则 从 点 z= 二 0 引出 的 两 条 射 
线 R (zo) =0 称 为 临界 射线 ， 如 果 至 少 有 一 条 临界 射线 处 
于 局 形 域 (s) 以 外 ， 则 存在 方程 (33) 的 基本 解 组 yn ya ЛЕВ 
М8 (5) 内 可 以 表示 为 下 列 形式 : 


D М С. Hoheisel, Journ. f. Math. 153 (1924), р 228—244. 
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=e ee (1+ ) >: Z, (z) ) (y=1,2), 
其 中 о, =c, cs 一 一 c, 同时 Xn 1, Xn 2 在 (3) 由 是 正则 的 ， 并 且 
在 适当 选择 常数 СО 时 满足 不 等 式 
а (т). 
如 果 借 助 于 变换 


lo 1 


у==е°* 2Р1}, 其 中 2р=—а|,— 
把 方程 (33) 化 为 下 列 形式 ， 
y [2 + рии twe), 


其 中 оф = —а„ |, 并 且 对 于 所 得 到 的 方程 应 用 逐次 逼近 法 , 则 
可 得 到 上 述 结果 .。 = 
25.10. WBK 法 . 方程 
у" —[0 f(x) + = (х)] у=0, (34) 
у=ехр( P у «(аах ), 
化 为 黎 卡 提 方 程 
ри! + p2u2—p2?f — g = 0), 
如 采 形 式 地 求 此 方程 的 下 列 级 数 形式 的 解 ， 
и = Уи, (x)p ”*, (35) 


并 且 将 这 个 级 数 代入 (34) ,比较 p 的 同 次 寡 的 系数 , 则 得 到 
ш) 
2 


g—u—ul 
2 ug , 


s W= 


ug = +y f, Li 一 一 
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( u, 十 > и рИу+і-р ) (2222), 


2 Un p=] 


因为 必须 用 w 来 除 ， 所 以 应 当 假 设 .FA(x) 在 所 考虑 的 区 间 内 
不 等 于 零 。 如 果 假 设 级 数 (35), 以 及 由 此 级 数 经 过 两 次 逐 项 
微分 以 后 得 到 的 级 数 ,对 于 所 有 足够 大 的 p, 在 整个 区 域内 对 
x 均匀 收敛 ,那么 ;在 原则 上 采用 非常 简单 的 方法 就 可 以 得 到 
方程 (34) 的 解 。 这 种 方法 在 物理 文献 当中 通常 称 为 WBK 
u: 


Uyy = 


1) 根据 其 起 出 者 的 和 名字:， Wentzel, Rrillouin., Kramers, М В. Е. 
Langer, Bulletin Americe. Math. Soc.40 (1934), р. 545 一 582. [也 可 参阅 
H. Фреман и П. У. Фреман, ВБК-Приближение, «Мир», 1967. ЕТЕ 
本 编者 注 .] 
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第 七 章 ”三 阶 和 四 阶 线性 微分 方程 


$ 26. 三 阶 线性 微分 方程 


三 阶 线 性 微分 方程 
y" + Р(х) у" fi(x)y + Р(х) у=о0 (1) 
RA РКА: ЖЖ fs (2) 是 可 积 的 ,那么 用 


/一 xp 本 人 fa(*) ds 


滋 (1) ,我 们 将 此 方程 化 为 下 列 形式 ， 
ТАСУ +8y +hy=0. 
由 于 三 阶 方程 的 阶 数 是 奇数 的 ， 所 以 不 存在 三 阶 的 自 共 
轿 微 分 方程 。 三 阶 反 自 共 轿 微分 型 有 具有 下 列 形式 
LCD =f" + fx" + (ву) ву’ 
或 者 
Laly = (Ру) + (fy) + (gx) + 8 y, 
而 如 果 У” 的 系数 是 正 的 , 则 还 具有 下 列 形 式 : 
L,(y) =[ f( fx” +2 ву’ + Е’. 
对 应 于 这 些微 分 型 的 微分 方程 (2y) = 二 0， 有 时 仍然 简称 为 自 
共 罗 的 ,因为 在 这 种 情况 下 "二 一 工 ， 因 而 , 方程 L" (у) =0 
和 方程 L (y) =0 具有 相同 的 解 。 
如 果 уз, y НЗ TN E 
2f(fx>'y+gx=0 (170) 
的 某 一 个 基本 解 组 ， 则 xi, уу, 523 PX. 2 A ЭЕ 9 J; 3 
Гз(у) =0 的 基本 解 组 。 因 为 这 时 y: + 加 也 是 此 方程 的 解 ， 
所 以 每 一 个 三 阶 反 自 共 斩 微 分 方程 都 具有 在 所 考虑 的 区 间 的 
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任何 一 个 点 上 都 不 等 于 零 的 解 ， 只 要 其 最 高 阶 导数 的 系数 在 
此 区 间 上 处 处 都 不 等 于 零 ， 

ДИ уз, >» 是 方程 Lil) =ОС 7520) 的 两 个 线性 无 
关 的 解 , 那么 在 解 y, 的 任何 两 个 相 邻 的 零点 之 间 ‚ХЕ y> 的 零 
点 不 多 于 两 个 ,而 函数 ya 和 7 一 yY13a 一 起 有 奇数 个 零 扎 。 


$ 27. 四 阶 线 性 微分 方程 


四 阶 自 共 圈 微分 方程 具有 下 列 形式 ， 
Р(х) у] + Сеск) у’ +205) у=0. (1) 
如 果 三 不 等 于 零 ， 并 且 是 三 次 连续 可 徽 的 ， 而 8 是 连续 可 微 
的 , 则 经 过 变换 | 
убх) = f nÈ), к= [чая 
可 将 方程 (1) 化 为 下 列 形式 的 方程 ”: 
ne EGC 1 +H (5)1=0. 


此 方程 经 过 变换 
TORTOLON OI f < 
又 可 以 化 为 下 列 形 式 的 方程 
ne =DE. 
上述 变换 中 的 <(*) 是 方程 
з0о-©——20(=—) +10-®- “+ ( > у -34 +94 =0, 


处 处 都 不 等 于 零 的 解 。 如 果 假 设 v(x*) =®—, ЕР Тр 
TEAR REDE 


7 /N2 и 
30%’ +101 +10%=2+(4-) -35 +9% =0. 


1) 在 下 面 的 文章 中 求 出 了 系数 ，VV. Sternberg, Math. Zeitschrift 3 
(1919), р. 192. 
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第 八 章 ”微分 方程 的 近似 积分 法 


$ 28. 一 阶 微分 方程 的 近似 积分 


28.1. 折线 法 .如果 给 定 积分 曲线 的 初始 后 (Xo， Уо), 则 
从 微分 方程 可 以 求 出 此 积分 曲线 在 点 (zo, уо) 处 的 切 线 方 加 
(tga = У,=Х (х0, Yo))。 在 此 方 同上 加 一 线段 ， 辟 如 说 , 到达 
A(x, у), 并 且 在 这 一 点 上 重复 同样 的 作法 .于 是 , 我 们 得 到 
积分 曲线 的 第 一 次 近似 (图 24 是 对 于 方程 多 一 一 过，xo 一 2， 


x 
0 三 6， 在 等 步 长 的 情况 下 作出 的 ， 小 圆圈 表示 的 点 处 于 真 
正 的 积分 曲线 上 ). 
应 当 避 免 下 述 错误 的 结论 。 当 采 用 图 解法 时 可 能 出 现 这 种 情况 ， 
即 作 为 近似 解 而 得 到 的 折线 ， 其 形状 不 是 曲折 的 ， 而 是 很 象 一 条 连续 


1) {论述 党 微分 方程 和 常 微分 方程 组 近似 解法 的 文献 很 多 。 为 了 一 般 地 了 
解 问题 ， 我 们 仅 指 出 下 列 著 作 : Sansone; 

А. Н. Крылов, Лекции о приближенных вычислениях, 1954; 

В. Э. Милн, Численное решение дифференциальных уравнений. 

ИЛ.1955; | 

Л. Коллатц, Численные методы решения дифференциальных ура- 
внений, ИЛ, 1953; 

И. С. Березин и Н. П. Жидков, Методы вычислений, т. П, 1962; 

С. Г. Михлин и Х. Л. Смолицкий, Приближенные методы реше- 
ния дифференциальных уравнений. 1965; 

Р. В. Хемминг, Численные методы, 1968; 

Ш. Е. Микеладзе, Новые методы интегрирования дифференциа- 
льных уравнений, 1951; 

Л. В. Канторович и В. Крылов, Приближенные методы высще- 
го анализа. 1952. RFEA.) 
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可 微 曲 线 。 于 是 就 会 认为 ， 这 样 的 折线 是 对 于 所 求 积分 曲线 的 很 好 的 
近似 。2.1 节 中 的 例子 (图 2) 表明 ， 这 个 结论 可 能 是 错误 的 。 

28.2. 补充 半 步 法 ， 对 于 初始 点 (*o% ?yo)， 从 微分 方程 求 
出 积分 曲线 切线 的 角 系 数 уо. ЕР БТЕ — iE, 8 
如 说 , ЖИЗА к CG o m) (第 一 个 半 步 ,图 25， 这 里 微分 方程 和 初 
始点 同 图 24 一 样 )。 对 于 这 一 点 , 由 微分 方程 确定 角 系 数 
1. 然后 ,由 点 (Xo, Уо) Н, ЕНН n ВТ 06 ДЕ D Е 
ТЕБЕ, 但 是 这 时 经 过 的 距离 是 第 一 个 半 步 时 的 二 倍 , Ж 如 
і рКа (х1, у) (第 一 个 整 步 ) ,随后 ,将 点 (Xi, у) ШЕН Ж 
点 ,重复 同样 的 作法 ;经 过 画 到 点 (55, по) 的 第 二 个 半 步 以 后 ， 
得 到 点 (*: y) ;如 此 等 等 。 (ха, yx) 是 所 求 近似 解 上 的 点 . 
此 外 ,因为 在 每 个 点 (x,, ya) 上 未 知 积分 曲线 的 切线 也 是 已 
НУВ ИН Е (бъ, 111) 的 直线 就 古 切线 ， 所 以 有 可 
能 建立 几乎 是 精确 的 积分 曲线 (在 图 25 Е, 小 圆圈 表示 的 点 
处 于 真正 的 积分 曲线 上 ). 

引用 半 步 古 一 个 一 般 原 则 , 采用 这 种 原则 第 常 可 以 有 效 
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28 .3。 龙 格 - 霍 伊 恩 - 库 塔 法 。 设 给 定 方程 


у =f (x, у), (1) 

经 党 采用 的 龙 格 - 霍 伊 恩 - 库 塔 法 的 原理 是 ， 对 于 区 间 

LOSIS ж + В, НЕВЕ (5,,1,) ЯИ ВЫ 2 К,(=0,1, ` 
…, mm) ， 使 得 通过 点 Oo уо) 的 积分 曲线 у==ф(х), EA 
xo 十 疡 处 ， 其 纵 坐 标 1 二 (Xo 十 有 ,可 以 由 下 列表 ВАЛУ 
能 精确 地 给 出 ， 
k= yo АЕ (Ё, т) Tot Rnf Fm, Nm) 

“ 尽 可 能 精确 地 ?这 名 话 的 意义 在 这 里 应 如 此 理解 ， 将 等 式 
р' (50+ №) = ДМВ, p(x th) ЕН фр ЯП / J 
h Їй жЕ ВАЕ, p ДВЕ Z АУЛА дЕн [8] ВУ. 

这 时 ,应 当 有 o=o m= уо, АМ 

& == Xo+ @һ, = Уо + Воі, А: =Af (Š, 10), 

¿= +h, ем ВИА», № =h f (Èi, 91), 


LEE SE EE E S E E o E a E E E S S O O E a E O O E E O E E a E a E a E E E E E E a E 


В, av В, 的 选择 应 当 与 无关， 

按 下 述 方式 进行 求解 ， 对 于 通过 点 Oo, уо) 的 积分 曲线 
у= ф(х), 在 彼此 等 距离 的 点 Yo Xi мо, (Z,  —x,=h>0) 
EPHE уо, yi Yatee, WE уф, (я), 并 且 可 以 根据 预期 的 
精确 度 , 选 用 下 列 公 式 中 的 某 一 些 , 来 逐步 确定 yi, yote 

一 阶 公式 ， 

Yy y =А f (x,, y,), 


£ = hf (x, >»), = f(x, 二 h, y, +), 


1 
Ут Jy =z С^ + 4») 


或 者 
1 1, ` 
k =k f (x,, У,), = Д =, um У, + 6 үр 
Yyy y, = 0: £, + o. 
三 阶 公 式 ; 
1 1 
# = hf (х, У) „= х, um y, +-у% ), 
а= f(x, +h, у, -2 4%), 
1 2 1 
У gat p^s 
| 1 1 
4 =) f (x,, V), &=h х, +, Yy t-A] ), 
2 2 
ka=h f(x, 2, y, +2), 


1 ‚3 
Ysp =p А + 0: £; + 4 3° 


s 182 = 


4 


四 阶 公式 ，: 


A =R f (z, Yr), b=, f(x, +h, x, +A), 


=h f(z +", y, +> №), ky=h f(x, + R, x, +3), 


1 1 1 1 
— 一 一 Å — р — p, a. — р 
Yyy+1 Уу == 6 1 十 3 2 十 3 gT 6 i 


或 者 
Ë 一 k hfl +lh l; 
1 一 fix, Yy), 2 — f Ar 十 本 У 3 1j» 
orel 2, 1 
ka=h f(x, +A, 一 全 ki + №), 
ky=h f(x, +h, у, +H- + 3), 
1 3 3 1 
A 
还 有 其 他 一 些 同样 类 型 的 公式 ， 


一 般 说 来 , 随 着 远离 初始 点 о, 误差 越 来 越 快 地 增加 . 为 
了 得 到 误差 的 近似 估计 ,可 以 一 次 取 步 长 器 进行 计算 ,再 一 次 


取 步 长 全 进行 计算 。 这 时 ， 由 普 阶 公式 得 到 的 近似 解 的 识 


差 ,近似 地 为 上 述 两 次 计算 结果 之 差 的 二 

28.4. 插值 法 和 逐次 逼近 法 相 结合 ， 如 果 要 求 方程 (1) 
对 应 于 初始 条 件 ФО) = yo 的 积分 曲线 у= (=), WE jk 
等 距离 的 点 20, Ма, Мо ete (Enyi 4n =й)>0) 上 ， 取 任意 一 些 
数值 у0= уо, Ул, Ya (例如 ， 对 于 所 有 并 取 Ул= xo, 或 者 
取 那 些 已 经 处 于 所 求 积分 曲线 附近 的 点 (я, 9) — ЖИ 
好 ) ,然后 , HASS Onm 28)， 并 且 建 立 在 点 * 二 * АЕН 
及 的 插值 多 项 式 〈 按 拉 格 朗 日 公式 ， 和 牛顿 公式 ,或 者 用 有 限 
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差分 法 )。 积分 这 个 多 项 式 , 在 点 Yo, Yi *2,，** 上 得 到 一 组 
更 准确 的 值 旭 三 yo У 32, 对 于 这 一 组 值 ， 重 新 采用 同样 
的 方法 ,并 且 继 续 下 去 ,直到 依次 地 得 到 的 近似 解 彼此 之 差 开 
始 小 于 允许 误差 时 为 止 。 如 果 把 代表 由 这 种 方法 最 后 得 到 的 
近似 解 的 序列 的 各 项 ,用 > 来 简单 地 表示 , 则 有 
np(Xn). ` 
例如 ,如 果 利 用 贝 塞 耳 插值 公式 , 则 得 到 ， 


пъ tSr A? fat А? fn- 


2 12 2 
11 ААУ 191 а... 

7 720 2 60480 2 
(п=0,1,2, ++ *;7=0, 1, 2, +°), 并 且 由 此 得 到 下 列 求解 格 
yx: 

并 * 
хо № fo yo fo 
АЎ АР) 
х у Л A? fo У fi 
| Afi Af} 
х; м f A? fy Уз f . 
Afi Af? 
хз 33 Р A? }% уз А 
А f; A f : 
sa HH Л A? f3 yi fi 


为 了 得 到 应 处 于 以 * 表示 的 位 置 上 的 数值 ,必须 将 处 于 
相应 各 列 中 的 数值 进行 外 插 ， 或 者 将 这 些 列 的 数值 由 下 向 上 


1) ГА, №. И. С. Березин и Н. П. Жидков. Методы вычисле- 
ний, т. Í, 1966, гл. П; В. Л. Гончаров, Теория интерполирования и 
приближения функций, 1954; И. Ф. Стефенсен, Теория интерполяции, 


1936. 一 一 俄 译本 编者 注 .j 
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这 种 方法 的 优点 在 于 ， 求 解 过 程 中 的 容许 误差 或 微小 误 
差 可 以 自动 地 修正 . 

28.5。 阿 达 姆 斯 法 . 这 种 方法 的 基本 思想 如 下 : 如果 对 
于 方程 (1)， 要 在 彼此 等 距离 的 点 Yo 51, Мо, eee (а-я, = 
#>0) E, 求 满足 初始 条 件 y = g (o) 的 解 у= Са) 的 近似 
值 ,那么 作为 准备 阶段 ,应 当 对 于 某 几 个 点 zo, x 4, +++, м СЇ 
дп, =3), 算出 函数 ф(х,) 在 这 些 点 上 的 足够 精确 的 近似 值 
yy( 需 要 算得 尽 可 能 地 精确 ， 关于 这 个 准备 阶段 如 何 进 行 , 见 
28.6 节 (a))。 在 完成 这 一 步 以 后 , 对 于 这 些 > 算出 数值 ,二 
Р(х, у,) ,并 且 像 28.4 节 那样 ,建立 插值 多 项 式 Р(х), P (z) 
在 最 后 的 mx( 例 如 ,m= 二 4) 个 点 x, 上 取 值 f,。 将 此 插值 多 项 
式 积分 (例如 ,积分 限 从 x, B Xn), 则 得 到 数量 (5.1) 的 
近似 值 Улы. 这 就 是 外 插 法 的 第 一 阶段 ， 借 助 于 Улы 算 出 
ть Yni), 现在 又 可 以 利用 对 应 于 最 后 区 个 点 的 插值 多 
项 式 来 计算 ya42( 外 插 法 的 第 二 阶段 ), 如 此 等 等， 

这 里 仍然 可 以 利用 贝 塞 耳 公式 作为 插值 公式 ， 贝 塞 耳 公 
КАННА AEA: 


kasa =h >|, ЕЕ (С) (2) 


реу х,(0= ё, 4 一 1 一 下 十 1) 上 取 值 轧 ; 这 时 
У Ра Дл, У! Ја А fa- fa У” Ўв УСУ”! fa) 
和 | 


и? 
a (u) =u, а1(и) ==, 
u2 и? 
a, (и) = 502и 13), ази) =, (t 2), 
a (u) = (6 и +45 и +110 u +90), 
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25(2) = 了 — = (2 ut F 24 u3 + 105 va 十 200w 144), 


ав (u) 一 ——<— (12+ 210 м1 +1428 u3 + 4725 и? + 


60180 
+ 7672 u+ 5040). 
这 种 外 播 法 可 以 按 两 种 方式 进行 . 
(а) 直接 外 插 法 .这 时 ,利用 由 (2) 推 出 的 公式 
yn 二 ra 1 v f, += f, +y’ f, + 
4-291 
* 720 У. + 
或 者 公式 (效果 更 好 ) 


Kass 2 f, + (V, + vf, + 94, + УЗ» + 


з f, + -19087 


6 „++ 5 
60480 V /"+ | (5) 


388 Y 


+ vŠf,) ——— g V Íh +295}, -3у6/,) +Ñ я сү BE 
并且 利用 下 RRR. 
Yn-3 Уһ fn Уи 
V] n=? V?fn-ı 
n2 Yn-2 fn- Уи znt 
_ Vfni v3f, | 
Kn Yni Jn- ‚ Vf n | 
у}, | УЗ я +1 
X n Yn Ў, | У 
Vj 
Я Уп аи 


在 阶梯 线 以 上 , 第 二 列 中 所 有 的 数值 在 准备 阶段 的 计算 
中 已 经 得 知 ; 以 后 各 列 不 难 由 第 二 列 算出 ， 借助 于 (3) 或 (4) 
ЖН yx+1; 以 后 便 可 计算 阶梯 线 以 下 的 量 。 然后 , Wanti К 
4% n ,再 由 (3) 或 (4) 求 出 ya 如 此 等 等 

(b) 借 助 于 逐次 近似 的 逐步 外 插 法 。 也 称 为 内 播 法 .在 
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进行 准备 阶段 的 计算 以 后 ,由 (3) 求 出 第 一 次 进 似 值 ро, E 
意 在 (3) 中 只 取 第 一 项 或 只 取 前 两 项 .利用 这 个 第 一 次 近似 
值 , 求 出 下 列 格式 中 处 于 阶梯 线 下 的 数值 ， 


na | Улһ-—3 лв Vif ne s.. 
Дм ОГАЕ 
X, 5 Уп-2 Ўа-3 f Уи ..* 
v 站 一 V3fn | 
Xni Yn- fni У? 
уў, | УЗ +e 
Жл Ун fn | у. ... 
yfe | y? БИ 4 
Жаы Ул feai УД tetere 
УР: es... 
Vhal Л TELEZET 
V3j и 
У нь N 
УД зы y? n+ “ 
Yn+1 f n+l V2f 2 
Vfh+2 


хаа Уны, foru 
利用 这 些 数值 ， 按 照 公 式 (2) ， 假 设 其 中 S =», E5 fna 
二 十 1, 即 按照 公式 
Yna- y. =h| ЎЗ. _ VB.) 一 т-у =. УЗ: 一 
一 = т 一 下 УЗ ео Vf + +. | (5) 
求 出 第 二 次 近似 值 Ул. ЭРЕН. yir К У, 重复 进行 同 
样 的 计算 ;直到 得 到 是 够 精确 的 近似 值 时 为 止 . . | 
一 般 说 来 ,， 当 采用 这 种 方法 时 , 近似 值 很 快 收敛 于 数值 
ya+1( 在 大 多 数 情况 下 只 要 这 样 霸 近 两 ,三 次 就 足够 了 ) ,ynti 
又 被 取 作 为 进一步 计算 的 根据 。 这 种 方法 的 优 上 后 是 ，(5) А 
中 的 系数 显然 比 (3) 式 中 的 系数 小 ,所 以 这 种 方法 通常 比方 法 
(а) ЖЕ. 
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28.6. 对 阿达 姆 斯 法 的 补充 ， 为 了 按照 阿达 姆 斯 法 进行 
搓 际 计算 ,采用 逐步 外 播 法 比较 方便 。 这 时 ,可 能 有 此 方法 的 
各 种 变形 . 现 将 其 中 的 某 一 些 列 举 如 下 . 

(a) 当 进行 准备 阶段 的 计算 时 , 必须 对 于 很 少 的 几 个 后 
о, Ж, 3%n( 尽 量 精确 地 ) 求 出 解 y=202) 的 近似 值 . 这 前 
常 是 可 以 做 到 的 , 如果 以 震级 数 的 形式 求 p), 并 且 将 此 级 
数 代 入 方程 中 ,来 确定 其 前 几 项 .当然 ,也 可 以 利用 其 他 的 一 
般 方法 (例如 ,2.2 节 或 28.4 节 中 那 种 形式 的 逐次 逼近 法 ， 
28.3 世 那 种 形式 的 龙 格 - 霍 贫 因 - 库 塔 法 ,等 等 ). 

(b) 对 于 只 限于 考虑 三 阶 差 分 就 是 够 了 的 情 帝 ( 当 如 充分 
小 时 ) ,存在 28.5 区 方法 (b) 的 下 述 变 形 . леп н, M 
《2) 推出 


| 4 
Уһ+152Уһ-3 + ZAC f, — fnit 2 1-2) = 


= Yn- + 44( ав 20у) (6) 
另 一 方面 ,存在 辛 上 人 上 生 公 式 


1 
Улы” Yn =i HZA S ari 十 4 fn + Ри) = 


= Ya- t „(2 Ў, + van ). (7) 


一 般 说 来 ,第 二 个 公式 比 第 一 个 公式 精确 , 但 是 ,如 果 只 
知道 数值 Yn- ttt, Yn， 用 第 一 个 公式 便 可 求 出 улаа 的 近似 
值 . 如 果 足 够 准确 地 求 出 了 这 些 数值 , 则 可 以 根据 公式 (6) 算 
出 第 一 次 近似 值 уль, 然后 利用 公式 (7), 其 中 假设 f... = 
xb 7941) ,来 改善 这 个 近似 值 . | 

前 四 个 数值 Y-i Yo У, У 的 计算 (准备 阶段 的 计算 ) 可 
按 下 述 方式 进行 ， 我 们 从 
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名 1 一 ?0 一 ifo， 名 三 3 加 二 了， 和 一 yo 二 221 
出 发 ,算出 及 1, 了 73, 奶 , 后 面 的 近似 值 可 按 公 式 (6) 进行 计算 ， 
而 下 一 次 的 近似 值 则 可 根据 由 (2) 推出 的 下 列 公 式 来 计算 ， 


1 
у= уо #(+4Л + Хо), 
1 | 
у= Уо+-уү*С—Л1+18/1+ 13—12), 


1 
у= yi (АА +. М), 


Еа E BT Pta ЛЗ ERE У, Л, fi, НАК, ҢА Л 16 Ж Л, 
按 同样 一 些 公 式 算 出 y;。 重复 进行 这 样 的 过 程 , 直到 达到 预 
期 的 精确 度 时 为 止 。 

(с) 阿达 姆 斯 法 的 下 述 变 形 也 很 方便 .如 果 略 去 较 高 阶 的 
差分 , 则 当 £ = Xni = да, 4 一 有 十 2 时 ,由 (2) 得 出 : 


Yny Ini =h | 2fa СР vf) |+ 


| аа Уна |. (8) 
зп 28.50) КАК ri Pr Ir Е LI ЕВЕ ВИ, 
那么 ,在 公式 (8) 中 可 以 首先 抛 开 第 二 行 , 而 按照 公式 

| 2 万 + 本 (Y2 访 十 Ye) | | (9) 
计算 у. АЛГАН Р =S Gu. эў), PERH 
阶梯 线 以 下 填写 一 斜 行 数值 。 在 (9) 中 以 4+1 代 夫 n, ЖЩ 
Ур, 再 填写 相应 的 一 斜 行 数值 ， 以 后 , 可 以 在 公式 (8) 
中 对 于 yia SABEER 


h 4f0 l 
dna = У Резо Уч |. 
为 了 进行 下 — №, ТЕ (9) rh ЖЖ Нло КЕ п, ЖЩ 
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Уй+з, 并且 填 写 下 面 的 一 斜 行 数值。 然后 , 可 以 求 出 Ont Аш 
此 等 等 . 


5 29. 高 阶 微分 方程 的 近似 积分 


$ 28 中 叙述 的 方法 能 够 应 用 于 一 阶 微分 方程 组 ， 这 就 意味 着 也 能 
应 用 于 高 阶 微分 方程 ( 见 8 14). 对 于 二 阶 微分 方程 ,由 于 其 重要 性 ,我 
们 来 比较 详细 地 分 析 几 种 解法 . 
29.1. 一 阶 微 分 方程 组 的 近似 积分 法 。 
(a) 折 线 法 。 例 如 ,如果 给 定 方程 组 . 
у=} (х, y, z), 
== (Л, y, 2), 
则 建立 积分 曲线 在 平面 *y ЛП х2 上 的 投影 , 即 曲 线 y= у(х) 
和 2=2(х®), 
例如 ,在 图 26 上 画 出 了 方程 组 
y =z, 2’=у 
通过 点 “三 0, y=0, 2=—11) 积分 曲线 , 此 积分 曲线 是 按照 
28.1 节 的 折线 法 画 出 的 ( 步 长 大 小 为 0.1)。 小 圆圈 表示 真正 
积分 曲线 上 的 点 . 
应 用 28.2 а 
(b) 龙 格 - 库 塔 法 。 当 将 28.3 节 的 公式 运用 到 方程 组 
у(х) =} (м, у, 2), 2=5 (Хх, у, z) (1) 
时 ,例如 ,二 阶 公式 给 出 ， 
k=hf (х, Yy, Zy), Ц=№8(М,, Yv, Zp), 
= (x, +h, y, t Èi Zy + Li), 
ls=hg (х, +A, Y, +, zZ, + L), 


1 1 
yy Jy = (+ 6а), Zy z= (Tm), 
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ЕЯ 26 


第 一 个 四 阶 公 式 给 出 ， 
= h f(x,, У», 2,), 
2 f y 十 ә + У, 十 9 А z, + 2 А 
А ё / 
з= А (x —- 一 全 _ 2. 
3 f , + 2’ y, + 9? 2, + о , 
B=h f(x, +h, y, + А z, + l3), 
lı=hg (*,, . 2,), 


й Ë / 
2 £ | Эг У, + -5- , т Ь 
¿,= h (= 一 2 | 2 
3 8 十 了 У, + 2: то ) 


L= ће (х, +h, у, А, z, +43), 
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1 
yy 一 yy 一 gi +24542 А +44), - 


Zy y= -- 

(с) 阿达 姆 斯 法 ， 这 里 仍然 需要 首先 对 于 某 些 个 点 Yo 
др, 得 到 未 知 解 之 值 的 足够 精确 的 近似 值 Yv, Zya 如 
果 对 于 方程 组 (1) 选 用 28.5 节 的 方法 (a)， 则 可 以 利用 8 28 
的 公式 (3) (或 828(4)) ,以 及 由 8 28 (3), 将 у, Л Я z, g ЖК 
幸而 得 到 的 另 一 个 公式 ， 于 是 得 到 ， 

fn=f Xn, Уһ, Zu), = (М, Ym Zn), 

除了 28.5 节 (а) 对 于 了 的 差分 表 以 外 ,还 应 当 列 出 对 于 
£ 的 男 一 个 同样 的 表格 ， 

29.2。 对 于 二 阶 微 分 方程 的 折线 法 。 28.1 节 和 28.2 市 
的 方法 可 以 直接 应 用 于 二 阶 方程 , 而 不 是 明显 地 转化 为 一 阶 
方程 组 . 

这 可 以 按 下 述 方式 来 进行 。 在 图 27 上 画 出 了 方程 ( 见 第 
三 部 分 6 .43) 


(lit 2h +2 tL). 


_ бу’ + уу’ =0 
满足 初始 条 件 ?(2) =6, y (2) = 一 3 的 积分 曲线 。 

从 给 定 的 yy # У’ 的 初始 值 以 及 微分 方程 ,得 到 7 (2) = 
=3. AW T y (2) 和 у”(2), 便 可 求 出 曲线 y) 和 (z) 
EA х=2 ВЫ. НЯ <=2.25 为 止 , Ч 以 将 这 些 切线 取 
作为 第 一 次 近似 ， 所 以 当 *=2.25 时 ， 从 微分 方程 可 以 求 出 
у” 的 值 (第 一 个 半 步 )。 把 这 个 近似 值 取 作 为 数量 y fE x = 
二 2.0 4] 2=2.5 的 区 间 . 上 的 平均 值 , 并 且 取 作为 在 此 区 间 . 上 
近似 于 曲线 y(*) 的 线段 之 方向 的 更 准确 的 值 。 将 此 近似值 
在 上 述 区 间 上 积分 , 则 给 出 y(2.5) 的 近似 值 ， 这 样 ,我 们 得 
到 уу ТЕН, #=2.5 的 近似 值 。 第 一 步 到 此 结束 ， 对 于 下 
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-3 À 


图 27 


一 个 长 度 为 0.5 的 区 间 也 应 用 同样 的 方法 。 以 后 的 两 步 仍 然 
取 步 长 为 0.5 的 区 间 , 接 着 再 进行 两 步 , 步 长 均 为 1。 小 山 转 
表示 真正 积分 曲线 上 的 上 所。 

28.3. 对 于 二 阶 微分 方程 的 龙 格 - 库 塔 法 ， 

对 于 方程 

y'=fG%, у, У’), (2) 
РУНА ЛЗ: 
ki=h f(x,, у, У»), 


h h А ХА 
ё, 一 严 帮 4 十 一 + — у; Ар y + - L) 
2 Д У ә? У» > 2: 8 b Уз 2 } 
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h h h ka N 
= fd x, t ft sap ya № 
, A т, У n Yit >) 


| о 
АИ, + h, У, НРУ, + s 十 人 р 
Уму, АА, 其 中 А„= y, + (++ ka), 


Р 1 
У»+1 = A, +65 (kat Ratka). 


特别 是 ,对 于 方程 
у=} (м, y), (3) 
这 些 公 式 则 简化 为 : 
£ = hf (x, x), 
А h h 
Вен жиы) 
: /\®% T> Ут р 1 ј» 
Аз = Є + y thy, + ) 
. | * * * v 2 4 
‚1, 
Yyy = У, + ВВ, 其 中 В,= у, +- (h +2 е), 


Ууц = B, 十 — (24 + Аз) . 
29.4. 对 于 方程 y =/(х, у, у") 的 阿达 姆 斯 - 施 特 尔 默 
(а) 如 有 果 在 方程 (2) 中 假设 y =z， 则 得 到 两 个 一 阶 方程 
的 方程 组 (1) 的 特殊 情况 ， 例如 可 以 利用 下 列 公式 С 29.1 
(6)) 进 行 计算 
6 Шан =h f,++ at NV fa 4 Y 198 
和 


D и 92803) 一 样 ， 只 是 这 里 三 上 县 另 一些 数 值 
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м Yngi = Yny 2 y, + Уа 
= + 3 rt 4 n 一 一 V5 n 
fnt v fut sv fa t 212. Уф ОУ fa + 


863 
+-15696 V /» T e. (4) 


(b) 在 利用 28.5 节 (b) 的 逐步 外 插 法 时 ， 为 了 使 近似 值 
Уп ИИО, УЖА УХХ, 


1 | 
У Yny = Yn 2 Yn + Yni = f, t-z Уз}, 


; , 1 
Уп Ун-1 =ң 2 fn + Та Раа). 


29.5. 对 于 方程 g'=f(x, g) 的 阿达 姆 斯 - 施 特 尔 默 尔 
Ж. 

(а) 在 这 种 情况 下 ,可 以 只 用 一 个 公式 (4) 进 行 求解 。 这 
里 我 们 采用 下 列 格 式 : 


А пз Yn-3 У ya fn-3 v2f,,—2 .. 
V Va-2 Vfn_2 V3f,- a `° 

Xn-2 Ул V? Yni f aa ү?) л-1 е 
У Уу». УХ _1 v3f, 

2.1 Yni У Yn 万- v2f;, " .. 
Ау, v fr |З и 

x, Yn | V? Уул fn | V2f а 
У Ул. | | Ул 

nyi Уп+1 Рал 


在 求 出 处 于 阶梯 线 上 面 的 所 有 数量 以 后 ， 公 式 (4) 给 出 数值 
V2yn+li。 因 而 就 可 以 利用 求 出 的 Ул 和 Уны 来 计算 数量 
fnan Af, a с КАЛЕ НАУ RH V Ynn 在 公式 (4) 
中 用 +1 代替 7, 如 此 等 等 . 

(b) 为 了 解 所 论 类 型 的 方程 ， 如 果 上 略 去 四 阶 以 及 更 高 阶 
的 差分 ， 则 可 利用 下 列 公式 ， 
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Упа К i Yn-2— Yn а 人 (5 户 二 2 太 - 1+5 Ул 2) = 


= Es h2 l fni + yf, )， 


(5) 
u t ga Oa 
= Ул Yn- | HRY f, + тә У EV? Уна), 
如 果 只 是 略 去 六 Е MERMA У. 
Уп 1 Yan = Yn-4 ~ Ул-5 + 全 (67 记 一 8 
+ 122 f,,-2— 8 11-367 4), (6) 


h2 
Уп Yn = Yn-2™ Yn-3 + 540 TS + 


+232 fn +222fn-1+232fn-2 +17 3з), 
在 这 两 组 公式 的 每 一 组 当中 ,第 二 个 公式 通常 是 比较 准确 的 . 
按照 这 些 公式 来 进行 计算 ,其 过 程 同 28.6 节 (b) 一 样 。 
(с) 同 在 28.6 节 (c) 中 一 样 , 可 以 按 下 列 公式 进行 计算 ， 


У уһ} =№ f, + (v2f, + v3fn) | +941, | 
(7) 


диз! ==> У 1 ураа |. 


如 果 求 解 格式 (a) 阶 梯 线 以 上 均 已 填 满 , 则 由 公式 (7), 首 
ЖЕ# Ж д, 得 到 近似 值 ул 然后 ， 算 出 相应 的 数值 yz. 
利用 这 些 近 似 值 ;就 可 以 求 出 修正 量 ngi. 

29.6， 对 于 方程 у' =f (x, g, у’) Бан. 

设 对 于 微分 方程 

у” =f (м, у, у”) 
的 未 知 解 y (x), 在 点 % АНИ М НЕРСЕ уо, 
Уо. HREF 7220 BF, АЖ ЗИН Ж АП Же, = y (%,) 
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及 其 导数 у= у’ (м,), у= у" (z,) 之 值 ， 并 且 首先 对 于 
y=1,: ,5, 算 出 这 些 值 . 根据 给 定 的 初始 值 ， 从 微分 方程 求 
出 


У = (Zo, Уо, Уо). 
按照 泰勒 公式 近似 地 得 到 


ГА А? f # , ГР 
УЖ уо + Ву, + -yo Yo Yo t h Yo, 


然后 ,仍然 利用 原 微分 方程 求 出 yi. ОКЕ, MEN 
下 表 中 前 面 一 些 行 


to У hyo Е Уб 

а | ает "э | =+ з-у | у 

х | ya=y1+ hy + hy2 =ћу + 2 yt у? 

уз АА á У? py = hyk + 2 Е у? д У 

п | yysthyt y | ayay аур | у 

n | or 
修正 量 5-95 у» | _ вг=һур ~ Ву; 


xs ?5 hys 


| A ‚ооу h _. 
E7 y =s thyYs 十 2 y5 hye=hys + 2—75 
EREA 
— ‚ h? ti 
У, + h y; 十 > 4 


гр, 函数 和 一 阶 导 数 的 值 , 可 以 供 助 于 此 表 中 间 两 行 ， 由 它们 
在 点 vo 的 值 来 代替。 于 是 得 到 
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Ys yo 十 5һу-+—- (9 +7 уу +5 2+3 уз 54), (8) 
ARR ИИ 


k n А, h? 2 Рі (4) „з 9 _ сб) 
z 910037 Уо +6 ру ИУ 
hê 、 
+15” -T У +... (9) 
并 且 将 这 些 级 数 代 入 (8) , ША 


А2 n {42 
yo + 5 Ау + 25 5 TETTEL =; + 4201 + 


+ 192022 + 8790y, 


61 
而 对 于 真正 的 值 ,泰勒 公式 直接 给 出 


h? Д = m ht 
ns =y 5 hy 25 Уо T125-— Yo + 6250 + 


+ 3125 + окр +, 
о! 61 
因而 ,为 了 得 到 真正 的 值 ,必须 对 近似 值 增添 修正 量 


АЗ 
9 = 5 — Ys = 35- 


5] x +205 ура 1205234 


+ 6835-494 Өө, 
在 这 个 修正 量 中 包含 着 9》 的 高 阶 导数 ， 而 计算 这 些 高 阶 导 数 
ДЕ лейт Е Ву. ТЕД 96 


_ _5_ 


Ò= V5 — Y; = 541 2-09 у; +20 y1 一 29 yo) 


来 代替 д", О 是 这 样 来 选取 的 , 如 有 果 把 0 按 泰 勒 公式 展开 ， 利 
用 (9) ,得 到 
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0 Аз ИР ht h° 
9= 3515 十 205-557 十 3729 С уь + 
14525 #6 
TU 6 
其 中 前 两 项 与 9” 相应 的 两 项 正好 相同 ， 以 后 两 项 同 6 的 相 
应 两 项 差别 不 大 , 大约 是 3% 和 6%， 


相应 地 得 到 在 数量 hys 上 增加 的 修正 量 ， 
в= ћу hy =y — (11 y5 +5 y1—16 yo). 
下 一 步 计算 是 在 数值 xs, hy; 上 增加 修正 量 9， 8; № ys, 
һу: 是 相应 的 修正 过 的 数值 ， 用 *5 代替 *o, 借助 于 这 些 数 
值 ,可 以 继续 进行 计算 ,对 于 * 二 *6,，'…*, М, 求 出 数量 y, у”, 
у” 的 几 组 新 的 数值 ;在 点 vi 得 到 的 数值 ， 如 上 面 对 于 *s 处 
的 数值 所 做 过 的 那样 进行 修正 ,如 此 等 等 。 


yte 
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第 二 于 分 ” 边 值 问题 和 特征 值 问 题 


第 一 章 п 阶 线性 微分 方程 的 边 值 问题 
和 特征 值 问 题 ? 


关于 低 阶 方程 ,首先 是 二 阶 方程 的 边 值 问 题 和 特征 值 问 题 ， 已 知 的 
个 别 的 特殊 结果 ， 要 比 可 由 下 述 一 般 理论 得 到 的 结果 多 得 多 。 从 这 些 
特殊 问题 中 获得 的 大 量 事 实 ， 可 以 得 到 研究 更 一 般 问题 时 的 某 些 出 发 
点 。 也 可 以 引用 这 些 比 较 特 殊 的 问题 ， 特 别 是 最 简单 的 问题 一 一 具有 
任何 边界 条 件 的 方程 vy -4*y 王 0, 作为 实例 ,来 说 明 一 般 理 论 。 BWE 
工程 问题 和 物理 问题 中 所 遇 到 的 一 些 边 值 问题 和 特征 值 问题 , 大 多 数 
十 自 共 罗 的 ,并 且 可 以 归结 为 二 阶 方程 或 四 阶 方程 ;其 中 ， 弹 性 杆 件 的 
纵 回 振动 和 扭转 振动 问题 中 得 到 的 是 二 阶 方程 ， 而 杆 件 的 横 癌 振动 问 
题 中 得 到 的 是 四 阶 方程 。 


5 1. 这 值 问题 的 一 般 理论 


1.1。 家 示 法 和 初步 注 记 。 设 函数 7(*) ЯП Г, (x) ZE X ЇН] 
a<x=b 上 是 连续 的 ,并 且 f/f,(%*) 关 0， 借 助 于 这 些 函 数 构成 
齐 次 微分 型 


1) [目前 已 有 论述 边 鸽 间 题 和 特征 值 问题 理论 的 大量 著作 。 为 了 更 详细 地 
了 解 这 一 理论 ， 可 以 阅读 下 列 书 夭 ， 其 中 包含 证 明和 进一步 的 参 落 车 目 : Ince; 
Наймарк: Courant 和 Hilbert; Sansone; Tricomi; F. У. Atkinson, Dis- 
crete and Continuous Boundary Problems, 1964 (ж; Ф. Аткинсон. 
Дискретные и непрерывные граничные задачи, 1968); Coddington 和 


俄 译本 编者 注 ,] 


Levinson. 
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(у) = > Л, (м) у (1) 
v=0 


和 线性 微分 方程 
L(yx)=/(%);. (2) 
对 应 的 齐 次 方程 具有 下 列 形式 ， 
(у) =0. (3) 


选取 常数 асо, В, 使 得 矩阵 
| 0502. „+ a70 p. .. BDP 
| (4) 


. a 6 E SE S SE SE SE SE ооо ú °. оз з эз с а 


ae .. а 1) pL- . BGP 


的 秩 为 m Р n—1 次 连续 可 微 函数 y(*) 建立 表达 
yÑ 


(у) = Y [ау (a) + 80у (b) 1 
x= 0 


(u=1, "+, m), (5) 
НСА) RER АЕ y Са) яд 
УКАЖИ 25 ET. РАЗА U , 和 给 定 的 数 
Уһ, НЕН ЖШ ЯЕ | 
U (y) = ур (и=1, ***,т), _ (6) 
如 果 所 有 的 六 二 0， 则 这 些 边 界 条 件 称 为 齐 次 的 
微分 方程 (2) 和 边界 条 件 (6) 一 起 ， 构成 边 值 问题 . 解 边 
值 问 题 ， 就 是 寻找 微分 方程 (2) 的 解 y= p (2), 使 得 当 
и=1, **.,т hF,U ,(9) =v7,. 
如 果 微 分 方程 和 边界 条 件 都 是 齐 次 的 ， 则 边 值 问题 称 为 
齐 次 的 ; ;在 其 他 任何 情况 下 , 边 值 问题 都 称 为 非 齐 次 的 ;如 术 
六 一 0， 但 是 了 (*) 半 0， 边 值 问题 有 时 称 为 半 齐 次 的 . 
在 这 种 一 般 的 表述 之 下 ， 边 值 问题 的 概念 也 包含 通常 的 
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何 西 问 题 ( 在 点 a 给 定 函 数 及 其 前 7 一 1 阶 导数 之 值 ). 

显然 ,函数 p(x*) 三 0 是 任何 齐 次 边 值 问 题 的 解 ;这 个 解 称 
为 平凡 解 ， 齐 次 边 值 问题 的 解 ,只 要 关 0, 则 称 为 非 平凡 解 . 

如 果 Pi, `, ФА 是 某 一 个 齐 次 边 值 问题 的 解 则 它们 的 
任何 线性 组 合 Сур, + ---3 Сарк (具有 任意 系数 C), 也 是 这 
个 齐 次 边 值 问题 的 解 . 

因为 齐 次 方程 (3) 具 有 7 个 线性 无 关 的 解 ,由 这 些 解 借 助 
于 线性 组 合 可 以 得 到 此 方程 的 任何 解 ， 那 么 对 于 每 一 个 齐 次 
边 值 问题 ,只 要 它 具 有 非 平 几 解 , 则 在 在 一 组 * 个 线性 无 关 
的 解 Pi, °, Ph, 使 得 此 边 值 问题 的 任何 解 都 可 以 表示 为 
Фа, *-*, 8 的 线性 组 合 ! 在 这 种 情况 下 , 齐 次 边 值 问题 称 为 4 
重 可 解 的 ; 数 《 称 为 可 解 性 的 重 数 ， 或 边 值 问 题 的 指数 。 例 
如 , 边 值 问 题 

у’ =0, 300) +5" (0) =5У(1), у (0)=y’(1) 
具有 指数 2, 因为 1 和 * 都 是 此 问题 的 解 。 如 果 齐 次 边 值 问 
题 设 有 非 平 凡 解 , 则 假设 4 一 0. 
设 фь фә 是 非 齐 次 边 值 问 题 的 两 个 不 同 的 解 ， 则 ф= 
一 2 显然 是 对 应 的 齐 次 边 值 问题 的 非 平 凡 解 。 

如 果 wo 是 非 齐 次 边 值 问 题 的 基 一 个 解 , 则 任何 解 都 可 以 
RRA ро + p КО, Е р 是 对 应 的 齐 次 边 值 问题 的 
解 。 

1.2。 边 值 问题 的 可 解 性 条 件 ， 存 在 设 有 任何 一 个 解 的 
边 值 问题 >。 如 果 已 知 方程 (2) 的 解 po 和 方程 (3) 的 基本 解 
组 pi, +++, Pr ， 则 边 值 问题 (2) (6) 是 可 解 的 ,并 且 具 有 下 列 
形式 的 解 ， 

| gp —= Фо Cpi t eer + Ср, 


l) 例如; у’=0, y(a)- y(b)=1, у' (а) +у’()=0. 
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当 且 仅 当 系数 с, 可 以 这 样 选 择 , 即 使 得 o 能够 满足 边界 条 件 
(6) .因此 可 知 ， 为 了 使 边 值 问题 是 可 解 的 ， 其 充分 和 必要 条 
=, ЖЕ 
К Cn) U (фо) — 71 
U һ(ф) ... U ,,(@,.) О „ (Фо) 一 
和 和 矩阵 


= [Ulp ++ С, Сф.) | 
| О с ө | м 
U „(ф1) ++: Un Са) 
具有 同样 的 秩 ， 

如 果 和 矩阵 (7) 的 秩 等 于 ~, 则 对 应 的 齐 次 边 值 问题 是 ?一 
重 可 解 的 ; 因而, 如果 т< n, 在 任何 情况 下 ， 此 边 值 问 题 都 具 
有 非 平凡 解 , 如 果 m = n, 则 当 且 仅 当 
U (gp) ++. О, Cn) 
О (oil) ... U „(фһ) 
ЫЕ ЕН ОЕ UE ЖЕГЕ АЖЕ: т = 
n 时 ,或 者 给 定 的 非 齐 次 边 值 问题 仅仅 具有 一 个 解 ， 或 者 对 应 
的 齐 次 边 值 问题 至 少 具 有 一 个 非 平凡 解 . 

1.3. 共 罗 边 值 问题 .现在 假设 ,函数 /,(*),? 二 1,2,………， 
2 具有 直到 ， 阶 的 连续 导数 D; 这 时 ,可 以 构造 与 工 ҖЕП 
分 型 


D 这 个 假设 可 以 碱 习 ,如 果 工 可 以 表示 为 下 列 形式 ; 
L= E Chag, = e 
*+=1) 


其 中 ryz. ESSren Ty tSr fir +s ,=n, ЖЕ, гл, 例如 只 要 求 存在 直到 
max《r，s) 阶 的 连续 导数 就 驶 了 ?因而 ,特别 是 如 果 
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L* (у) = DODD”. (8) 
IP n ЕНГА u (2), v(x*)， 下 列 拉 格 朗 日 恒 等 
式 成 立 ( 见 第 一 部 分 17.6 T): 
vL (u) —uL" (v) =- Flu, v], (9) 
其 中 
<и, = S" „ә (PUO frw )2, (10) 


r= 


由 此 得 到 格林 公式 
b 


ола uL" w) ая =. [ua, vl (11) 
РАЗА BU Zi Иш ЛЕ: H 


и(а), и' (а), ++, и" О (а), n(b), м" (b), +++, иет (Б) { 
v(a), v’ (а), «+», VTD (a), v(b), v’ (Б), ++ +, VODO), 
(12) 
Жз БАО ЖЕНЕ 1, ЕН ХЕ RTIA. 
设 给 定 边 值 问 题 
L(u)=f(x%), „(иу=у„ (и=1,‚,+,*+,‚ т). (13) 
因为 矩阵 (4) 之 秩 为 т, 所 以 可 向 此 和 矩阵 补充 27 一 部 行 ; 从 而 
得 到 行列 式 不 为 零 的 方 隆 。 因 此 ,由 这 个 方 阵 构成 的 方程 组 
n=] 


U ,= s Fæ” и (а) + 8, и (Ьу (=1, - + • ‚2 п) 
к==0 


Л 
10у) = 2. Сару» (п=2 ћ), 


则 只 可 存在 直到 * 阶 连续 导数 就 够 了 , 星 然 按照 三 文 这 里 本 来 要 求 F 在 直到 2 z 
阶 连 续 导 数 。 公 式 (9) 一 (11) ,以 及 后 区 在 1.3 节 和 1.4 节 中 包含 的 所 有 结论 ;对 
于 微分 型 (*), 以 及 根据 第 一 部 分 17 .5 节 和 17.6 节 所 建立 起 来 的 共 四 微分 型 和 
双 线 性 微分 型 了 ”多 ,仍然 有 效 , 而 不 必 做 任何 变动 。 
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可 以 解 出 ибо (а), мб? (b), 
如 果 将 这 样 通过 U, 表示 的 数值 ue (a) 和 и? (В) А 
ARGI) Уй, 则 得 到 关系 式 


b 
Ји) и” (v) dx =UV ant U,V,,- + HUn 1, 


ft 


НЕ V вв 是 关于 (12) 的 第 二 行 中 的 那些 量 的 线性 微分 型 。 边 
值 问题 
L*(w)=0; Г„()=0 (и=1,.::2п—т) (13) 
称 为 与 边 值 问 题 (13) 是 共 轿 的 ， 可 证 , 共 轿 边 值 问 题 同 采 取 
什么 方式 将 矩阵 (4) 补 充 为 方 阵 这 一 点 是 无 关 的 . 
例 ， 设 给 定 边 值 问题 | 
и"--8(ч)и=0; и(а) -2 (6) =0, 2н (а) и (5) =0, 


这 里 
L(u)= 1* =u t gu, Zlu, el]=%6—auu,s 
U,=x*(a)+ 2ulb), U,=242(a)+ u! (b), 
例如 可 以 假设 
U,=u(b), U,=%w(a), 
F AE 


Ги те (b)e(b)— ulh) (b) — u lavola) t иба) (а) = 
=v (п) 07, С) U, —[2 v (a) +->'(b)JU,—[o(a)+ 2 vb) IU. 
因而 
V,=—s*(a)—2 vb), У, = —2 v la)— v (b), Va=rlb), Vs=v (а). 
жа Як ТЕ ИЛЕ TIER: 
и(а)--2 (6) =0, 20 (а) 1-0 (6) =0, 
即 同 原 边 界 条 件 是 一 样 的 ， 
如 果 原 边 值 问 题 (13) 中 的 也 和 寞 条 件 是 齐 次 的 ， ИН 
界 条 件 具有 下 述 性 质 ， 对 于 相应 地 满足 (13) 以 及 (13") 的 边 
界 条 件 的 任何 一 组 数 (12), 双 线性 微分 型 ZS 于 零 ， 因 而 对 
于 相应 地 满足 原 边 界 条 件 和 共 轿 边界 条 И: 的 任 何 两 个 函数 
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n(x), v(x), SER 
b 
f [vL (u) —uL* (0) ]4х=0 


成 立 . 这 个 重要 性 质 是 共 轿 边界 条 件 所 特有 的 . 
当 有 目 仅 当 对 于 边 值 问 题 (13*) 的 每 一 个 解 Сас), 等 式 


Pb 
Госса) аа = v V ,,, GU) +... Ут п-т (W) 


成 立时 ， 边 值 间 题 (13) 是 可 解 的 。 如 果 齐 次 边 值 问 题 


L(u)=0; U,(u)=0 (и==1, +, m) (136) 
可 解 性 的 重 数 为 4, 而 对 于 (13”) 的 相应 的 重 数 为 好 , 则 有 
^*=А-тр— п, 


因而 ， 如 果 т= п, 则 使 得 边 值 问题 (130) 和 (13 ) 中 的 每 一 个 
是 可 解 的 ,其 充分 和 必要 条 件 为 男 一 个 也 是 可 解 的 ;并 且 这 两 
个 边 值 问题 具有 同样 的 可 解 性 的 重 数 . 

以 后 我 们 将 总 十 假 设 т=п, 

1.4. 自 共 罗 边 值 问题 ， 齐 次 边 值 问 题 


L(u)=0; U,(u)=0 (иж, п) (14) 
称 为 是 SE KHER, йд ЖШ Л 48 B] АЙ # t H: 1 gp НУ E [Е 
т“ (и) = 0; Ў„(и) =0 (и=1, +, п) (14*) 


(其 中 2 用 4 来 代替) 在 下 述 意 义 下 是 相同 的 ， 第 一 , Lus 
二 "(Ww), 即 工 (ww) 是 自 共 亏 微分 型 ( 见 第 一 部 分 17.5 11), #5 
二 , (14) 和 (14") 的 边界 条 件 是 等 价 的 ， 即 满足 (14) 的 边界 条 


件 的 每 一 组 数 
и(а), w (a), «++, UP (a), и(Б), w (В), «++, што (b), 
(15) 
也 满足 (14”) 的 边界 条 件 ,反之 亦 然 . 


为 了 判别 给 定 的 边 值 问题 是 否 是 自 共 思 的 ， 大 多 数 情 识 
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下 可 以 利用 下 述 准 则 ， 边 值 问 题 (14)? 是 自 共 箔 的 ， 当 且 仅 汉 
L(u)=L*(u), 此 外 ， 对 于 任何 两 组 数 一 一 (15) 和 


u(a),ə' (a), |+., VTD (a), ъ(Ь), V’ (b), ++, VP (b), 
| (15а) 
二 者 全 都 满足 (14) 的 边界 条 件 ， 一 一 等 式 
52 Ги, vs=0 


成 立 ， 其 中 Z [u, v] 是 处 于 格林 公式 (11) 中 的 双 线 性 微分 
型 . 

Ш РОЛ, ЗЕН и) 一 L*(w)， 具 有 周期 边界 
216875 (ЁК || 

Г.(и) =0; ч (а) =u (b) (y=0,1,*** n —1) 
ЖЕҢ JESO. ЖЕБЕ, ДН БЛА Ж КЕЙПИН GAPE ЇНЇ) 

LG) =0; и(а)=0, w (а) =0, ---, u- (a) =0 

不 是 自 共 冰 的 边 值 问题 . | 

还 必须 指出 ,可 以 从 1.3 节 后 一 部 分 得 出 下 述 重 要 事实 . 
半 齐 次 边 值 问题 

Г(и) =} Ся); И„(и)=0 (u=1, п) 

如 果 是 这 样 的 , 即 与 其 对 应 的 齐 次 边 值 问 题 是 自 共 罗 的 , 则 当 
且 仅 当 对 于 齐 次 边 值 问题 的 每 一 个 解 U (x), S Ñ 


P 
Јоду) ағ =0 


成 立时 , 它 才 是 可 解 的 . 
1.5. 格林 函数 。 设 给 定 齐 次 边 值 问题 
L(y)=0; С,(у) =0 (и=1,+++,п), (16) 
并 且 对 于 函数 ,除了 连续 性 以 外 ,仍然 什么 也 不 要 求 。 定义 
在 正方 形 <<*, E<b ARRS TC, E) 称 为 此 边 值 问题 的 格 
ЭКЕА Ж ВНР ИРИ Ж, ЖК ЕЁ ЖЛЕ? 全 定 的 微分 方程 的 基本 
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解 ( 见 第 一 部 分 17.4 节 ), 并 且 对 于 每 一 个 固定 的 $, 20, 
作为 * 的 函数 ,满足 (16) 的 边界 条 件 ， 

如 果 齐 次 边 值 问 题 (16) 只 有 平 几 解 > 三 0, 则 对 此 问题 存 
在 唯一 的 格林 图 数 ， 如 果 已 知 方程 Z(y)==0 的 基本 解 组 
yi1(X),…，yn(*)， 则 可 按 下 述 方式 来 建立 格林 函数 。 对 于 
每 一 个 5 ,a 5 <b, 求 出 线性 微分 方程 组 


oy @)= 0 (х=0, · .. п—2), 


= у 


=] 


ВОЛИ c (8), +, с, (£), Ra KH EH 
У! b,U (уь) — > c,U ,, а(5,) (и=1, s, n) 
p=] 


vz=1 
的 解 bp (š), . °. ., b, (š), 其 中 С, аз U u b ЕЕ 
U (y) =Ü „n aly) +U ,, , (2) 
中 与 a 和 与 2 有 关 的 部 分 ， 最 后 ,假设 a, =b, =e, X] 
> ‘а, (ë) у, (х) 当 азия, 


У = | 


r(x, 6) = 


РІ 


У", (Е) у,(5) 当 as<s<yYs2 时 ， 
"= ] 


按照 第 一 部 分 17.4 节 中 的 表示 法 ,也 可 以 写 为 


r (x, pn, (17) 


其 中 
g(x, E) у (5): ++ yn (м) | 
— U (g) U (y): U (Yn) 


. . з + G 0 ç G 9? o úu @ ú b > S т b É а тзт т е „= 


U, (zg) U ,Cy1) . ‘Un(yn) 
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ыу ж ёш 


ii ARRITI 
A=Det| U Cya) | (p,q=1, 9,7). 
一 般 说 来 , 当 5=a 和 *=2 时 ,表达 式 (17) 并 不 成 立 , 但 是 在 
这 种 情况 下 有 
T(x, а) =lim Г(а, 8) 和 T(x, Б) = ая, 8), 


例子 见 第 三 部 分 2.1,2.6,2.14,4.1. 

如 果 齐 次 边 值 问题 (16) 只 有 平凡 解 у= 0 , 则 根据 1.3 蔬 
的 后 一 部 分 ,对 于 共 轿 边 值 问 题 也 有 同样 的 情况 ， 因 此 ,对 于 
共 思 边 值 问 题 也 存在 格林 函数 (x,$) ,并 且 

Гар =T (E, м). 

如 果 章 次 边 值 问题 (16) 是 自 共 斩 的 ,因而 T (O, £) =Г (Е, z), 
HI (z, E) 是 对 称 函 数 。 如 果 所 讨论 的 微分 方程 是 反 自 共 弧 
的 ( 见 第 一 部 分 17.5 节 ) , 则 有 F (z, © = —T (E, x), 

1.6. 借助 于 格林 函数 解 非 齐 次 边 值 问题 设 给 定 半 齐 
次 边 值 问题 

L(y)=f(z); И„(у)=0 (ГЕО; и=1, **.,п), (18) 
并 且 设 对 应 的 齐 次 边 值 问 题 只 有 平凡 解 。 如 果 C (<, 8) 是 在 
1.5 苇 中 定义 的 格林 函数 , 则 ” 


b 
y (2) = ÈT (æ, E) f (8) 4 (19) 


是 半 齐 次 边 值 问题 (18) 的 解 . 因此 ,利用 公式 (19) ,对 于 任何 
函数 f (х) ,可 以 立刻 写 出 相应 边 值 问题 的 解 ， 
解 更 一 般 的 边 值 问题 
10у) = f(a); Идти (и=1, +, n), (20) 
可 以 化 为 解 某 一 个 特定 的 简单 边 值 问题 ， жили, шя 
wa(%) 是 边 值 问 题 
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L(y)=0; Ug(y)=1, U,(G()=0 (452%; и=1, n) 
ор) 
的 解 , 则 


-fr (x, Е) f E) dE + Drno) 


足 边 值 问 题 (20) 的 解 

最 后 ,为 了 解 边 值 问 题 (21)， 只 须 找 出 方程 L(y) 二 0 的 

基本 解 组 pu +, Фи, 并 且 . 选 择 常 数 c, 使 得 р (x) =c + 
… 十 cao 是 边 值 问题 (21) 的 解 . 

1.7。 广 义 的 格林 函数 >. ТЕ 1.5 池 中 ,格林 函数 是 在 齐 
次 边 值 问题 (16) 没有 非 平 几 解 的 情况 下 建立 的 。 但 是 ,如 果 
将 格林 函数 的 定义 作 一 些 改 变 , 则 可 以 使 得 当 (16) 具有 非 平 
几 解 时 , 半 齐 次 边 值 问题 (18) 的 解 仍然 能 写成 (19) 的 形式 . 

例如 , 设 齐 次 边 值 问题 (16) 是 * 重 可 解 的 ;这 时 , 存在 广 
УНИИ ГС, E), М ае р, Г (x, EH О 
йа Пош, 并 且 有 具有 基本 解 的 性 质 (c)，(”)7，(0) 

见 第 一 部 分 17.4 节 ) ,而 条 件 (8) 应 作 如 下 改变 : 

(8") 对 于 固定 的 5$, ЛЕ aq a<; ЯП š S * <b 每 一 个 

当中 ， (x, 6) 是 微分 方程 


L(y)= — Y1 p (x)o, (Ë) (29) 
的 解 ; 这 里 v1(x),，…, w(x) 是 同 (16) ЕАН — 


1) М D. Hilbert, Grundzüge einer allgemeinen Theorie der 
linearen lntegralgleichungen, Leipzig und Berlin, 1912; Courant 和 
Hilbert, 卷 1 XV. W. Elliott. meric. Journ. Math. 50(1928), р. 243 一 
258;51(1929), р. 397—416, [4.97208] С. Л. Соболев, Уравнения мат- 
ематической физики. 1954. (Ж: С. Л. 索 伯 列 夫 ,数学 物理 方程 , 高 
等 教育 出 版 社 ,1958.)。 一 一 俄 译本 编者 注 。] 
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"Ls ж 


组 线性 无 关 的 解 , 而 Vi(Cxz) ---, pk (x) 是 满足 下 列 双 正 交 性 
条 件 的 任意 一 组 连续 函数 ( 见 2.2 节 )， | 


B 
(а,б) об) =e, д (Pg= AP, 
这 时 ， 
b 
y (z) = Í Tr, ES EdE (23) 


是 半 齐 次 边 值 问 题 (18) 的 解 ， 只 要 此 边 值 问题 一 般 是 可 解 
的 。 | 

i o (x*,) 是 广义 的 格林 函数 之 一 ， 则 任何 广义 的 格 
林 函 数 可 以 表示 为 下 列 形式 ， 


~ _ k 
Г (x, š) =La (z, 8) + Уи. (x), (e), 
P=] 


H u, +++, и» 是 齐 次 边 值 问题 (16) 的 某 一 组 线性 无 关 的 
ДЕ, НП Wil), ,whACY) 是 一 些 任意 的 连续 国 数 ， 
如 果 给 定 pp 和 ФН. 


hb 


Ј.С, С) 


е 


Det 520 (р,9=Ь..., 4), 


则 存在 一 个 且 仅 存在 一 个 广义 的 格林 函数 Г, 对 于 这 个 函 数 


ñ 
Jr (x, EV ,(w)dx=0 (e=1,--,4). 


D 如 果 齐 次 边 值 问题 (16) 是 自 共 力 的 , 则 可 选择 个 线性 无 关 的 解 ui,…… 
wun， 使 得 


h 
f u (w)u(w)dz = €p 
a 


这 时 可 以 假定 рь Vo u, 
#211 ° 


在 这 种 情况 下 , 共 斩 边 值 问题 的 广义 的 格林 函数 等 于 广 (w, D 
= ` (š, x). 

为 了 建立 广义 的 格林 函数 , 可 以 采用 类 似 于 1.5 554 Ж 
的 方法 ， 假 设 


> 4)u, (х) м из, 
у=] 


Г (z, E) =Ф (zx, E) + 


rz 


Jb (Eu, (х) ща li, 


其 中 Dlx, E)E E (22) 的 这 样 的 解 ,这 个 解 及 其 前 п —1 阶 
导数 在 点 + 一 a ЩИРА, u, .…, иһ 是 齐 次 边 值 问题 (16) 的 
线性 无 关 的 解 ; 而 Мань +++, Un 是 方程 L(y) 二 0 ЮЖ, < 
些 解 同 и, +++, up 一 起 构 成 此 方程 的 基本 解 组 。 这 时 ，a4,, b, 
a ARBEL. STARRI RRE. 并 且 应 2425 1] шщ, 
eu 已 经 满足 边界 条 件 ， 例 于 见 第 三 部 分 2.1,4.1, 

为 了 实际 求解 半 齐 次 边 值 问题 (18)， 使 用 下 面 的 格林 函 
数 公式 最 为 方便 。 如 果 齐 次 边 值 问 题 (16) 古 4 重 可 解 的 ， 则 
当 2<5<0 时， 


r(x, ©) - 260. 5) А 
其 中 
g (z, š) Uki (X) + и„(х) 


U, (£) 7»! (ив) ... U kyin) 


Z (x, 5) 一 
Ug) Оби) ++ 0,0) 
A=Det|U ,(u,)] (u, »”=%+1, +, n); 
e (x, Е L(y)=0 的 基本 解 , 而 ива, Иру, ***, Un ARE 
此 方程 不 满足 (16) 的 边界 条 件 的 线性 无 关 的 解 。 这 时 ， 边 界 
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条 件 应 如 此 编号 ,使 得 ^ 天 0. 


52. 方程 LSO? Heyf) 的 边 值 问题 
和 特征 值 问题 


1 特征 值 和 特征 函数 ， 特 征 行 列 式 A(A). iL) 
FMU.) 的 意义 同 在 1.1 节 的 一 样 ， 设 函数 ea) 在 区 间 
Га, 2 上 是 连续 的 ， 并 且 拓 0。 我 们 研究 含有 某 一 个 参数 7 的 
一 般 边 值 问题 

L(y)+4g(z#)y=/f (z); И„(у)=у, (一 1 ++, п) (1) 
和 齐 次 边 值 问题 | 
L(y) +4 Е (4) у=0; U ,(y)=0 (и=1,...,п). (2) 
在 齐 次 边 值 问 题 (2) 中 , 常常 要 求 确定 参数 4 的 一 些 值 ， 
对 于 这 些 值 , 齐 次 边 值 问题 (2) 具 有 非 平 凡 解 (特征 值 问题 ). 
这 些 参数 值 称 为 特征 值 ， 特征 值 的 集合 称 为 特征 值 问题 的 谱 ; 
而 对 应 的 齐 次 边 值 问题 (2) 的 非 平 凡 解 称 为 此 边 值 问题 的 
特征 函数 . 
如 果 对 于 某 一 个 参数 值 , 齐 次 边 值 问题 (2) 是 4 重 可 解 的 
(多 1.1 而 ), 则 认为 此 特征 值 是 * 重 的 ， 
如 果 | | 
pil”, À), +++ Prt, 2) 
是 (2) 的 微分 方程 的 基本 解 组 ， Ы 
pP (a, А) 一 ep а (p=1, ***, п; 9 一 0 ,7 一 1)， 
则 | 
AQ)=Det|U,(@,)]| (u,v=1,.**, n) (3) 
称 为 特征 值 行列 趟 。 MA 1.2 b nfn, РНН 23] ЕЖЕ 
3540) MEA. 特征 值 加 的 重 数 小 于 或 等 于 作为 函数 
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A() 之 根 的 2 ВО. A(4) 是 4 的 整 函数 (一 般 说 来 ,是 超 
越 函 数 )。 可 能 会 有 这 种 情况 ，A (4) 三 0 , 即 每 一 个 4 都 是 特 
征 值 [ 见 第 三 .部 分 2.9 (е)]. kn AAE o , 则 全 体 特征 值 
.不 会 超过 可 数 个 ,因为 不 恒 等 于 零 的 整 函数 的 零点 不 会 多 于 
可 数 个 。 同 时 我 们 看 到 ,特征 值 连续 地 依赖 于 微分 方程 和 边 
界 条 件 ， 这 连续 依赖 的 意义 一 般 应 理解 为 零点 也 可 能 是 多 重 
ВЈ. 
例 . 对 于 特征 值 问题 
y'+4y=0; у(а)=у(Ь), y'(a)= y'(b) 


应 当 假 设 
| рее hx М ¿= №00, 
Ф: = 1, x эң 4 一 0， 
l chès, men kx 当 А=—5°< 0. 
这 时 | 
2 —250352(6—а), 
А(2) = 
2— 2661 (6—а), 
如 特征 值 构成 序列 


2 
„=( ==) s то==(,1,2,*, 


并 且 当 和 天 0 时 ,所 有 的 4 都 是 二 重 的 。 见 第 三 部 分 ,2.9. 


1) 这 两 个 重 数 不 一 定 相同 : 例如 ，4=0 是 特征 值 问 题 
ул; y0) ~ yD +-1-у' (1) =0, y' (0) =0 
的 简单 特征 值 ， 但 是 它 却 是 相应 的 行列 式 
AG2)= 1 -chk+ >* sh& (@=)) 
的 二 重 根 . 


• 214 • 


以 后 将 要 讨论 特征 值 癌 题 的 下 述 两 个 基本 理论 问题 . 

大 于 求 特征 值 的 问题 . 对 于 齐 次 边 值 问题 (2), 作 怎样 的 
假设 时 ， 一 般 都 会 存在 特征 值 ? 在 什么 情况 下 有 无 穷 多 个 特 
征 值 ? 什么 时 候 特 征 值 是 实 的 ? 对 于 特征 值 的 大 小 可 以 作 怎 
样 的 论断 ? 

关于 按 特征 函数 展开 的 问题 . WR u, 是 齐 次 边 值 问题 
(2) 的 特征 函数 ， 那么 ,在 怎样 的 条 件 下 ， ЕН) Е (х) 可 
AFRA и, (OERA ОК ку) 

P(X)= Усуи, (ж), 

2.2. ЗЕЕ. VENERA. M 

在 设 每 一 个 阔 数 Jf, АЗ > 阶 连 续 导 数 0， 这 时 对 于 微分 方程 
L(u) +Ави= 0 ` | 

ЯГА ЗЕРЕ, НЯ В) 17.5 ЗА У АН 
РЕ, 

Ге (v) +Аво= 0. | 

因为 双 线 性 微分 型 也 [uv] (WD. 1.3 sb) 不 包含 有 十 和， 
所 以 同 齐 次 边 值 问题 (2) ЗЕЕ ИНН. U 

L(y) +Ag(*)y=0;F (у) =0 (и=1,-+.*,п), (4) 
其 中 三， 仍然 表示 1. 3 市 中 所 求 出 的 表达 式 ， JEM 不 依赖 
于 14, 也 不 依赖 于 g. 

从 1.3 刷 可知, 齐 次 边 值 问 题 (2) 和 共 罗 边 值 问 题 (4) 具 
有 同样 的 一 些 特 征 值 , 并 且 在 两 种 情况 下 特征 值 的 重 数 是 相 
同 的 ， 

如 果 4” 是 两 个 不 同 的 特征 值 , &(*) 是 齐 次 边 值 问题 


1) -或 者 二 应 为 1.3 节 向 注 中 指出 的 那 种 形式 的 籁 分 型 , 并 且 清 足 那里 所 人 
述 的 条 件 . А 
2) [对 于 实 的 4。 一 俄 译本 编者 注 . 1 
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(2) 对 应 于 5 的 特征 函数 ,w*(*) 是 共 罗 边 值 问题 (4) 对 应 于 
1" 的 特征 函数 ， 则 从 格林 公式 可 以 得 到 下 列 双 正 交 性 关系 
式 : 


À 
[едит к) йя 0. 


如 果 和 是 4 重 的 特征 值 , 则 有 边 值 问题 (2) 的 一 组 线性 无 关 
的 特征 函数 щу, ee, uk 和 边 值 问题 (4) 的 一 组 线性 无 关 的 特 
EER Vi, ,vk 与 ho 相对 应 ;并且 这 时 


P 
[аби (ао, (а) dr= 0 当 рӯд B. (5) 


НА (2) зе 0, 那 么 一 般 只 要 特征 函数 存在 , MASA ЛЕВА 
级 的 完备 双 正 交 夭 
u (X), u(x), +++, 
а), Ca) (6) 
即 分 别 为 边 值 问题 (2) 和 边 值 问题 (4) 的 不 多 于 可 数 个 的 特 
征 函 数 的 集合 ,使 得 对 应 于 某 一 个 特征 值 2 的 每 一 个 特征 函 
数 u(x), 可 以 表示 为 对 应 于 恋 4 的 有 RA ER 函数 u, 的 线 
性 组 合 ( 对 于 wv 也 有 同样 情况 ) ,并且 这 时 关系 式 (5) зе. 
рл (А) O0 , 则 对 于 每 一 个 不 是 特征 值 的 2, 根据 1.5 
“т, 可 以 建立 格林 函数 (格林 耶 解 式 ) TO, ЕД), ГЕЯ 
2 的 半 纯 函数 ;只 有 特征 值 才 可 能 是 此 函数 的 极点 ,并 且 在 点 
А 处 极点 的 重 数 小 于 或 等 于 作为 函数 AG 之 零点 的 4 的 重 
数 . 如 果 2o 是 重 特 征 值 ,而 La eet, us FO Ua ee, wu 是 对 应 
于 )o 的 特征 函数 双 正 交 系 ,并 且 № 是 Г(х, E, 12) 的 一 阶 极点 ， 
则 有 


p 
faeu avp 0 (p=1, :::,0), (7) 
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而 函数 T (w, š, 人 相对 于 点 5» 的 残 数 等 于 
> иь(®)уъь(&) 
Ь 


"= J g (2 u, (1) 0, (1) dt (8) 


这 一 点 对 于 按 特征 函数 展开 2 洽 定 的 函数 是 很 重要 的 (hL 2.5 
节 ). 
2.3. 规范 化 的 边界 条 件 ; 正则 特征 值 问 题 .通过 对 于 (2) 
的 边界 条 件 进 行 线 性 变换 ,可 以 得 到 
U,(y)=U, a(y) +U, (У), 
Hp U p a, U ,ss 具有 下 列 形式 ， 
а! 
U paly) = ау (а) + У а, „У (а), 
вл (9) 
U 607) = Ву) (5) + Уі Añ, yP), 


Га, | + 18,1220, 
п руу 0, 0А, 
(规范 化 的 也 分 条 件 ).。 
当 «(жуз0 Pf, 可 以 按 下 述 方 式 从 这 些 边 Эт ЖЕР 0127 
出 某 一 类 。 方程 
J.T (х) о" + Ск) =0 
的 解 是 n 个 连续 函数 oC), ee, wn (х). 它们 可 以 这 Е 
号 ,即使 得 对 某 一 整数 4, 不等式 
Rew, (х) <ўіро, 169) 051, +, п—1) 
对 于 处 在 局 形 域 
tZ <arg „< Сря 


内 的 所 有 复数 值 e 成 立 ， 对 于 这 些 p 值 建 立行 列 式 
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O (sp, 5+1) = Det |9, ‚ | (и, y=1 у °**, n), 


其 中 
«о (а) 4 э›<р—1_ 时， 
9 =4 *” 当 УР ШЕ 
ü Su, pti 当 »v=p+1 Ff, 


Воб: (Б) щщ væp+2 В. 
当 为 奇数 (n= 二 2p 一 1) 有 时 ,如 果 无 论 是 对 于 


А 5 
Su, р-р“ (а), Sa p+1 = Вр (5), 


Sp p= puo (b), s, рар 08, (b), 
H 有 9720, WJ 特征 值 问题 称 为 正则 的 ?。 当 为 偶数 (一 
2 P) 时 ,如 有 果 无 论 是 对 于 
an(a) Sp „= Во (Б), 
还 是 对 于 
Su, p= Puo" (b), Su ра 0.08, (а), 
均 有 8 天 0, 则 特征 值 问题 称 为 正则 的 . 
当 n==2 时 ,只 有 边界 条 件 ” 
ay’ (а) + Ву’ (Š) +уу(а) +ду(Ъ) =0 
aw (а) уба) + Ве. (В) ў (5) 一 0 
是 非 正 则 的 ， 其 中 а | + 181 2>0, Пу ©: (а), о, (5) 分 别 为 方 
Fë 
f, (%)o2+ g (2) =0 
之 根 在 点 a FUA РИН: РЕ, ВНА ЕЯ] 
题 ( 见 2.6 节 和 9.2 节 ) 都 是 正则 的 . | 
对 于 偶数 т=2 Pp, 所 谓 的 “斯 图 姆 型 边界 条 件 ” 


D 这 里 只 要 满足 1.1 节 中 指出 的 条 件 就 够 了 。 
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n—1 я—1 


Утау(а)==0, Уу (Ь) 一 0 (и=1, +", P) 
v=0 


=ù 
是 正则 的 ;这 里 边界 条 件 的 一 半 只 与 点 4 AR ma- FRS 
点 2 有 关 . 其 次 ,周期 边界 条 件 | 
y” (а) = у (b) (@=0,1, +++, n—1) 
是 正则 的 .[ 同 斯 图 姆 型 边界 条 件 不 同 的 分 组 的 边界 条 件 


"— | 


U „(у) = ауа) =0 u=], ++., т, т, 


ii 


U,(y)= 2.8.90) =0 u=m+], 


是 非 正则 的 ,其 中 前 前 m 个 边界 条 件 只 与 点 4 36, 其 余 的 边 
界 条 件 只 与 点 2 有关. 一 一 俄 译本 编者 注 。] 例 如 ， 当 nz=3 
时 ,如 果 一 1 个 边界 条 件 只 与 点 4 或 点 8 之 一 有 关 , 则 此 边 
界 条 件 是 非 正 则 的 ， 

2.4. 正则 和 非 正 则 特征 值 问 题 的 特征 值 ， 如果 А (2) 5Е 
0, 齐 次 边 值 问 题 (2) 是 正则 的 (因此 ，g 关 0 一 一 见 2.333; 福 
意 ;还 有 开关 0 一 一 见 1.1 55), Г, ЯП є E п KERT M 
的 ,而 函数 -1 是 7 一 1 次 连续 可 微 的 , 其 余 的 ,是 连续 的 ， 
则 存在 无 穷 多 个 特征 值 . 当 п 为 奇数 时 , 这 些 特 征 值 都 是 一 
重 的 (其 中 有 限 个 可 能 除外 ); 可 以 把 特征 值 排 成 两 个 序列 

Ал, Aa, eee; АЖ, A (10) 

使 得 一 个 序列 在 下 述 意义 下 逼近 于 虚 1 轴 的 一 半 ， 而 另 一 个 
ДЕЕР 1 轴 的 另 一 半 ， 


һ=(т—) (+=) к= (2) (1.52), (11) 


其 中 
sf; 


Ге (х) 4 
ЖЯ? 
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这 里 五 表示 菜 一 个 h 的 有 和 界 函数 (还 可 能 依赖 于 其 他 的 量 ). 
当 为 偶数 时 ,所 有 的 特征 值 (其 中 有 限 个 可 能 除外 ) 的 重 数 
是 1 或 2 特征 行列 式 A(%) 的 零点 ,如 果 将 其 中 的 每 一 个 取 
得 具有 相应 的 重 数 , 则 可 排列 为 两 个 序列 (10) 的 形式 ,使 得 


О (ай \"/ К, Og oni nf Ey, 


其 中 | 
b п 
№” — — sign | я/ | 2 (X) x 
V = 5 cerol fi f, (x) 4 | N | 
这 些 零 点 同时 也 是 特征 值 ， 但 是 多 重 的 零点 不 一 定 是 多 
重 的 特征 值 。 因 此 , 当 半 为 偶数 时 ,特征 值 渐 近 地 逼近 于 实 半 
轴 之 一 在 两 种 情况 下 ， 由 公式 (11) 和 (12) 可 知 , 24 h 取 大 
值 时 ， 特 征 值 在 很 大 程度 上 与 边界 条 件 和 微分 方程 的 系数 无 
R. 
对 于 在 2.3 节 来 尾 列举 的 非 正 则 边 值 问题 ， 可 以 得 到 类 
似 的 结 采 
2.5. 给 定 的 亢 数 按 正则 和 非 正 则 特征 值 问题 的 ЖУЙЕ 24 
数 之 展开 。 国 数 1, cos Ах, sinks (k 为 正 整数 ) 是 特征 值 Fl 
题 


у"-+Лу=0; 5(0)=у(27), уУ'(0)=у' (21) 
的 特征 函数 ， 因 此 , ЗЕ НОВА Е (м) 按 齐 次 边 值 问题 (2) 
的 特征 函数 完备 正 交 系 或 双 正 交 系 展开 为 级 数 
Е(х) = > cu,(%), (13) 
是 傅立叶 级 数 展开 的 推广 . 
ЯП А (1) 520, + Н.Ж ХШ {ЙИ (2) 具有 无 穷 多 个 特征 


1) ГА Наймарк, 5, ЕТ M. В. 15 32 + Kerru) Ж #4 
м. — ЖЖ. 1 
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函数 , 则 存在 同 齐 次 边 值 问题 (2) 及 其 共 斩 边 值 问 题 (4) 对 应 
的 特征 函数 完备 双 正 交 系 
| м: (=), из (%), +; VCE), 9 (2), +++. (13) 
这 时 ,如 果 将 可 积 函数 F Ce) ЕЖУ (13), 则 
由 于 双 正 交 性 立即 得 到 


р ， 
人 Co)PCe)w(e) ах 
= 各 一 一 一 一 一 一 一 ， aw) 
(Ешь (9) ая 


只 要 这 里 的 分 母 不 为 零 ， 系 数 c, 称 为 (三 义 的 ) 和 傅立叶 系数 ， 
只 要 相应 的 表达 式 的 分 母 不 为 零 , 对 任 一 可 积 国 数 三 (*) 都 
可 以 算出 来 ,例如 ,如 果 亚 (x Е, 1 除了 可 有 一 阶 极点 以 外 , 再 
没有 其 他 的 奇 点 ,这 显然 是 可 能 的 〈 见 2.2 节 )。 这 时 只 是 还 
要 研究 具有 这 些 系数 的 级 数 (13) 是 否 收 仿 ， 以 及 此 级 数 的 和 
等 于 什么 。 
由 (8) 可 知 , ПЖ А (2) 560, 11 T (z, š, 4) 只 有 一 阶 极点 ， 
HERR EAR 这 样 编号 ,使 得 对 应 的 特征 值 的 绝对 值 
单调 增 大 , 则 积分 | 


L= J re. ED P(E gE dd (15) 


等 于 级 数 (13) 的 某 一 部 分 和 ;这 里 K, 表示 复 4 平 面 上 的 圆 
[2] =e, 在 此 圆 上 也 作为 1 的 函数 是 正则 的 。 如 果 36 р оо 
时 2, 趋 于 某 一 极限 , 则 由 此 可 知 ,级 数 (13) 至 少 在 按 上 述 方 
式 将 其 各 项 分 组 的 情况 下 是 收敛 的 。 对 于 正则 边 值 问 题 和 对 
于 在 区 间 “<*<2 内 的 任何 分 段 光滑 的 Ва Be E), 存在 下 
列 极限 ; 
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lim I, = 12090) +F(*+0)], (16) 


并 且 当 人 具有 高 于 一 阶 的 极点 时 ,上 式 也 成 立 ( 但 是 当 存 在 高 
于 一 阶 的 极点 时 ,对 于 级 数 (13) 的 收敛 性 ,上 式 没 有 给 出 任何 
Ё); q х =a В}, AANDRA mA «Е (a 0) + ВЕ(ЬЫ— 
0) 的 等 式 成 立 , 其 中 e 和 8B 同 了 无关; 当 %*==2 时 ,情况 一 样 . 

[因此 ,如 果 正 则 特征 值 问 题 的 格林 殉 解 式 只 有 简单 的 
极 皮 , 则 任意 的 分 段 光滑 了 沙 数 可 按 该 问题 的 特征 函 数 展 开 为 
ок В ВО Ж. 

在 边 值 问题 是 由 分 组 的 非 正 则 的 边界 条 件 产生 的 情况 
下 ,类 似 的 定理 也 成 立 (M. В. 凯 尔 
俄 译本 编者 注 。] 

2.6. 标准 的 自 共 罗 特 征 值 问 题 。 如 果 齐 次 边 值 问题 (2) 
ВЕСА, 1.4 市 和 2.2 节 )?, 则 根据 2.2 节 , 每 两 个 对 应 
ТАЛЧА РЕВА IER 数 V, у", 满足 下 列 正 交 性 关系 式 ; 


Р 
Јес ро) а) ах =0, 


如 果 A(4) 才 0, 而 特征 值 一 PRE ME CAT M MEIE ROTETE, IE 2 9 
节 和 2.13 市 ) , 则 存在 特征 尔 数 完备 正 交 系 Wi, Wa +++, ИХ 
样 的 特征 函数 系 ， 每 一 个 特征 函数 多 ， ИЯ 
中 和 多 对 应 同一 特征 值 的 有 限 个 特征 巩 数 的 线性 组 合 , 并 且 
有 


hh 


[gC Yo) or) х =0 H рав. an 


а 


D 特别 是 , и 20) = > (фу, 函数 方 具 有 > 阶 连续 导数 ， 亡 尖 0， 
у= 
ЖН n=2 m, 
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自 共 斩 边 值 问题 (2) 称 为 标准 的 ,如 果 对 于 其 每 一 个 特征 
函数 4 (=), 下 列 条 件 成 立 ， 
b 


J gC) Тосо) dro., 


对 于 任何 具有 实 系数 户 和 sg 的 标准 自 共 轿 边 值 问题 
(2) ,所 有 的 特征 值 都 是 实 的 ; ШЕ РЬ, АС) 0, 所 以 在 在 不 多 
于 可 数 个 的 特征 值 , 这 些 特 征 值 可 以 写 为 序列 的 形式 (也 可 能 
是 中 断 的 ): | 

... SASA SASAS ... 

(4_1<<0,% 之 0); 每 一 个 特征 值 * 的 重 数 , 同 4* 作 为 函数 4(1) 
的 零点 所 上 其 有 的 重 数 是 一 样 的 ;格林 和 阶 解 式 Г(х, $ 人) 只 有 一 
阶 极点 . | 

ТАЕ, ИН Je 363 É PB] (2) А 
是 标准 的 (也 可 参阅 4.3 节 )， 

(a) 当 a<x<5b 时 g(x*) 宇 0( 或 者 处 处 有 z<0)>. 

(b)4=0 不 是 特征 值 ,而 对 于 每 一 个 次 连续 可 微 并 上 且 
满足 (2) 的 边界 条 件 的 ( 实 ) 函 数 y(*)， 


[рода 


在 这 种 情况 下 ， 边 慎 问题 (2) 称 为 自 共 亏 的 和 正定 的 ， 
(c) 如 果 将 边 值 问题 (2) HAREKIN 写 为 下 列 形 
式 : 
10у) = УЗУ, (к) у (7,970, п=2 т) 


w=0 


1) 关于 本 节 的 内 容 可 参阅 4.3 节 , 也 可 参阅 E. Kamke, Math., Zeitschr- 
21:46 (1940) ,pb.231 一 286。 

2) 如 果 用 -2 -g 来 代 痊 4,8, 第 二 种 情况 便 化 为 第 一 种 情况 。 还 需要 假设 
g3F0(ML 2.1 书 )。 
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(关于 这 一 点 ,; 见 第 一 部 分 17.5 节 ), 则 有 

(—1)* /,(#)20 34 r=0,1,: °: ,m 时 
(或 者 处 处 所 0) ,但 是 fo(*) 才 0, 此 外 ( 见 第 一 部 分 17.6 市 )， 
对 于 每 一 个 п 次 连续 可 微 并 且 满 足 (2) 的 边界 条 件 的 函数 
y(%), 


5 m—1 b 
2 iy УЛ = У Py („у DN 220 
а r=0 P+g=r а 


Сэ АБАК < 0); 条 件 (c) 是 条 件 (b) 的 特殊 情况 
例如 ,如 果 т=1, 因而 
(у) = (Ру) + fox, 
Ш Гу, у= уу" .根据 条 件 (c) ,如 果 7,220, Je 0 #150, 
并 且 如 有 果 边 界 条 件 具 有 下 列 形式 ， 
у(а) =у(0) =0, № у’(а)=у’(6)=0, 
或 у(а) = у' (6) =0, в Л, (а) у(а) =}, (В) у(Ь), 
y (а) = у! (Б), 
MEF IE IE Я АКЕ НОЖИ А Ju B. 
如 果 z (x) 之 0, 则 构成 完备 正 交 系 的 函数 ap, (z) 可 以 规 
范 化 ,即使 得 


b 
ООО 


‚ 如果 条 件 (b) 或 (c) 成 立 , 则 4=0 不 可 能 是 特征 值 , 而 构成 完 
备 正 交 系 的 特征 国 数 w 可 以 规范 化 ,即使 得 


5 


| 这 样 的 函数 系 Wp Ж Ея ( 正 交 规范 化 
KRR) 在 第 二 种 情 次 下 ， 如 果 & 可 以 改变 符号 , 即 如 果 条 件 
a) 不成立 ， 则 -上 述 国 数 系 也 称 为 规范 化 配 极 国 数 系 . 
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如 果 20 是 自 共 轿 边 值 问题 (2) 的 * 重 特征 值 , 而 Ч, (=), 
+, wa(*) 是 对 应 于 这 个 特征 值 的 特征 函数 正 交 系 , 则 格林 
ЗАДН, Г (z, š, 人 对 于 点 А 的 残 数 等 于 


у". Pola) _ 
=! femos 


如 果 g (z)> 0, 而 正 交 消 数 系 是 规范 化 的 ， 则 这 个 残 数 等 于 
| D8). 


РНЕ МУН 在 可 以 写 为 下 列 形式 ( 同 2.5 
节 相 比较 )， 


Db | | 
Гас) Есу, Са) dx 
c= — _ (18) 
J E(x) VIX) dy 


п ЖЕЕ ЖЖ V, 是 规范 化 的 ,那么 只 4 要 g(*) 宇 0, 则 有 
c = fe POW оаа 
而 在 (b) 和 (c) 的 情况 下 , 则 有 
b 
отете оо РО), da, (19) 
当 є>0 时 ,下列 不 难 验 证 的 贝 塞 耳 恒等式 成 立 ， 


b N | 2 
j| Е(ху— Уле (я) | g(x)dx= 
2=1 | 


b N 
= f Faxe (x) їх — у, 
уа p=1 
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айд 


N 
$13 fc)s(e)ax 


(对 于 任何 性) ,从 而 得 到 级 数 三 cz 的 收敛 性 .在 (b) 和 (c) 的 
情况 下 ， 对 于 满足 (2) WLR AR PEKI Nn iR E R a i 
F (z) ,得 到 等 式 


bi N | N 
Де ow) 7 (e+ Zev) а= 
p=] 


=ч 
а 1 


N 


b 
= {к (Е)4х— TAGA 
ғ, 1 


P= 


由 此 得 到 | 
N р 
УЗ jas fFL(F) ds, 
P=] 


tt 


因而 ,在 这 种 情况 下 级 数 27А, [с 收敛 . 
2.7. ХРЕН ЛО. МОЛ 


> 
(ке, EIE dE У). (20) 
i № 
у(х) = [| K(x, E) у(®)4# +f), (21) 


其 中 y (x) Жш, ANKA ERMEL ШЕШ 


р ГНО НДЕ РУЗ. И. Г. Петровский, Лекции 
по теории интегральных уравнений, 1951 《中 谨 本 :开工 ， 彼 得 罗 夫 斯 


基 ， 积 分 方程 论 讲 义 ， 高 等 教育 出 版 社 ，1954) И. И. Привалов. Интегра- 
льные уравнения,1937; W. V. Lovitt, Linear Integral Equations,1924 


(Еж. У. B. Ловитт, Линейные интегральные уравнения, 1957); Е. 
Tricomi, Integra] Equations, 1957 (ВЕ Ж. Ф. Трикоми, Интегральные 
уравнения, 1960); С. Г. Михлин, Лекции по линейным интегральным 
уравнениям,1959; П. П. Забрейко и др.. Интегральные уравнения,1968; 
Courant 和 Hilbert, 卷 工 。 一 一 俄 译 术 编者 注 。 ] 
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型 积分 方程 (未 知 函数 在 方程 中 分 别 出 现 一 次 和 两 次 ); 如 果 
f==0, 则 积分 方程 (21) 称 为 齐 次 的 。 在 关于 积分 方 程 的 非常 
详尽 的 大 量 研究 结果 当中 ,我 们 这 里 只 例 举 一 小 部 分 ,并 且 仅 
限于 第 二 类 积分 方程 , 

(а) АНЯ К (x, БЛИЖ f (2) Ш ам, $552 В} Е 连续 
的 ,并 且 如 果 


b 
рес, draia, 
ИЕ OB 
Pb 
y (z) = 70а), y (2) = f(z) + [кс Ру ‚-1(®)4Ё 


(Y=1,2...:) 
均匀 地 收敛 于 某 -个 裤 限 函 数 ， 此 极限 函数 就 是 积分 方程 
(21) 的 解 . | 
(b) 如 果 核 五 (%, 5) 4 a< x, 5535 В] ЕЕ Ж, 则 表示 
АЕ 


b 
D(àA)=1 -4 fE Cu, u)dut 


Л? F K(u,, ш) K (u, us) 
ff | К (и, ш) K(u,, и») 
对 于 所 有 的 4 是 收敛 的 ;其 次 ,表示 和 列 解 核 ( 滞 解 式 ) 的 级 数 


| | | д г | E(x, Ë) K(x, и) 
k (z, š, 2) =K (z, D-T) | К(и,Е) К(и, и) 
s p| (м, E) K(x, ш) K(x, u) 
+= [| К(и, E) К(и, ш) K(x;,, и) 
+21 15 1» 1 72 
а а К (и, Ë) K (и,, и1) К (и, и) 


du + 
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在 正方 形 axx, <b 内 对 于 任何 1 是 均匀 收敛 的 ， 因 而 ， 
(x, Ë, 入 是“ 沁 的 连续 函数 , 这 个 函数 同 БОЖЕ, JE: 1 BU 
(超越 的 ) 整 函数 . 

(c) 如 果 f(x) 是 连续 的 ,并 且 乙 () 天 0, 则 函数 


b 

уба) 7 + py 00 E DS EdE 
是 方程 

y(z) = f(x) + Í K (=, Е) y(ë)d Ë (22) 
的 解 ,并 且 是 唯一 的 解 。 这 时 , 齐 次 积分 方程 

P 
уб) = K(x, 8) yE) dë (23) 

只 有 唯一 的 解 y(*) 三 0. 

使 得 卉 次 积分 方程 (23) 具 有 非 零 解 的 那些 1 值 称 为 特征 
值 ， 而 对 应 的 解 称 为 特征 函数 ， 特 征 值 的 集合 称 为 积分 方程 
的 谱 | 

(а) 由 现在 开始 ,我 们 假设 核 K (z, 5) 是 连续 的 和 对称 
的 , 即 K (x, E) = К(Е, х), 并 且 K (z, &) 520. 

在 这 些 条 件 下 ,至 少 存在 一 个 特征 值 。 所 有 特征 值 都 是 
实 的 ,并 且 在 平面 的 有 限 部 分 上 没有 极限 点 ; 因此 ， 谱 是 离散 
的 。 如 果 第 n ЫЕ ,由 下 列 条 件 米 确定 : 

P 
К. =К, К,а, Е) = |К, (z, KG, Е) 4, 
并 且 如 果 假 设 ， 

5 
V a= | [Кї(®,&)4 zas, 

则 极限 
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и, 
2 = ИИС И = 
42 = Ша р. lim 


71-4 со п-э ос р 
存在 ,并 且 是 最 小 特征 值 的 平方 ; 对 于 每 一 个 п, Я 
1 Vo, 


r SM < 
因此 我 们 在 这 里 同时 也 就 有 了 误差 估计 
其 次 ,对 于 每 一 个 连续 图 数 u (x), RE 


, 
fead & =1, 


а 


则 有 


l 


b h 
| ке, #уи(жуи(&у4х4&| <i 


ВЮ Аа 于 是 ,我 们 还 得 到 了 近似 计 


算 最 小 特征 值 的 田 一 种 方法 . 


每 两 个 对 应 于 不 同 特征 值 的 特征 函数 9, V, WEER HE 


р 
fp yr) dx=0. 


对 应 于 每 一 个 特征 值 /, 有 一 组 彼此 线性 无 关 的 正 交 特征 
БАЖ фь ***, Pms 使 得 对 应 于 特征 值 4 的 每 一 个 特征 函数 p, 


可 以 表示 为 下 列 形式 ， 
Papit ete +Ссъафьз 
数 т 称 为 特征 值 4 的 重 数 , 并 且 满 足 不 等 式 


b Р. 
тч” кәс, Еуахаё, | 
а 
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对 应 于 一 切 可 能 的 特征 值 的 所 有 这 样 的 特征 汞 数 р, 的 集合 ， 
构成 特征 函数 的 完备 正 交 系 Vo wz ，…'。 将 这 些 特征 函数 乘 
以 相应 的 因子 ,可 以 使 得 

Ь 

) MOROL 


AWEKA). WR А, А2, +++. EREE, 其 中 每 一 个 重 
复 的 次 数 同 其 重 数 是 一 样 的 ， 则 有 


Zs f f K?(x, Е) ЧЕ, 
Жн пд, = 

> Ú =} „е. x)dx, 
nak K ЖЕН НТ З «СОЖ 


f Í =e, pucyu QD акак, 
MJ K (z, z) 220, ИН 2,220, Н. 
A 
二 元 = Í xa, jda, 


№ Т ERRER У, АН Ж RR ER, i 
如 同 在 (a) 中 一 样 , 可 以 利用 逐次 通 近 法 。 我 们 从 某 一 个 困 数 


ро HR, [80) ах =1 (规范 化 的 函数 ), 并 且 假设 
P 
раб) =e |E (x, pni (E)E (n=1,2,-::.), (ж) 


其 中 19 之 值 每 次 都 这 样 选取 , 使 得 函数 p, 是 规范 化 的 .于 
是 , 适当 选择 5°? 前 面 的 符号 , ”收敛 于 茶 一 个 特征 值 , 而 
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Фп 则 收 伍 于 对 应 的 特征 国 数 ， 如 果 假 设 存 在 一 个 在 点 c(a < 
c<<5) 不 等 于 零 的 特征 消 数 ， 则 可 以 从 任意 的 连续 函数 p (2) 
出 发 , АЖ роб) =1， 将 这 个 函数 代入 方程 (* ), 然后 选择 
19 使 得 条 件 o. (с) =1 ЗЕ. 

(e) Ке, 5) 称 为 封闭 的 , 如果 对 于 每 一 个 连续 函数 
u(z)=0, ° 


Г K (x, yu (Ë) 40. 


具有 封闭 对 称 连 续 核 的 积分 方程 有 无 穷 多 个 特征 值 。 在 这 种 
情况 下 ,每 一 个 完备 规范 化 正 交 系 Vi (z), у. (м), ，，: 是 由 无 
穷 多 个 了 消 数 组 成 的 ,而 每 一 个 可 以 借助 于 核 上 (%*,5) 和 某 一 个 
连续 函数 9(*) 表 示 为 下 列 形式 的 函数 g(x); 


g(*)= I K(x, 5) 9 (6) ЧЕ 
(“ЛУШ”), T DU ИБНИ ВОВ НЕА 
в (=) = Yep, (2); 
这 时 
Ь 
c= [в (Ч, (#4. 
(f) 配 极 积分 方程 ， 这 是 下 列 形式 的 积分 方程 
у(®у=%| K(x, SP (8) IEE, 


НИ (š) 是 不 为 常数 的 、 只 取 值 +1 和 一 1 的 某 一 个 函数 ， 
Я K 仍 为 对 称 的 , 则 有 类 似 于 (9) 中 所 指出 的 结果 '”, 


1) 详 见 EE. Kamke, Math. Zeitschrift 45(1939),р. 706—718, 
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2.8. 边 值 问题 和 弗 雷 德 霍 姆 型 积分 方程 之 间 的 联系 2 。 
设 给 定 满足 2.1 节 所 指出 的 条 件 的 边 值 问题 (1)。 建立 其 辅 
BJ IË іар, 

L(y)=0; U,(y)=0 (и=1, +, п) (24) 
和 | 

L(y)=0 О(у) =1, U,(y)=0 из Ы, (25) 
齐 次 辅助 问题 (24) 可 能 没有 非 零 解 ， 则 这 时 对 于 这 个 问题 存 
在 格林 图 数 P (z, $)。 辅 助 问题 (25) 在 这 种 情况 下 具有 唯一 
解 У» (м). 

如 采 将 边 值 问 题 (1) 的 微分 方程 写 为 下 列 形式 : 

| Г/(у) = (0%) Ае (му, 
ДЕН 1.6 32, А У—А ву RES А РАИ, АЖ у = р(х) 
х {Е Гарай (1) ДОМЕ, 24 Н.1Х 24 oE да Ж 2 ЯР ТЕ ЕШ 
型 积分 方程 


ñ 
yG) +i | KG, D yG) а= Фа), 


其 中 
K(x, 5) =Г(х, 5)S(E)， 


(к) = [| Га, ESEE + У рь), 
| ` k=l 


如 果 辅 助 边 值 问 题 已 经 解 出 ,为 了 解 边 值 问题 (1) ， 则 可 
利用 积分 方程 理论 ， 一 般 说 来 , 解 辅助 边 值 问 题 并 不 简单 ;如 
ЖЕ Jotie 表示 为 另 一 种 形式 ， 壁 如 说 表示 为 (fo+ 468) 
+215, 其 中 4=4 一 ho, 有 了 时 求解 过 程 可 以 简化 ， 


D DL D. Нї]Бегї(Җ $ 210 AIII) Ince р. 261 和 以 后 。 


? 232 + 


2.9. 特征 值 问 题 和 弗 雷 德 堵 姆 型 积分 方程 之 间 的 联系 . 
现在 设 给 定 齐 次 边 值 问题 (2), 这 时 只 需要 考虑 辅助 边 值 问 
题 (24). 如 果 此 边 值 问题 没有 非 零 解 ， 因 而 存在 格林 函数 
D(x, š), 则 齐 次 边 值 问题 (2) 的 解 和 积分 方程 


b . 
yG) +A Í г, еу) 4=0 (26) 


的 解 相 同 。 | 

显然 ;如 果 已 知 积分 方程 (26) 的 特征 值 和 特征 函数 ,因而 
也 就 得 知 齐 次 边 值 问题 (2)? 的 特征 值 和 特征 函数 ， 

现在 假设 齐 次 边 值 问 题 (2) 是 自 共 连 的 ( 见 2.6 йт), 

(а) 如 果 g(%*) 不 变 号 ,例如 8 宇 0, 并 且 如 果 = 具有 的 零 
点 不 多 于 有 限 个 , 则 由 (26) 得 到 对 于 7(*) = 一?(*) ela) 的 
积分 方程 


по) +S ECE, Б) 480, 


RAIRE | 
K(x, E) =I (2, Буу (УЕ (ЕУ. | 
因为 齐 次 边 值 问题 (24) 不 应 当 有 非 零 解 ,所 以 根据 1.6 节 , 对 
于 任何 连续 函数 4(*), 边 值 问题 
І(у) =и(х)у g(x), Uy)=0 (и=1, +++, n) 
是 可 解 的 ,并 且 其 解 具有 下 列 形式 ， 


у(х) = f Га, SV EEEE, 
оят. 核 天 是 封闭 的 ,并 且 每 一 个 满足 边界 条 件 的 = 次 
连续 可 微 的 函数 P Ca), 当 220 时 ,可 以 借助 于 K 和 函数 


о) = 260 
ПТУ EC) 
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表示 为 原 方 程 的 形式 .对 于 自 共 轿 边 值 问题 (2) ,由 此 得 到 下 
述 结论 : 

存在 可 数 个 特征 值 ,这 些 特 征 值 都 是 实 的 ,并 且 没 有 任何 
一 个 有 限 的 极限 点 ; 如果 8 二 0, 则 每 一 个 满足 (2) 的 边界 条 件 
RI n KERA MERR EF (x), 可 以 按 特征 函数 wy 的 完全 正 交 
系 展开 为 绝对 收敛 和 均匀 收敛 的 级 数 


Ir (x) 一 Уу cy, (z), 


并 且 此 级 数 的 系数 由 公式 (18) 来 确定 ， 

(b) WRAZ g(x) 的 符号 改变 有 限 次 ,并 且 如 果 此 上 时 边 
值 问题 是 正定 的 ( 见 2.6 节 (b))， 即 对 于 所 有 的 具有 壮 阶 连续 
导数 并 满足 问题 (2) 的 边界 条 件 的 连续 函数 I)E, A 


h 


[г (2)4х2>0, 
则 齐 次 边 值 问题 (2) 等 价 于 配 极 积分 方程 ( 见 2.7 节 (f)) 
P 
n) +2 | K(x, Г Сп) 480, 
其 中 
V (x)==signzg(x), 
K(x, Е) = Га, ë) УТЕС (Т, 


(м) = у(х)у le). 


现在 由 配 极 积分 方程 的 理论 可 以 断定 ， 存 在 无 穷 多 个 正 
的 特征 值 和 无 穷 多 个 负 的 特征 值 ， 并 且 可 以 得 到 关于 按 特征 
ВАЕ АУЕ ЕЕ. 
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2.10. 关于 沃 尔 泰 拉 型 积分 方程 了”。 积 分 方程 


х 
[ко Ey EdE = fG) (27) 


уб) =f (x) + J K(x, E)y(EJdE — (28) 


称 为 第 一 类 和 第 二 类 沃 尔 泰 拉 型 积分 方程 (未 知 函 数 分 别 出 
现 一 次 或 两 次 ,而 积分 上 限 是 变化 的 ). 

”如 果 核 K(x,5) 在 三 角形 aq < x< b (tip: b= co) 内 是 
连续 的 ,并 且 f(x) 34 a< x <b 时 是 连续 的 , 则 方程 (28) 34 a< 
<b 有 时 具有 一 个 且 仅 具有 一 个 连续 解 у=у(®), ТЖ 
以 用 逐次 和 逼近 法 找到 ， 任 意 选 取 连 续 国 数 y (x), BJ T № 
推 公式 


у(х) = fx) + КС, ув (ЧЕ (&=1,2,..-) 


建立 序列 y6(2),, (>), yx (Xx), ++; ХЕРНЯ с, а<с<0, 此 
序列 在 区 间 a <qx<c 上 均匀 收敛 ;并且 | 
усх) =limya(z) 


是 给 定 积分 方程 的 解 . 

积分 方程 (27) ,在 某 些 条 件 之 下 ,可 以 化 为 (28) 的 形式 ， 
如 果 尺 (%,5) 和 导数 Kw(%,) 当 4a<58<*<b 时 是 连续 的 ， 
K(x, z)>0, 了 (*) 是 连续 可 微 的 ,而 (4) =0, 则 (27) 具 有 一 
个 且 仅 具有 一 个 连续 的 解 >(*)， 并 且 这 个 >(*) 是 第 二 类 积 


分 方程 | 
yG) + | kS > У(5) dš = Ис = 


D СЗ ИОТ Е 2.7 节 指出 的 文献 中 找到 ,一 一 俄 译本 编者 注 .] 
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2.11. 边 值 问题 和 沃 尔 泰 拉 型 积分 方程 之 间 的 联系 ， 设 
给 定 满足 2.1 市 中 提出 的 假设 的 边 值 问题 (1)。 此 边 值 问题 
的 每 一 个 解 二 (x) 也 是 微分 方程 

LCY) =f (4) — he (x) у(х) 

的 解 ， 

根据 第 一 部 分 16.4 节 可 知 , 此 微分 方程 的 解 , 即 边 值 问 
题 (1) 的 解 ,是 积分 方程 

ув = f =: G) = Eira dE СС, (29) 
的 解 。 这 里 pr e pn У Т.С») =0 HEKRA, W) 
是 其 朗 斯 基 行 列 式 ， 大 ,C(x) 是 由 行列 式 球 将 第 > 列 元 素 换 
为 数量 0,…,0, f(x) 一 48 (а) у(х) 而 得 到 的 行列 式 ， 为 了 
使 y(*) 满 足 问 题 (1) 的 边界 条 件 , 只 须 适 当地 选择 数值 C， 
如 果 这 是 可 能 的 , 即 如 果 边 值 问题 (1) 是 可 解 的 . 

”积分 方程 (29) 可 以 写 为 下 列 形式 ， 


уба) = Е(®у—5|К(®,&уу(®)4&ё,‚ © BO 
其 中 
; Г J) k 
Н 一 D d С 
ео улау A 
К ___ 84) 


Q (Š) +. PnC) 
$1(5) +. pas) 
D(x, È) =| ee . (32) 
Фа (Š) +. ГР (Š) 
(я) +. n(x) 
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因而 积分 方程 (29) 可 以 写 为 沃 尔 泰 拉 型 方程 (30) 的 形 
Ж. 如果 齐 次 边 值 问题 (2) 当 14= 74” 时 只 有 平凡 解 , 则 边 值 问 
题 (1) 24 ¿= A" ИРАНЕ, 并 且 适 当选 取 数 值 C, 解 
у(х) 清 足 积分 方程 (30)。 如 果 C, 已 经 知道 ， 那 么 为 了 解 此 
积分 方程 , 则 可 利用 2.10 节 中 指出 的 逐 次 逼近 法 。 如 果 C, 
未 知 , 则 在 进行 每 一 步 时 ,这 样 选 择 数值 С,, 使 得 每 一 个 近似 
АЕ ys(*) 也 满足 问题 (1) 的 边界 条 件 . 

2.12。 特 征 值 问题 和 沃 尔 泰 拉 型 积分 方程 之 间 的 联系 . 
现在 设 给 定 满足 2.1 节 中 提出 的 假设 的 特征 值 问 题 (2)。 同 
比 同 题 守 价 的 积分 方程 (30) 具 有 下 列 形式 


yG) = У Сры) fK, (ЧЕ (33) 
?一 а 


其 中 到 和 D 的 意义 仍 为 (31) 和 (32)， 这 时 还 需要 以 适当 的 
方式 选择 数值 2。 如 果 采 用 2.10 地 叙述 的 逐次 台 近 法 , ЖН. 
如 果 C, 已 经 知道 或 者 能 以 一 定 的 方式 来 选取 ( 见 下 面 举 出 的 
BT), 则 对 于 (每 一 个 ) 第 4 步 这 样 选择 = 和 ,使 得 函数 
yh(*) 满 是 边界 条 件 。 有 时 ,采用 这 种 方法 ,可 以 非常 迅速 并 
十 分 精确 地 得 到 最 小 特征 值 的 数值 . 

关于 用 这 种 方法 得 到 的 序列 ул 和 Ar ЖЕТЕК КЕД ЖШ 
的 极限 值 如 何 的 问题 ， 在 一 般 情 况 下 尚未 解决 。 上 述 方法 同 
3.4 节 的 逐次 逼近 法 密切 相关 , 并 H. 也 能 用 来 求 得 特征 值 的 
渐 近 表达 式 ( 见 例 2), 

Я 1， 订 算 下 列 问题 的 特征 值 ， 

多 二 42 一 0 700) =у(1) = 0. 

假设 p1 =1, фк, ЕЕ W=1, K= D=x—š, MO PEGA 


у) =0,+ бук —% | (еу (EAE, 


因为 应 当 有 y(0)=0, 所 以 =0。 确 定 特 征 函 数 y(%) 只 精确 到 常数 因 
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子 ,所 以 上 述 积分 方程 可 以 由 积分 方程 
у 一 “一 4 сеу (Юа 


ЖА. WRR ус =1, WA 


рии f (#—5) ая 210, 
因为 应 当 有 у.(1)=9, МЕД А =4,=2, пп 


yr = x — x°, 


其 次 
Yala) = x | 5) (š 52) dë = x (+ =), 


而 条 件 y,G(1) =0 给 出 
A= 12, y,=x— 2 xš + xš, 
然后 得 到 


1 =10, я, 
最 小 特征 值 的 精确 值 显然 等 于 4=z?*=9,8696; 与 其 对 应 的 特征 函数 是 


= тля —1 .6 43+ 0.85, 


例如 ， 如 果 由 函数 зо = sin 2 ля 出 发 ， 则 对 于 所 有 的 A A 
A= (2 z)*, їй у= у»; 在 这 种 情况 下 ， 我 们 用 的 方法 虽然 也 给 出 特征 
和 值 ,但 不 是 最 小 特征 值 。 
例 2. 计算 下 列 问 题 的 特征 值 的 渐 近 表达 式 ， 
у’ 8(и)у-- Му=0; y(a)=y(b)=0. 
为 此 目的 ,将 含有 1 的 表达 式 取 作 为 L(y), 即 
L(y)=y”-- Му; 
в 不 过 是 起 了 z 的 作用 , 而 在 这 种 情况 下 f 等于零。 方程 L(y) =0 的 
基本 解 组 是 


фу = созк, ф„==зїпЁҗ, 
ЖЖ, =4, Р = ѕіпд (я —– 5), 而 积分 方程 (33) 具有 下 列 形式 ， 
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F 
ое НОО КОВ 


边界 条 件 y(n) =0 给 出 
Crcoska 十 Csin4c 一 0。 
А 
С,соѕАҳ 十 Csin4xy = Csin (х —а), 
因为 确定 特征 函数 只 精确 到 任意 常数 因子 ， 所 以 给 定 的 积分 方程 可 以 
写 为 下 列 形式 ， 


y(x)=sin4(x—a)— 1 | z(8)y (зїп (и. 


不 难看 出 , 这 样 得 到 的 函数 ук) 对 于 所 有 足够 大 的 1220, 是 一 致 有 界 
的 ， 由 第 二 个 边界 条 件 得 到 


пао 2 f G) ные —5)48 = oh) 


于 是 ,对 于 自然 数 n, A 


А = А "= +0(+ т)= = 


+0 (2). 


由 此 也 可 以 近似 地 求 出 相应 的 y(%x) 之 值 。 如 果 再 将 这 个 近似 值 代 入 积 
分 方程 , 则 所 得 到 的 估 值 可 以 加 强 。 类 似 地 ， 也 可 以 用 这 种 方法 来 研究 
其 他 边界 条 件 ,例如 斯 图 姬 型 边界 条 件 ( 见 9.2 $). 
2.13。 特 征 值 问题 和 变 分 法 之 间 的 联系 2>。 现 在 我 们 假 
设 特征 值 问 题 是 自 共 轿 的 和 正定 的 。 详 细 地 说 ， 我 们 研究 下 
列 特征 值 问题 
L(y)=2)g(w)y; И„(у)=0 (и=ь...,п); (34) 
这 里 4=2m 是 偶数 ,并 且 
1) РНЁ Я П, Zaanen, Compos. math. 7 (1939), р. 253. 
2) 详 风 Courant 和 Hilbert, 321, 第 六 章 ， 和 Е. Kamke, Math. Zei- 


tschrift 45 (1939), р.759.Г4 972209 С. Гулд, Вариационные методы в. 
задачах о собственных значениях, 1970 ,一 一 俄 译本 编者 注 ，。] 
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L(y)= У, (м) 301% (35) 
v=0 


д п 阶 自 共 罗 微分 型 ,fm 了 关 0, 每 一 个 沙 数 J 共有 ?r 阶 连续 导 
数 ,g (x) 是 连续 函数 ,天 0, ЕН. gs(《%*) 可 能 变 号 , 即 可 能 是 所 
请 配 极 情况 ;Uw 县 有 1.1 吝 中 指出 的 那 种 意义 。 假设 问题 古 
自 共 办 的 ( 见 2.2 节 和 1.4 和 正定 的 〈 匈 2.6 节 (b) )， 即 
1=0 不 是 特征 值 ， 并 且 对 于 每 一 个 容许 函数 у(®),Ж 


h 


уу) 0 (36) 


а 


这 里 ,函数 у(х) КЕЕН), ЗЕ Е п АНИ НЙ 
是 (34) 的 边界 条 件 。 在 这 种 情况 下 , 边 值 问题 是 标准 的 ,并 且 
只 有 实 的 特征 值 ， 

这 时 ， 对 应 于 特征 值 问 题 可 以 提出 下 列 变 分 问题 ， 在 所 
有 使 得 


аза (37) 
成 立 的 容许 函数 УСК) н, АЕ ЖТР 
foroa 
f esar 
ПОВ, E ВЖЕ F ЖЛЕ yl АЛЕ у= p (x), An 


Ж 4, 是 极 小 值 , 即 如 果 
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二 极 小 (38) 


h ГА 
[ар Јо? 
二 一 一 一 一 一 =min® “一 一， (39) 
Jawa Jaa 
ИА, 是 最 小 的 正 的 特征 值 , 而 Wi 是 点 与 其 对 应 的 特征 函数 


现在 如 果 对 于 问题 (38) ,除了 条 件 (37) 以 外 ,再 引入 另 一 
个 附加 条 件 ( 正 交 性 条 件 )， 


fewyds=o, 


则 变 分 问题 又 具有 茶 一 个 解 pa); 如果 和 如 是 相应 的 极 小 
КЕ, А А 按 大 小 来 说 是 紧 接着 的 (二 1) 特征 值 , 而 Ws 是 对 应 
于 各 的 与 Wi 正 交 的 特征 函数 ,一般 说 来 ,如果 已 知 前 Р— 
ЛУДЕШ ШЙ А 607,1, 以 及 与 其 相对 应 的 特征 函数 正 
58 01, ` `", Por ОТТАН T 


[727 x 
À ,—min— (40) 
K х 


Ju fE АСЕ ЕВА, A TIEA VF AR, ВР 
ОЛДУ, 下 列 附 加 条 件 成 立 ， 


h 
Jee, =o (=1,.**, p—1). (41) 


只 有 当 s(x) 或 者 改变 其 符号 训 省 总 是 <0 BF, 才 会 遇 到 负 的 
特征 值 ， 如 果 将 条 件 (37) 换 为 


P 
Јеу'ах<о, (37 а) 
а 
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将 极 小 换 为 极 大 ,将 1, КЖ, fE W, 换 为 w-,, 只 要 采用 上 
述 方法 就 能 得 到 负 的 特征 值 5—2>5.,>..., АХХНУНУВЕЙЕ 
РАТЕ R $-1, V-o + 如果 在 特 往 值 问题 (34) 中 ，], = 分 
别 由 一 4, —£ ЖА, 则 这 种 情况 可 以 归结 为 前 一 种 情况 ， 
这 样 ,得 到 了 特征 值 的 集合 : 

ee KASA aL (0) <2,<1, <: +: (42) 
( 取 每 一 个 特征 值 具有 相应 的 重 数 ; 括号 中 的 数 0 不 是 特征 
值 ) 以 及 对 应 的 特征 函数 完备 正 交 系 ， 

Wax), (ж), Wil), Wal), +. +, (43) 
特征 函数 可 以 规范 化 ,即使 得 


$ 
А 
атур ве, $ 8, = ум ° (44) 
a р 


WR s 既 可 取 正 值 又 可 取 负 值 , 则 存在 无 穷 多 个 正 的 特征 值 
和 无 穷 多 个 负 的 特征 值 。 如 果 总 是 8 宇 0( 志 0) , 则 显然 只 
在 正 的 ( 负 的 ) 特 征 值 ,并 且 这 些 特征 值 有 无 穷 多 个 ， 

2.14， 按 特征 函数 展开 的 应 用 .在 上 面 所 作 的 假设 之 
下 ,下 列 级 数 收敛 并 且 不 等 式 


>. NI < (x, x), 2a TET ‚ге x)|£ (х) |х 


(44а). 
KP, Hh ГС, ЕЕ (34) 的 对 应 于 4=0 的 格 
ЖРА, 
对 于 每 一 个 容许 函数 (x), 其 傅立叶 系数 为 


Ь 
=s, | F(z)e(z)w,G)4z, 8,=— АР, 
. [2,1 


1) H, Е. Kamke, Math. Zeitschrift 45 (1939), p-775. 
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存在 
于 10,16 < [кзз ( 贝 塞 耳 不 等 式 )， 


0.03= f 8(%)12(w)dx АЖА НАЕ). 
各 果 ФС Н ВРО z, MA 
E 80,7= f = (Е (я) (z) dx. 
级 数 
2 1, (ж) | 


均匀 收敛 ;如 果 s(2) 在 任何 ( 含 于 (а, 2) 中 的 ) 区 间 上 都 不 恒 
等 于 零 , 则 下 列 展开 冯 成 立 : 


Е(х) = > Cy, (X). 


2.15。 几 点 补充 说 明 . 
(a) 瑞 利 原理 。 将 特征 值 问题 化 为 某 一 个 变 分 问题 ， 无 
论 是 对 于 进行 证 明 , 还 是 对 于 实际 计算 特征 值 , 都 十 分 重要 。 
例如 , 当 єс>0 时 , 由 (39) 直接 得 到 ， 如 果 а 减 小 , 则 特征 值 
问题 (34) 的 最 小 特征 值 增加 , 其 次 ,对 于 满足 条 件 (37) 的 任意 C 
容许 国 数 y (x), ИИ 
b 


[ооа 


> 
f gy dx 


例如 ,对 于 问题 


=> ha (Ад Ж ЯН), (45) 
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一 多 一 43 y(0)= у(1) =0, 
》 二 Xx(1 一 *) 是 容许 销 数 ,利用 这 个 函数 ,由 (45) 得 到 真正 特 
征 值 4 =? 的 估 值 2 < 10. | | 
(b) PTER REO, 设 对 于 特征 值 问 题 (34), 2.13 
证 所 用 的 表示 法 和 所 提出 的 条 件 仍然 有 效 ; 但 是 设 6220, 
4 二 0 可 以 古 特征 值 ,而 在 这 里 对 正定 性 应 作 不 同 理 解 . 
首先 ， 由 (34) 的 边界 条 件 组 成 尽 可 能 多 个 只 含有 阶 数 
<m 一 1 的 导数 的 线性 无 关 的 线性 组 合 ; 设 这 些 “ 本 性 的 ”边界 
条 件 是 
7103) = 0, +++, Uk(y)=0. (46а) 
其 次 ,再 加 入 问题 (34) 的 与 (463) 无 关 的 2 一 4 个 边界 条 件 ; 设 
这 些 “ 剩余 的 ” 边 乔 条 件 是 
Ury) = 0, ++, Ч „(у)=0. (46b) 
按照 第 一 部 分 17.6 PIELAN, 9 


b b jp | 
foL ass {У сало) уоран, у], 
а a 70 


(47) 
其 中 
те} | 
21у, = У (IPL fray P] Py, (48) 
r=0 P+9=) 


利用 关系 式 (46b)， 从 多 [y, у] НКЕ ИЖ > m 

的 导数 ; 可 以 证 明 ， 这 里 其 至 可 以 消去 所 有 的 阶 数 >m BJ th 

数 。 现在 ,特征 值 问 题 (34) 是 正定 的 ， 其 意义 是 ， 
(—1)*'/,(*)>0 (=0,1,-..,т), 

并 且 对 于 请 足 方程 (46a) 的 每 一 组 数 


1) 详 见 Е. Kamke, Math. Zeitschrift 47(1942). 
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yla), y (а), ---, YTD (а), у(Б), ---, yem-1 (b), 
变换 后 的 如 Гу, yj]1 是 非 负 的 .现在 考虑 变 分 问题 (38)， 
不 过 在 其 分 子 当 中 按 上 述 方式 消去 了 导数 ;这 时 ,即便 是 将 满 
EFI RIEG) 的 所 有 т 次 连续 可 微 限 数 取 作为 容许 
汝 数 , 变 分 问题 (38) 也 具有 和 解 y==w1(*); 极 小 值 是 最 小 的 特 
征 值 5, 函数 Wi(x) 本 身 具有 2т 阶 连 续 导 数 ,并 且 是 对 应 于 
ТЕЙИШ. А 的 特征 的 数 ， 

(e) 第 三 个 变 分 原理 。 当 >01, 变 分 问题 (38) 可 以 
用 变 分 问题 


JHL Yas 
—— =i 
Југо? 


ЖА, Н з ТАТ ЕВ у(х) 560,08 py zy A >02. 
所 以 , 对 于 任意 的 容许 国 数 y(x)， 上 述 分 数 是 最 小 特征 
值 的 上 估 值 。 但 是 
| JHL Рая Јо?» 
— == >uhb,, 
人 Zax ferax 


即 对 于 同样 的 函数 》, 瑞 利 原理 给 出 比较 好 的 估 值 。 
例如 ,对 于 (Ca) 未 尾 例 举 的 问题 ,利用 容许 痕 数 
x хз 24 
У 6 тү» | 
ЕЖЕ. 9.8827>9.8717>л?; 但 是 ， 为 了 求 得 第 一 个 精确 
1) É L. Collatz, Zeitschrift f. апаеш. Math. Niech. 19(1939), р. 


228. 
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性 差 些 的 近似 值 ,需要 的 计算 量 是 比较 小 的 . 

O 按 库 归 法 独立 地 确定 符 征 值 ，。 利 用 2.13 IUEN 
变 分 原理 ， 只 是 在 已 经 求 出 特征 值 -on 以 及 与 其 对 
应 的 特征 函数 之 后 ,才能 来 得 特征 值 2,， 在 多 数 情况 下 ,这样 
做 并 不 方便 ， 根 据 库 朗 的 建议 ,利用 下 述 方法 决定 特征 值 ,可 
以 排除 这 个 缺点 。 设 w1(*),…, wp-1(%) 是 任意 一 些 可 积 函 
数 。 由 这 些 函 数 建立 表达 式 : 


{горах 


т(ил, ++ °, op 一 2 5 


Је»? % 


ода 
М (а, se., 10 0,1) = sup- 


fesas | 


其 中 убх) 遍及 所 有 这 样 的 容许 函数 ， 即 使 得 т йу. идя 
FAET M ВУЗЕ, ЗЕЕ 


faas=0 (>›==1,+++,р—1). 


这 时 ,如 果 z 可 改变 符号 , 则 有 
тА, M ;:>5_„; 
如 果 &:>0(<0),Ш5Ж — 4 Gr — 4) ЧЕХ ЭЖ. 
现在 如 果 使 函数 wi,，…, wp-1 发 生变 化 , 则 可 得 到 ， 


= тах т(ил, +++, Wp), А 
10 


-p= min М (и, ++, 0р), 
w 


1) М Courant 和 Hilbert, Vol. L, р. 342, E. Kamke, Math. Zei- 
tschrift 45(1939),p. 778; 46(1940), р. 280. 
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(е) 一 个 佑 值 定 理 。 кя” (x)>g (х), Нр A% 
g" (z) 是 连续 的 并 且 不 恒 等 于 零 ; 其 次 ， 设 局 是 特征 值 问题 
(34)( 其 中 以 国 数 ES” 代替 &) 的 特征 值 。 这 时 ， 

А, (pP=+1, +2, °°), 

只 要 是 这 些 特 征 值 存在 (如 果 g 宇 0， 则 只 是 对 于 P= 二 1, 2，…。 
ЖЖ). 

如 果 хуи) е. 是 由 (34) 用 |£ | 代替 g 而 得 到 的 特征 
值 问 题 的 特征 值 , 则 有 

ApS —0,<0< х2. 

KES 参数 以 非 线性 图 数 出 现 的 情况 ， 可 将 特征 值 问 题 

ETR. 考虑 n 阶 线 性 微分 方程 | 
L(y; А) =0, (49) 


， 其 系数 依赖 于 参数 ЕВЕ НКР ЯН 
U,(y; 0) =0 (0=1, ---, п), (50) 


其 系数 也 依赖 于 /4。 数 如 丈 为 这 种 边 值 问题 的 特征 值 如 果 
当 = до 时 ， 微 分 方程 (49) 具 有 满足 边界 条 件 (50) 的 非 平凡 
解 ; 同 时 ,这 样 的 解 称 为 特征 函数 . 
参数 以 非 线性 函数 形式 出 现 的 特征 值 问题 研究 得 还 很 
少 。 其 中 得 到 了 下 列 边 值 问题 的 特征 值 的 渐 近 表达 式 ， 微 分 
方程 为 
у + Дим, А) У + (м, A) YTP Hees 
+f (%, А) 3 一 0， 
其 中 f,(%*, 四) 是 参数 4 的 ?次 多 项 式 , 具 有 系数 为 参数 4 的 n 
ТУ MH, E. Kamke, Math. Zeitschrift 45(1939), р. 780 和 4601940), 
р. 280. 
2) ГМ, Я. Д. Тамаркин. О некоторых общих задачах теории 
обыкновенных линейных дифференциальных уравнений, Петроград, 


1917, J. Tamarkin, Math. Zeitschrift 27(1928), р. 1—54; М. В. Ken- 
дыш. ДАН СССР 8701951), p11 一 14. 一 一 俄 译本 编者 注 ,] 
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次 多 项 式 的 线性 边界 条 件 (50)， 一 一 俄 译本 编者 注 ,] 
S 3. 特征 值 问题 和 这 值 问题 的 近似 解法 ” 


3.1. 里 兹 - 伽 辽 金 近似 方法 ?2. 设 2.13 ЗНАНИЕ 
然 成 立 ; 此 外 , 设 5 (0) 20. 其 次 , 设 и: (=), +++, ин (м) ЕДЕ 
线性 无 关 的 容许 函数 。 如 果 现 在 不 是 对 于 所 有 的 容许 男 数 
3》(%) ,而 只 是 对 于 可 以 表示 为 


k 
у(х) = У a,u, (х) (1) 
у = | 
这 种 形式 的 容许 函数 来 考虑 8 2 的 变 分 问题 (38), 则 这 时 得 
到 的 最 小 特征 值 41 显然 >A. 因此 ,由 变 分 问题 得 到 了 确定 
а, 的 简单 的 极 小 值 问题 。 按照 微分 运算 法 则 , 对 于 4,, 得 到 
下 列 线性 方程 组 ， 


k b | | 
Уа, [ EL (u) —Àzgu,])dx=0 (p=1, ..., &); 


4=1 © 


这 时 ， À 应 当 这 样 确定 ， 使 得 此 方程 组 具有 非 平 凡 解 Gy, °°, 


1) 上 上 且 前 已 有 疼 述 本 怒 所 论 问题 的 大 量 文 献 。 我 们 仅仅 指出 某 些 著作 , 利用 
这 些 著 作 可 以 初步 熟悉 问题 ,并 且 从 中 可 以 找到 进一步 的 文献 索引 ， 

И. С. Березин и Н. П. Жидков, Методы вычислений. т. П, 1962; 

P. В. Хемминг. Численные методы, 1968; 

Л. В. Канторович и В. И. Крылов. Приближенные методы выс- 
шего анализа, 1952; | 

С. Г. Михлин, Вариационные методы в математической физике, 
1970; 

С. Г. Михлин и X. Л. Смолинкий, Нриближенные методы реше- 
ния дифференциальных уравнений, 1965; 
РЕ.) 
2) М М. Kryloff, Les méthodes де solution approchée des prob- 


Sansone. 


lèmes de la physique mathématique, Paris, 1931. 


° 248 • 


аһ, ЈЕЛИ, 1 应 当 是 行列 式 


р) = Det f TL GO Авия) (p,g=1,....%) 


[а 


Вл. ЭО) 只 有 实 的 零点 。 没 这 些 零 点 是 USUS 
<, 其中, 宇 4,。 因 此 ,我 们 得 到 对 于 前 * 个 特征 值 的 上 估 
值 . 

如 果 g (z) 变 号 , 则 这 样 选择 u,, 使 得 下 列 正 交 性 关系 式 
RL: 


I 4 二 0 (Pq), 


如 果 想 要 对 于 正 的 特征 值 进行 估 值 , 则 选择 内 时 ,除了 要 满足 
上 式 以 外 ,还 应 满足 


b 
J 34520 (r=1, '-*, 2), 


这 时 ,行列 式 即 (人 可 以 写 为 下 列 形 式 ， 


b 


[а.а —2е, ови dx 


(р, 9=1, •••,). 
D (1) 仍然 只 有 实 的 零点 ， 
А. «Ар 各 1,>,, 
如 果 想 要 对 于 负 的 特征 值 进 行 估 值 ， 则 应 当 这 样 选择 ww， 使 
得 


D (А) == Det 


h 
[евах<о @=1,---, D. 


ХЕ, ЭО) АЯ ТАНУ: 


Аа А 和 АА, 
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当然 , 所 得 近似 值 的 精确 程度 , 取决 于 用 函数 u, 或 其 线性 组 
合 逼 近 前 一 些 特征 函数 时 所 具有 的 精确 程度 . 在 多数 情况 
下 ,对 于 很 小 的 4 值 ,例如 4= 2 或 3, 已 经 可 以 得 到 实际 上 适 
用 的 结果 . 

_ 3.2. 格拉 梅 尔 近似 方法 ?>。 假设 00) 20. 同 在 3.1 Б 
中 一 样 ,我 们 研究 下 列 形式 的 函数 ， 


N | 
у" (х) 一 > azu, (x) 
v=0 


BERE, 对 于 这 些 函 数 应 用 2.15 节 (c) 的 第 三 变 分 原理 , 即 
这 样 来 确定 4,, 使 得 表达 式 


J LIL) ax 


рота 


取 极 小 值 。 同 在 3.1 节 中 一 样 , 我 们 知道 , 这 个 极 小 值 4” 是 
使 得 行列 式 


D* (А) = Det 


f L(u,) [+z (и) — Àu, |а» 


(р, 9=1, ++.) 
等 于 零 的 那些 * 值 之 中 的 最 小 的 。 ЗА М Az EH И — ЕЕ 
4,, 按 3.1 节 中 的 方法 得 到 的 近似 值 , 则 有 АГ >5,. 因此 ， 
伽 辽 金 方法 给 出 更 好 的 近似 值 : 但 是 , 在 多 数 情况 下 , 这 种 简 
单 形 式 的 格拉 梅 尔 方法 要 求 的 计算 工作 量 比较 小 ,同时 名 已 


1) В. Grammel, ingenieur-Archiv 10 (1939), р.35—46; L. Gollatz, 
Zeitschrift f. апвеш. Math. Mech. 19(1939), р. 225; Biezeno-Grammel, 
Techn. Dynamik. р. 169—172 ( 俄 译本 : К. Б. Бицено и P. Граммель, 
Техническая динамика, т. 1, 1950, т. 11,1952). 
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给 出 足够 好 的 近似 值 
”假设 
у" (х) = > аут, (х), 


о =} 
其 中 v, (x) EE 
І (о) = g (x)u,, О ,(>,) =0 (и=1, .*°, п) 
的 解 , 也 就 是 说 ， 


b 
0,05) = Ге, E)g Gu, (E) dE, (2) 


还 可 以 求 出 下 一 个 近似 值 ( 同 3.4 节 相 比较 )。 如 果 现 在 对 于 
У", о, 重复 对 于 у", и, 进行 过 的 一 切 运算 , 则 得 到 АТ" 
使 得 行列 式 D"* (4) 等 于 零 的 4 值 中 的 最 小 的 , D*" (4) 与 
2 (和 ) 不 同 之 处 是 ,其 中 的 4 全 都 用 2 来 代 赫 .。 
下 列 不 等 式 成 立 : 
hh, 
即 我 们 现在 得 到 比 对 函数 u, 应 用 伽 辽 金 方法 时 更 好 的 近似 
(E; 正如 一 些 实例 所 表明 的 ,这 一 改进 是 相当 大 的 。 当 研究 纯 
弹性 振动 时 ,可 以 避免 计算 表达 式 (2) 中 包含 的 格林 函数 ,这 


一 点 对 于 实际 应 用 来 说 是 很 重要 的 ， 
3.3. ВЕЖ-МУ МЕТАН. БЕЛ 
次 边 值 问题 
(у) = (х); И„(у)=0 (и=1, ++., n); (3) 


同时 设 2.13 节 中 指出 的 条 件 成 立 ， ЗЕН Са) 是 连续 的 。 
这 时 ,对 应 的 齐 次 边 值 问题 没有 非 平 几 解 ,因而 , (3) 具 有 唯一 
的 解 y>=g(*)。 此 解 可 以 按 下 述 方式 来 逼近 : 设 (ж), +, 
upg(%) 是 彼此 线性 无 关 的 容许 函数 . EREN 
k 
Pk= У a,us 


у=] 
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rh, G FE 2& a, 使 得 


f gatL (дн —2 f(x) 145 三 极 小 ， 


Вр 
R д b 2 
> apa, | usL (из) dx 一 22 a, | uaf de = 一 极 小 . 
Pg=] ы ре} ~ 
Жа, 由 方程 组 
k b Ф 
a, \ u, L (u, )dx = \и,ўах (р=1, •••, &) 
> | fuf 


单 值 地 确定 。 于 是 p RA ф 的 近似 表达 式 . 

[如 果 研 究 的 是 一 般 的 非 齐 次 边 值 问题 

І(у) =} (х); U) =y, W=], +, n), 
-那么 ,经 过 变换 
y=Y +u, 
其 中 u(%*) 是 满足 边界 条 件 
О (и) =. (и=1, +... п) 

的 任意 容许 函数 ， 则 此 边 值 问题 可 以 化 为 形 如 (3) 的 边 值 问 
题 .一 一 俄 译本 编者 注 .] 

3.4. ЖАН. 设 2.13 节 指 出 的 条 件 仍然 成 立 ， 
并 且 设 g(*) 宇 0。 我 们 从 某 一 任意 的 连续 国 数 y (x) 出 发 ， 
ХШ GE] 


b 
J gadx>0, 


1) 这 个 方法 同 维 亚 涅 罗 (Vianeillo7 和 恩 格 瑟 (了 ngesser) 有 关 ， 在 他 们 的 著 
作 中 包含 了 逐次 逼近 法 的 基本 原理 。 关 于 这 个 方法 , 见 Biezeno-Grammel. 
Techn. Dynamik. p. 155-163 (Ææ: К. Б. Бецино и P. Граммель, 
Техническая динамика, T- L ,1950,т. 1,1952). 
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按 下 述 方式 建立 函数 序列 yo), у1(®), yalt), ee: 如 果 
Ув-1 已 经 知道 , 则 у» 作为 边 值 问题 

(ув) = 605) ув-105): ЇУ„(ув)=0 (a=1,-:-:-:-,n) 
的 解 来 确定 。 这 时 ( 见 1.6 节 ) 


b 
yala) = (Га, Е) g (8) ув ЧЕ. 


如 果 уо 已 经 是 52 特征 值 问题 (34) 的 容许 函数 , И yo 可 按 某 
一 个 特征 函数 完备 规范 化 正 交 系 Va) RRN: 

Уо = у, cx (x) 
而 


Ув == Уи, (a). 
р ^p 


由 此 可 知 ， 
(8) ока) = 6， 当 h->co 时 ,具有 与 * 无 关 的 极 
限 , 而 此 极限 就 是 特征 值 %+。 其 次 ， 
Пт ув С) 

是 与 特征 值 对 应 的 特征 函数 。 如 果 特 征 值 问题 是 这 样 的 ， 
即 与 最 小 特征 值 氏 对 应 的 特征 半数 在 区 间 <<*x<2 上 不 等 于 
零 , 则 此 方法 给 出 的 正 是 第 一 个 特征 值 ， 只 要 在 区 间 а<х< 5 
上 ?yo 天 0。 例 如 ,从 振 葛 定理 可 知 , 二 阶 斯 图 姆 型 问题 右 具 有 
这 种 性 质 (9.2 节 (al) )， 

я. 
у’ 4у=0; у(0)=у(1)=0. 
假设 »=1, 这 时 ， 作 为 = 的 近似 值 ， 我 们 得 到 ol( 本) 一 8 


„(>= 9.6; (>) =9.84. 
(b) 如 果 假 设 
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b 


则 Ak 与 3, # H. 
O<aksçak aya 3 8221 时 ， 
因此 ,数值 


— ©^-1 


ОА 2р (5221) 


эң £ Е. Е; 其 极限 正 是 特征 值 %. ХЕ (а) ЖЕ 
的 假设 之 下 ,可 以 得 到 最 小 特征 值 . 
在 上 述 例子 中 , р. =12; р.=10;рз=9.88. 


b 
I (yk)d x 
Pak 一 一 人 一 一 
вах 


Е 


Ни е>0 t 


P 
fro pas 
Poaka = у, 
[ 2 (уд) 4х 


则 从 2.14 (c) ft ЖП, EA РАМ. 

(с) 如 果 求 出 了 第 一 个 特征 值 以 及 与 其 对 应 ЕР 
wii(x)， 那 么 为 了 得 到 以 后 的 特征 国 数 ， 可 以 应 用 同样 的 方 
法 ,只 要 将 某 一 个 与 uO ERR RUER yo(*) 即 可 . 

应 用 逐次 逼近 法 ,在 进行 不 多 的 儿 步 以 后 , 贡 贡 就 可 以 达 
到 目的 . 

3.5。 应 用 有 限 差 分 法 近似 求解 边 值 问 题 和 特征 值 问题 . 
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这 个 方法 的 基本 思想 如 下 ， 设 给 定 边 值 问题 
L(y)=f(z)y; U,()=y, (ш=1,-++,п), (4) 

并 设 1.1 节 指 出 的 表示 法 和 条 件 这 时 仍然 有 效 。 我 们 假设 此 
边 值 问 题 是 可 解 的 ,为 了 得 到 其 近似 解 ,将 区 间 [a,2] 分 为 长 度 
为 а= -一 全 的 相等 部 分 ,并 且 对 于 每 一 个 分 点 5, =a h 358 
出 一 个 方程 ,此 方程 可 以 这 样 来 建立 :以 适当 方式 选取 差分 关 
系 ,作为 近似 式 代 蔡 微分 方程 (4) 中 的 导数 ,就 得 到 这 个 方程 。 
对 于 边界 条 件 中 包含 的 导数 也 进行 这 样 的 代 换 。 于 是 , 为 了 
求 未 知 解 y(*) 在 分 点 上 的 值 y= ya tvh) ZEME Y, 我 
们 得 到 线性 (代数 ) 方 程 组 ,原来 的 边 值 问题 从 而 化 成 了 有 限 
的 ”问题 . | 

如 果 给 定 特征 值 问题 

L(y)+1g(w%)y=0 И„()=0 (u=1, ++., n), 
则 得 到 的 齐 次 线性 方程 组 的 系数 还 依赖 于 А. 数值 4 应 当 这 
样 选择 ,使 得 方程 组 有 具有 非 平 几 解 。 因 此 ,为 了 求 第 一 个 特征 
值 的 近似 值 ,我 们 得 到 代数 方程 . 

将 微分 的 问题 化 为 有 限 的 问题 ， 可 以 利用 下 列表 格 来 进 


^—*^ 


ТТ: 
>к ЛЕ +) fG D)1+ Вь 
р Даа +8 G+) —8 (z—h) + 
7 | р 
| — —ñ R 
f(x) = + f(x 2 h) + 18 759 


1 . 
rry lI (х +3h)—9f(x+2h)+45/f (x+ h)— 


一 45 f (x—h)+9J/(x—2h)— /(x—3 h) |+ 
47 
2100 


+ Rê Аз; 
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та /(#+2у+16 f(z +h)—30 f(z) + 
T16f(z—h)—/f (z—2b)]+ ик, | 


т f (% + h)— —2 f(x) 十 76-915 В., 

(х) = 
180 чарк 2Л® +3 h)—27 flx +21)+270 f(x + h)— 
— 490 (5) + 270 f(x —h) —27 f(x — 2h) + 


— hR 
+27 3%) 1+ 54007 8; 


т [Л (w + 2h)—3 f (xz +h) + 3 f (x) 一 
— f (z 一] +28, 
ЭТ CS (x + 2k)}— 2f (x + h) 十 2 f (x —h) — 


f" (9) = 17 
—/(®—2В)у]+-—й, 
rr Сх +3 -+8f(x-+ 2 һу —137/(* +h) + 
+13/(w—h)—8/(xz—2hy+ f(x—3 h)J+ 
403 
+2550“ 49 
РОИ 
4} (5—0) + f(x— 2 及] 十 -2 
7° (z) = Г 0 + ЗА) + 12 f(x + 2) —39 f(x +h) + 


5 
+56 /(*)—89 f(z—h) +12 f(x —2h) 一 


403 
一 /xz 一 3 hth 
314 до 


利用 更 高 阶 的 表达 式 , 在 同样 的 步 长 之 下 ,可 以 提高 精确 
FEE, 

这 里 ,表示 茶 一 个 数 , 这 个 数 小 于 | (м) | 在 包含 上 
述 表 达 式 中 所 遇 到 的 一 切 横 坐标 的 某 一 个 区 间 上 的 最 大 值 . 

如 果 对 于 边界 条 件 也 利用 更 高 阶 的 有 限 差 分 ， 那 么 这 时 
可 能 会 得 到 这 样 一 些 项 ,这 些 项 含有 对 应 于 处 在 区 间 (a4, 3) 以 
外 的 扩 的 主 值 。 如 果 在 给 定 的 区 间 的 端点 上 利用 较 低 阶 的 近 
WL И 1 可 以 避免 这 种 情况 ( 见 下 面 举 出 的 例子 )。 

例 : 如 果 对 于 边 值 问题 

у" +Аху= 0; У(0)=у(1)=0, 


假设 m=4, 即 4 二子， 则 按照 一 次 近似 公式 得 到 方程 组 


了 :一 2 Yt Yo AY =0, 
Y,—2 Yst Y, У, 0, 


Y,—2 У,+ уу, =0. 


由 于 边界 条 件 ,此 方程 组 可 以 化 为 | 
(A4h2—8)Y I +4 Y,=0, У,- (2 8+ У. =0, 
У, -| (3 152 — 8) У, = 
使 得 这 个 方程 组 的 行列 式 等 于 堆 ， ПНА 2 的 
最 小 值 等 于 17 .87 . 这 个 近似 值 同 最 小 特征 值 的 精确 值 18.956 相 差 6%. 
采用 二 次 近似 公式 则 可 导出 方程 组 
—Y,+16 Y,—30 了 十 16 了 一 立 3 5МУ,=0, 
一 了 ,十 16 У, —30 У,+16 У. — У, 6412 了 一 0， 
一 也 十 16 У,—30 Y,+16 Y; AY, +9 АРУ, = 0 
由 于 边界 条 件 У, ШУ. 均 不 出 现 ， 还 可 以 消去 У, 和 Ys, 如 果 在 边界 
点 上 也 用 有 限 方程 来 代替 微分 方程 ,而 这 时 利用 的 是 一 次 近似 公式 ;我 
们 得 到 
Y,—2 У + Y- +04 Yo50, HI Y= —Y;, 
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У,—2У,-- У, -+1-4*У,=0, HH У, =-У,, 
这 时 ,对 于 最 小 特征 值得 到 近似 值 18.86. 
甚至 采用 比较 粗糙 的 计算 方式 ， 这 种 方法 所 给 出 的 近似 
值 , 当 疡 >0 时 ,也 会 趋向 于 精确 解 ， 从 理论 观点 看 来 ,这 是 很 
有 意义 的 .因为 ,根据 普 朗 彻 尔 (Plancherel) 的 研究 ， 下 述 结 
果 成 立 ， 设 给 定 边 值 问 题 
[С у’ | + ж(®%)+А]у=ЮЙ(®); у(0)=у(1)=0, (5) 
在 区 间 0<х=1 Е, ЖЖ 广 >0, 并 且 是 二 次 连续 可 微 的 ,而 & 
和 天 是 连续 的 。 НЕА y'(x,), y”(x,), f'(%,) JH 


Луб, 1) А2у(х, 1) А/С) (2-1 
Ы А? h $ ) 


А 


$ 


-来 代替 则 相应 的 代数 方程 组 具有 下 列 形 式 : 
n? fY pa 2Y, HY, D вп (f, — f,)(Y,—Y, ) + 
+ (8, +АҮ, =, (@=1, +., n—1), 
此 外 ,边界 条 件 给 出 工 o= 工 < 一 0. ЖД 7 不是 对 应 的 齐 次 边 值 
问题 的 特征 值 , 即 如 果 (5) 县 有 唯一 的 解 y(*) И] Y, — y (2), 


. r 
其 中 x= lim, 


H—Yy со 


ЖИ h = 0,21, де IE [a| ИН) р РЕЛЕ , 3 Н.И 222 
是 上 面 写 出 的 线性 方程 组 的 行列 式 按 增加 的 次 序 排 列 的 零 
Ao ШЭ п->со 8,454 ,. 

3.6. ЯМ”. 扰动 方法 基本 思想 是 ,借助 于 比较 简 
单 的 特征 值 癌 题 的 解 ,来 求 ( 即 使 是 近似 地 ) 劝 一 个 “被 扰 ” 问 
题 的 解 。 同 时 假设 , 被 扰 问 题 的 解 能 够 按 某 一 个 参数 BJ F 
次 展开 。 这 种 思想 可 以 通过 晒 种 途径 来 实现 。 

(а) 设 给 定 斯 图 姆 型 问题 


1) 也 可 参阅 9.10 节 (b)。 
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[/Z(z=)>']'+[g(x)--1]y=0; (6) 
ау(а) +Ву’(а) =0, уу(5)+ду' (6) =0, (7) 
其 中 (gl 十 |8|>0,1y] + |ó >0). К РЕТРО, 
级 数 
f=Y hb р(х), g=] kg, (х) 


t= 0) 


在 区 间 2<x=<b 上 均匀 收敛 和 绝对 收敛 , 并 且 设 8, 是 连续 
的 , f, 是 连续 可 微 的 , J0, 第 一 个 级 数 可 以 过 项 微分 ， 设 
对 于 由 方程 | 

(joy + (ао А) y =O (65) 
和 边界 条 件 (7) 组 成 的 未 被 扰 问 题 ,第 7 个 (例如 ,第 一 个 ) Fe 
征 值 4=x, 以 及 对 应 的 规范 化 的 特征 阔 数 p(X*) 均 已 知 ; В х 
是 重 数 为 1 的 特征 值 。 求 斯 图 姆 型 问题 (6) , (7) 的 具有 下 列 
形式 的 第 个 特征 值 u 和 对 应 的 规范 化 的 特征 欧 数 光 (*)， 


“= У "и, Y= > p, (м), (8) 


ЖАЮ ио = x, Ио, m V, 满足 边界 条 件 (7). 将 表达 式 
(38) 代 人 方程 (6) 。 如 果 这 时 所 遇 到 的 级 数 都 可 以 逐 项 微分 和 
ЖЕ, ША, 7 一 多 显然 是 问题 (6), (7) 的 解 ,只 要 下 式 成 立 ， 

(оф, >" + (во, =Е,(х) (=1,2,..°), (9) 
其 中 


Е, (z) =— Ут) + (ви), ]. 
p=] 


因为 齐 次 特征 值 问 题 (6), (7) 有 具有 非 零 解 ,所 以 当 且 仅 当 ( 见 
1.450) 


b 
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时 , 非 齐 次 特征 值 问题 (9), (7) 才 是 可 解 的 。 在 适当 选择 数值 
u, 时 ,这 些 条 件 可 以 满足 。 特别 是 , 当 = 时 , 这 个 条 件 给 
出 


» 
Ki 一 - fren + 21914, 


对 于 这 个 数值 a, 非 齐 次 特征 值 问题 (9), (7) 当 + 二 1 时 
是 可 解 的 ,并 且 存 在 同 p 正 交 的 规范 化 的 解 VW。 其 次 ,在 ?= 
2 的 情况 下 ,可 以 这 样 确定 wz, 即 使 得 条 件 (10) 成 立 , 这 时 非 齐 
次 特征 值 问题 (9), (7) М p 和 wi 正 交 的 规范 化 的 解 ws， 
如 此 等 等 . 
如 果 级 数 (83) 的 各 项 迅速 地 减 小 , 则 这 种 方法 可 以 用 来 近 
似 地 计算 и ШУ. 
这 种 方法 也 可 以 用 于 更 高 阶 的 微分 方程 和 其 他 的 边界 条 
£F. 
《b) 现 在 设 方程 
Liy) +Ау=0, L(y)=[/(x*)y”Y+zg(z)y AD 
以 及 条 件 (7) ,是 未 被 扰 特 征 值 问题 ,而 方程 
L(y)+[Rr(x)+1]y=0 (12) 
以 及 条 件 (7), 是 被 扰 特征 值 问 题 。 未 被 扰 问 题 的 特征 值 和 规 
范 化 的 特征 函数 用 2。 和 qn 来 表示 ,而 被 扰 问 题 的 则 用 ил 和 
wn 来 表示 。 将 表示 法 作 一 些 改 变 ,再 来 求 下 列 形式 的 解 ， 
u, = А, ho, + Rnt +++, Yn= nt Ри, Бо, +. 
将 这 些 表达 式 代 入 方程 (12)， 并 且 令 严 @=1,2,...) 的 系 
数 等 于 零 ,得 到 方程 组 
L (ttn) +L,u, = — (T HPna) pn, 
L(vn) 十 rn 一 Cre | (13) 


+» оо ооо ооо ое + 
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Гир 


b 
“= j “Фо ах 


是 и, 按 特征 函数 py 的 展开 式 的 系数 , 则 从 (13) 的 第 一 个 方 
程 利用 格林 公式 可 以 得 到 

(р) ap,g—=— dp,g™— бр, glm 
其 中 


b 
4, ç =Í rp, x, 


因此 ， pp 一 一 dp р, 并 且 如 果 将 u, 规范 化 ， 则 有 


„=> авии, (P=1,2 e). 
gab т 
用 类 似 的 方法 从 (13) 的 后 面 的 方程 可 以 确定 rw Va ++, 
个 方法 也 能 用 于 更 高 阶 的 方程 和 其 他 的 自 共 筑 边界 条 件 ， 
т. 特征 值 的 估 值 .我 们 来 考虑 82 的 特征 值 问 题 (34)， 
这 时 2.13 节 提 出 的 假设 仍然 成 立 , 此 外 , 设 а (4) 220, 

| (а) 邓 克 利 - 杰 夫 科 特 分 解 公式 ?. 设 5(*) = iG) +. 
+5442) ( 是 连续 的 ,0 并 且 才 0) ,其 次 , 设 ?表示 用 函数 

КЖ z 之 后 所 得 特征 值 问 题 的 第 一 个 特征 值 ;这 时 


k 
(b) ЖЖ УСТЕ 如 果 L (у) НИЕ п 
阶 微分 型 之 和 的 形式 ， | 


1) МН. Н. Jeffcott, Proceedings Soc. London А 95(1919),р. 105. 
2) H. Lamb—R. V. Southwell, Proceedings Soc. London А 99 


(1921), P. 272. 


s 
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(у) = ЕР (у) +++ + БС у), 
使 得 特征 值 问 题 
Г,(у) =Авуз О,(у) =0 (и=1, •••, п) 
中 的 每 一 个 都 满足 2.13 节 中 叙述 的 条 件 , 并 且 如 果 4, 是 这 
样 的 特征 值 问题 的 最 小 特征 值 , 则 有 


k 
А> > М, е 


(c) 坦 普尔 包括 定理 ?。 设 g(x)>0, 而 y (z) 是 革 一 个 


在 区 间 ax <b 上 不 为 零 并 且 在 此 区 间 内 使 得 二 上 (2) 之 0 的 
容许 函数 ( 见 2.13 节 ); 其 次 , 设 极限 


1 1 
lim— Г, Iran —l lš, 
lim- (у) 和 lim- (y) 


存在 ,因此 二 L(y) 可 以 看 作为 在 整个 闭 区 间 ахь Еи 
续 函数 。 那 么 ,在 数值 


L L 
m= min 一 一 一 一 和 M= max Су) 
а<#<ь ВУ 


之 间 , 至少 有 一 个 特征 值 如。 如 果 给 定 的 特征 值 问题 是 这 样 
的 , 即 对 于 所 有 的 其 有 任意 连续 函数 220 的 特征 值 问题 52 
(24) 来 说 ,对 应 于 最 小 特征 值 的 特征 函 数 只 要 它们 在 区 间 
a<x<b FAT, MIES q m <l < M, 
ЖИ, JA 9.2 i (ai) ву, РТА BJ (ИНН 

在 值 问 题 , 上 述 假 设 成 立 . 

1) С. Temple. Proceedings London Math. Soc.(2), 29 (1929), р. 
270; L. Collatz. Zeitschrift f. angew. Math. Mech. 19 (1939), р-239. 
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(9) 克 雷 洛 夫 -博古 柳 波 夫 包 括 定 理 … ўе (х) 20, R 


设 对 于 任意 的 容许 函数 >(*) 寺 0， 


р P 
1 
[ус орая [SLL Td 
а == в ==— ; 
[И f eyaz 


这 时 222202, 并 且 在 
а-у 02—02 和 w+ 8 —о? 
之 间 , 至 少 有 一 个 特征 值 。 


(e) 利用 格林 函数 进行 们 值 . Ee ВАНО F X-T Ж 
8 2(44 a) 的 第 二 个 不 等 式 给 出 下 列 下 估 值 ， 


L< fr х)=(х) 4х, 


其 中 三 是 所 论 问题 对 应 于 2=0 的 格林 函数 。 甚至 在 给 定 的 
问题 不 是 正定 的 情况 下 , 但 是 如 果 6220, 则 可 利用 公式 


1 Р, 
— K 2 一 | 
SP I SMS Vk 


(2.7 节 (d)) 对 于 第 一 个 特征 值 进行 估 值 . 这 个 公式 中 包含 的 
格 袜 尔 数 在 许多 情况 下 不 易 算 出 ， 因 而 这 个 公式 的 使 用 受到 
限制 . | 

На, мн, AAT B] , КР Го, 5) № 
难 算出 ;例如 , 微分 方程 的 形式 为 和 7 + À¿gx= 0 的 二 阶 特 征 值 
问题 , 即 可 以 化 为 求 方程 y”=0 BU KES Я, 就 属于 

1) Н. Крылов и Н. Боголюбов. ИАН CCCP(1929),p.471; Е. Kam- 
ke, Math. Zeitschrift 45 (1939) ,р-788—790. 
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这 种 问题 ( 见 第 三 部 分 2.1). 
(f) 坦 普 尔 - 比 克利 下 估 值 5. 设 是 重 数 为 1 的 特征 值 ， 
A, 是 第 二 个 特征 值 2; 的 某 一 个 上 估 值 ,并 且 4,200, 其 中 Pa 
的 意义 同 在 3.4 布 (b) 中 是 一 样 的 。 这 时 ， 
45—05. 
h>- =». 


(g) 特 雷 夫 艾 -和牛 因 格 下 估 值 *。 {ЛЖ в>0, И E 
数 为 1 的 特征 值 . pas 


0<8—¿i < 


ВЕНУ 1 – з=), 


其 中 y=1 一 号 ,和 有 具有 (6) 中 所 指出 的 意义 , 1, fn h Ж 
前 两 个 特征 值 的 ( 粗 粗 的 ) 下 估 值 ,并 且 还 假设 >a, 上 述 公 
式 可 以 用 来 改善 估 值 5。 也 就 是 说 ,如 果 = КОД À, [0 — 
个 下 佑 值 , 则 从 上 述 公式 我 们 可 以 得 到 4 的 新 的 下 估 值 。 一 
般 说 来 ， 如 果 把 荣 一 个 下 信 值 他” 代入 这 个 公式 来 代替 В, 我 
ЧЕ 


А Ко, р, ..., я 我 们 可 以 使 
原来 是 性 粮 的 信和 值得 到 一定 程度 的 改善 
(h) 按 特 雷 夫 茨 - 维 勤 斯 法 对 较 大 特征 值 的 了 佑 值 ,如 
果 
S= Bm S,= yl. 
1 ¿, 42 ° 


1) G. Temple, Proceedings London Math. Soc.(2), 29 (1929), р. 
275. . 

2) М А. A. Newing. Philos. Magazine (7),24 (1937),p. 114—127. 

3) М, Willers, Zeitschrift f. angew. Math. Mech. 16(1936),р. 336. 
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并 且 如 果 对 于 前 面 一 些 特征 值 ,我 们 有 例如 按 里 效 - 伽 辽 人 金 方 
法 求 出 的 上 估 值 
A =h, (2=1,...,^), 


对 于 7” 一 1， ` ° ° >, 则 有 


Tn SS 
例如 ,根据 2. ма: w ESOM, 有 
s< f Г(х x)e(x)dx, 


并 且 , 利 用 积分 方程 理论 ,可 以 得 到 对 于 S, 的 相应 估 值 。 
8. 计算 特征 值 和 特征 函数 几 种 方法 的 综述 .。 设 给 定 
特征 值 问题 | 
L(y)=lg(x)y; И „(у)=0 (и=1,, == п). 
(а) ADHS. 这 里 不 要求 任何 补充 假设 如 条 对 村 每 
一 个 4, 可 以 求 出 微分 方程 的 基本 解 组 
ф1 (м, А), +, фи (я, А) _ ap. 
MA ACA) =0( 2.1 市 ) 可 以 精确 求解 , 或 者 利用 近似 的 
数值 方法 来 求解 。 因 此 ,如 果 求 出 了 其 一 个 特征 值 zo, 则 剩 下 
的 只 是 选择 常数 C，, 使 得 函数 


у= уз С.Ф, (2, А) 
у=} 


满足 所 论 特 征 值 问题 的 边界 条 件 ; 这 时 у ВЕ ЛЕВА R. 
如 果实 际 求 函 数组 (14) 有 困难 ,但 是 已 知 存 在 实 的 特征 
值 , 则 总 可 以 对 于 参数 4 的 两 个 值 <А 利用 近似 方法 ЖЩ 
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相应 的 基本 解 组 (14)。 这 时 ,如 果 A(20 和 A (1a) 具 有 不 同 的 
符号 , 则 在 1, 和 2, 之 间 至 少 存在 一 个 特征 值 。 缩小 区 间 (u 
12), 并 且 重 复 使 用 同样 的 方法 ,可 以 使 算 出 的 特 征 值 具有 任 
意 的 精确 度 . 

(b》 化 为 积分 方程 。 见 2.9 E, 这 种 方法 对 于 理论 研究 
可 能 是 非常 有 用 的 。 但 是 ,一 般 说 来 ,为 了 算出 特征 值 , 这 种 
方法 并 不 方便 ,因为 求 格林 函数 通常 是 相当 复杂 的 . 

(с) 扰动 方法 .。 见 3.6 5. 物理 学 宗 们 广泛 地 使 用 着 这 
种 方法 。 为 了 估计 误差 , 可 以 利用 2.15 节 (е) 和 3.7 节 (a)， 
(b) 的 估 值 方法 . 

(4) 化 为 有 限 差 分 方程 . 见 3.5 第 ， 在 许多 情况 下 , 使 
用 这 各 方法, 要求 不 太 大 的 计算 量 , 就 可 以 得 到 前 面 一 些 特征 
值 的 近似 者 示 . 

(e) 化 为 变 分 问题 ， 见 2.13 节 , 3.135, 3.235. 这 里 
首先 应 当 提 到 的 是 瑞 利 原理 .里 效 - 伽 辽 金 近似 方法 和 格拉 梅 
尔 近 似 方法 , AR 2.154 (e), 3.7 2 (a), (b) 的 估 值 定理 . 
这 些 方法 都 是 近似 地 求 特征 值 时 最 常 使 用 的 方法 。 因 为， 函 
Ж y 以 及 函数 и, +++, ив 向 前 面 一 些 特 征 函数 逼近 得 越 好 ， 
瑞 利 原理 和 其 他 两 种 近似 方法 效率 越 高 ， 所 以 有 了 时 利用 3.4 
池 的 逐次 逼近 法 来 求 前 面 一 些 特征 函数 的 更 精确 的 近似 ; 常 
常 是 一 次 近似 就 够 了 . | 

(f) 逐次 逼近 法 。 见 3.4 节 。 在 许多 情况 下 , 用 这 种 方 
法 进行 不 多 的 几 步 以 后 ,就 已 经 得 到 很 好 的 近似 值 。 然 而 , 从 
计算 技术 的 观点 看 来 ,这 种 方法 并 不 总 是 方便 的 . 

(g) 插值 法 . 同 里 兹 - 件 辽 金 方 法 一 样 ;, МА ТЕЖ 
пая), ser, UCHR Я 

y=} au, (х), 


?一 | 
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ЖН а, 和 7, 使 得 函数 у 在 妃 个 给 定 的 点 asqa a< 
… 之 xs<b 上 满足 所 论 问题 的 微分 方程 。 这 时 ,用 这 种 方式 
求 出 的 数 2 和 函数 у (=) ,近似 地 表示 某 一 个 特征 值 和 对 应 的 “ 
特征 函数 。 这 种 方法 有 点 原始 , 但 其 优点 是 应 用 范围 很 广 . 
x (№) 3.7 节 中 叙述 的 估 值 定理 也 适用 于 上 面 列举 的 各 种 
方法 ， 关 于 二 阶 特 征 值 问题 ,也 可 参阅 9.5 节 ， 关 于 二 阶 方 
程 的 边 值 问题 或 二 阶 常 系数 方程 组 的 边 值 问题 的 解法 ， 还 应 
当 提 到 的 是 傅立叶 变换 法 . 


84. 对 于 方程 (у) =4С(У) 
АЈА 9079 E E Тарай 


下 面 援引 的 81 和 8 2 一些 结果 的 推广 是 属于 作者 的 . 见 EE Kamke, 
Math. Zeitschrift 46(1940),р. 231—286. 

4.1。 问 题 的 提 法 。 前 面 叙 述 的 定理 和 方法 中 的 大 部 分 ， 
都 能 搬 到 以 更 一 般 的 方式 包含 着 参数 4 的 特征 值 问题 上 去 ， 
只 要 其 微分 方程 仍然 仪 仅 是 线性 地 包含 14. 

设 给 定 微分 方程 

HF(y)=A4G(y), (1) 
其 中 . 
Е(у)= У (ру), G(y)= 2 (в, у) 


y=0 r=0 
АЕ) Ë ЖЕ ИЭ ЖШ; ЊУ, Ч 从 前 一 样 , 设 给 定 边界 条 件 
( 见 1.1 市 ) 为 
7202) =0 (и=1,...,2т), (2) 
这 里 和 以 后 将 假设 ; 
(а) 0<n<n, 
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(b) Р, =, (м) g =g (a) fE D< |a] a< =< РАЗИН, 
НЕ у MERT ШУК, 770; g;,s=0. 

(с) 对 于 每 一 个 4 值 ,特征 值 问题 (1), (2) ЕН ЖА. 
这 意味 着 :第 一 ,由 微分 方程 了 (у) =0 和 边界 条 件 (2) 组 成 
的 边 值 问题 是 自 共 斩 的 , 即 对 于 两 组 数 
и(а), и’ (а), GD и(Ь), и (b), 2 (b), 
v(a), v’ (а), +e., 02"-10 (а), v(b), u’ (b), ° ° 。 V2m В(Ь), | 

(3) 

其 中 二 者 都 满足 方程 (2), 下列 等 式 成 立 ， 

F Çu, J| =o, 
这 里 多 表示 格林 公式 (第 一 部 分 17.6 节 ) 


fiero vF (u) ах =F [u, v] |? 


中 包含 的 双 线 性 微分 型 
[ии] =, Ў (CIPE Sun) wP 
r=] Р+9 => — | 
— (72%) Pu]; 
第 二 ,对 于 任何 两 组 数 (3) ,其 中 二 者 都 满足 方程 (2) ,有 
2 [м, v] |%==0, 


这 里 Flu, v] 表示 格林 公式 
JEG) uG w) jda = [и +] |? 


中 包含 的 双 线 性 微分 型 , 并 且 可 以 表示 为 同 .多 Ву R 达 式 相 
类 似 的 形式 

在 8 2 讨论 过 的 特征 值 问 题 中 ,有 CGO == (5) у Ж 
少 三 0, 因 而 最 后 一 个 关于 G 的 条 件 自 然 成 立 。 

按照 2.1 节 引 用 的 术语 ， 我 们 将 不 便 等 于 零 的 解 理解 为 
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问题 (1) ， (2) 的 特征 男 数 ; 辣 从 前 一 样 , 将 使 得 特征 函数 存在 
的 每 一 个 4 值 称 为 特征 值 . 

4.2. 一 般 的 初步 注 记 ， 对 于 每 一 个 4 值 , 存在 微分 方程 
(1) 的 基本 解 组 

y)Á(x, À), +++, У2т(Х, А), 
方程 (1) 的 每 一 个 解 都 可 以 表示 为 基本 解 组 的 线性 组 合 。 因 
此 ,对 于 每 一 个 特征 值 0, 存 在 4 二 *(40) 个 线性 无 关 的 特征 沙 
数 Wil), +++, WRC), 而 对 应 于 4o 的 任何 一 个 特征 函数 都 可 
以 表示 为 下 列 形式 ， 
У) 一 Ci 十 十 CI (|С, |20), 
这 个 数 k, НЕМ А, 的 重 数 ; 显然 LSS 2т, 
现在 仍然 设 基 本 解 组 yp, ЖЕНЕ, 使 得 
yD (a, А) = e, азл 
(р=1,+-+,2т; 9=0,...,2т—1). 
这 时 ,行列 式 
А (1) =Ое |И„(у,)| (u, т=1,...,2т) 

同 从 前 一 样 , 称 为 特征 值 问题 的 特征 行列 式 ， A(4) 是 4 的 整 
АЖ. ДНЕ А (м) 一 0, 则 每 一 个 数 4 都 是 特征 值 。 如果 Л (А) 
50, 则 存在 不 多 于 可 数 个 特征 值 ; 这 些 特征 值 同 整 国 数 A (A) 
的 零点 是 一 样 的 ， 所 以 没有 任何 一 个 极限 点 ， 点 ¿= co 可 能 
У. НИ ЧАК А (ho) 的 矩阵 之 秩 为 2 m— ВЕ, 特征 
{E № 的 重 数 为 4。 

仍然 可 以 引入 格林 瑰 解 式 的 概念 ( 见 2.2 节 )。， 其 次 ,如 
Я у(х), W(*) 是 对 应 于 不 同 的 特征 值 2, ^2 的 特征 函数 ， 
则 下 列 正 交 性 关系 式 成 立 ; 


ie) dx=0. (4) 
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4.3。 标 准 的 特征 值 问 题 ， 特征 值 问题 (1) , (2) 称 为 标准 = 
的 ,如 果 对 于 每 一 个 特征 函数 ap), 下列 不 等 式 成 立 ; 


P 
| iG Gp) 420, 


Кн y RRA У Ж tuna РЁ. 

MEAR ибх) Ви а] 2 m 阶 的 连续 导数 ,并 且 满 足 边 
界 条 件 (2), 则 u(x) 称 为 特征 值 问题 (1),(2) 的 容许 函数 

如 果 下 列 条 件 之 一 成 立 , 则 自 共 罗 特 征 值 问 题 (1) , (2) 显 
然 是 标准 的 ， 

(а) G(y)=g(x)x, 在 区 间 4 和 和 2 F, 620, 34 H. 

600900 2<0, 2560); 
(b) 对 于 每 一 个 实 的 容许 国 数 u(x) 堵 0， 


р 
Гиви) 4=>0 (或 者 对 于 每 一 个 ul), <0); 


(с) %=0 不 是 特征 值 , 并 B 对 于 每 一 个 实 的 容许 函数 
иба), 


Ü 
fue wadr>=0 (或 者 对 于 每 一 个 w(x),， 专 0)， 


а 


b 


reodz>o0， | Е (5) 


此 外 ,对 于 每 一 个 使 得 公式 (5) 中 等 号 成 立 的 实 的 容许 函数 
ибх) 50, RIAN 


(“бал (6) 


а 


不 为 零 ,并 且 对 于 所 有 这 样 的 函数 “符号 相同 . 
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如 果 条 件 (5) 成 立 ， 则 特征 值 问题 称 为 正定 的 , 并 且 如 果 
在 (5) 中 严格 的 不 等 式 成 立 ， 则 此 问题 称 为 严格 正定 的 . 对 于 
某 一 个 具体 问题 , 为 了 决定 条 件 (b) 一 (d) 之 一 是 否 成 立 , 首 
先 仍然 可 以 利用 狄 里 殉 菜 公式 ( 同 2.6 节 (b) 相 比较 ). 

对 于 这 里 讨论 的 形式 更 一 般 的 标准 自 共 斩 特 征 值 问题 ， 
2.6 市 中 得 到 的 各 项 论断 也 成 立 . 

4.4. 正定 的 特征 值 问题 . 现在 假设 特征 值 同 题 (1), (2) 
是 自 共 罚 的 ,并 有 旦 是 严格 正定 的 

(а) 在 这 些 条 件 之 下 ,存在 无 穷 多 个 特征 值 ;可 以 把 特征 
ИРИНУ. 

hhh 

ХН 4,220 还 是 过 0, 取决 于 PP 之 0 还 是 之 0, 并 且 每 一 个 特征 
值 出 现 的 次 数 同 其 重 数 一 样 多 。 此 序列 至 少 在 一 个 方面 不 中 
Wr, ЗЕ В. elok, |А, |-> оо, 

(b) 上 上面 写 出 的 特征 值 序列 对 应 于 特征 函数 完备 规范 化 
EXA 

see, WoC), Wala), (X), Wl), +++», 

妈 这 样 的 特征 图 数 系 ,使 得 


Ар 


пм Ж— АРИНА А" 的 任何 特征 函 数 , 都 可 以 表示 为 这 
个 完备 规范 化 正 交 系 中 对 应 于 特征 值 4* 的 有 限 个 特征 函数 
的 线性 组 合 . | 

(с) 如 果 即 使 存在 一 个 正 的 特征 值 , 则 存在 这 样 一 些 容 
许 函 数 “<(#*)， 使 得 

D 假设 问题 是 简单 正定 的 就 够 了 ,但 是 ,在 这 里 所 作 的 比较 强 的 假设 之 下 。 
叙述 可 以 简化 。 
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Ë 


f 人 ecozx>o 


G 


Р 
[иРедах 
),=min—>— 


fue (u)dx 


其 中 极 小 值 是 在 使 得 此 公式 的 分 母 为 正 的 所 有 容许 靖 数 “中 
选取 的 .如果 即 使 存在 一 个 负 的 特征 值 , 则 存在 这 样 一 些 容 
МЕВА ибх) ,使 得 


ecoaz<o; 


a 


在 这 种 情况 下 ,相应 地 有 


b 


fur eas 


— я 
À_ = max ; 


fue eax ° 


ГРА 


一 一 一 一- 


(4) Я Wil), *+., 0-16) 是 对 应 于 特征 值 +... 
А, о, 的 特征 函数 正 交 系 , 并 且 如 果 还 存在 另外 一 些 正 的 特征 
值 ， 则 有 | 


b 


f uF (ujdx 
hp 三 min 一 一 э 
[исси) аә 
其 中 极 小 值 是 在 使 得 
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b b 
fuG 0) dx>0 和 { иб (0,) 45 = 0 


(y—1, ° ` ‚р — 1) 
成 立 的 所 有 容许 函数 “<(x*) 中 选取 的 ， 


如 果 Von о, сор 征 对 应 于 特征 值 4-1,……… 
的 特征 国 数 正 交 系 , 则 类 似 地 有 
P 
Гав сизая 
Ар = тах“ , 
[еб was 


а 


其 中 极 大 值 是 在 使 得 
А р 
jue ax<o 和 Јас сода =0 


(7 一 一 1 一 人 P 一 1))》 
成 立 的 所 有 容许 函数 中 选取 的 . 


ГАО | 


(е) AO 可 以 得 到 对 于 计算 特征 值 来 说 十 分 重要 的 下 


ЖЕ: 如 果 u(x*) 古 使 得 

p 

fee с0а 
成 立 的 某 一 个 容许 函数 ， 则 在 0 与 


[еда 


位 


一 一 一 一 


b 


[6 (и) їх 


а 


之 间 至 少 存在 一 个 特征 值 . 


(f) 如 果 对 于 每 一 个 容许 函数 上 (*)， 下 列 不 等 式 成 立 ， 
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P 


fue war=0 (<0), 


则 所 有 特征 值 都 是 正 的 ( 负 的 )。 如 果 存在 这 样 的 一 个 区 间 
La, 8] —— | alla, 2j 的 一 部 分 ,在 此 区 间 . 上 
(—1)”=,(х)20 (7=0,1, +++, п), (7) 
并 且 如 果 在 这 些 国 数 之 中 即使 有 一 个 大 于 零 ， 则 必定 存在 无 
穷 多 个 正 的 特征 值 ， 如 果 在 公式 (7) 中 ,对 于 所 有 的 ”不 等 
式 反 号 时 成 立 , 则 必定 存在 无 穷 多 个 负 的 特征 值 。 如 果 在 
Га, 2 上 这 两 类 子 区 间 都 存在 , 则 有 无 穷 多 个 正 的 和 无 穷 多 个 
负 的 特征 值 ， 
(g) 其 次 ,下 述 各 点 仍然 有 效 ， 
独立 地 确定 特征 值 的 库 朗 方法 (2.15 "ү (а)),Ж н Ру) 
БУШ (у) ЖК, Уу? 应 由 Уб(У) ЖА; 
2.15 节 (e) 的 估 值 定理 ,只 要 特征 值 问题 
有 (7 一 CC (у); Ч „(у)=0 (и=1,.-.,2т) 
也 是 自 共 轿 的 ,并 且 如 果 对 于 每 一 个 容许 沙 数 y(*)， 下 列 不 
等 式 成 立 : 
Тб" (War> {56 as 
里 兹 - 伽 辽 金 近 似 方 法 (3.1 节 ), 如 果 将 满足 正 交 性 关系 
s | 
[еб (и„)4®=0 (р) 
和 不 等 式 


b 


[а.е (и„)4х;>0 (相应 地 二 0》 


的 容许 函数 取 为 “< ，…,“8。 这 时 应 当 假设 
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h 


fuEu) — hep 6u) ]da| (p,9=1, +++, D. 


G€ 


4.5。 按 特征 函数 的 展开 . 


(а) 如 果 风 ，…，Vn… 是 特征 函数 完备 范 规 化 正 交 夭 ， 
则 级 数 


ра)=ра 


УТ 
= == 0, 1, “+, m—i Н НУ), 并 且 其 和 不 超过 
Г (х, x), НЕ Г, S) BL B] SN! 
F(y)=0, U,()=0 (и=1,-.:,2т) 
的 格林 函数 ,而 
OP O? 
| [ 9) (x, È) => д 6% &). 


(b) Аан 200), Ж 


a, 


Е (1), D PIRRE. 
对 于 某 一 个 容许 国 数 四 (xz) 的 傅立叶 系数 а 下列 关系 
式 成 立 ， 


> Маз < [ФР(Ф)4х (MERER) 


Ут бте јава ( 帕 塞 法 耳 等 式 ) 
如 果园 (%*) 也 是 某 一 个 容许 函数 ,而 b, 为 其 傅立叶 系数 ， 


D 因为 对 于 严格 正定 的 边 值 问 题 (1)，(2)，4=0 不 是 特征 值 ， 所 以 此 边 
值 问 题 没有 非 平凡 解 ! 因 此 格林 函数 存在 . 
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则 有 


办 
Ар — + (g 
51-22 вв, = Jee (туа. 
在 稍 有 不 同 的 假设 之 下 , 另 一 个 贝 塞 耳 不 等 式 成 立 ， 
Y a< J ФС (Фуах. 


同 前 面 一 样 ,这 里 应 当 假 设 特征 值 问 题 (1), (2) 5 А Ж 
的 和 正定 的 ,此 外 还 应 当 假 设 加 是 相对 于 G HEAR, H 
且 对 于 每 一 个 相对 于 © ЖҮ РЕ Ж ибх), Е 列 不 等 式 成 立 ， 


b 
[аби ао, 


4 


IX E., Е u CORRA A T G A VE ER 2: , Яп A e ОЕ 2 n 
次 连续 可 微 的 ， 并 且 满足 规范 化 的 边界 条 件 (2) C 2.3 地 相 
比较 ), 因为 这 些 边 界 条 件 仅 包含 阶 数 科 22 一 1 的 导数 。 特别 
A, ИН Сб (у) = 500) у, Д ОРА (хәт ККА М 
下 都 是 容许 的 。 
(c) 为 了 推 必 一般 的 展开 定理 ， 边民 条 件 仍然 应 当 是 规 
范 化 的 。 设 
U*(y)=0 (8) 
是 仅仅 包含 阶 数 科普 一 1 的 导数 的 那些 边界 条 件 。 我 们 将 特 
征 值 问 题 (1) (2) 称 为 封闭 的 , 如果 Y (м) = 0 де АЕ MD К 
{Е СВ) НЕ — m—1 КАЖ, 并 且 对 于 每 一 个 容许 级 数 
u(x), 满足 方程 


5 
[кє ‹иу4х=о 


(BL(d)), 
这 时 ,下 述 展开 定理 成 立 ， 如 果 特 征 值 问题 (1) ,(2) 是 自 
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共 应 的 ,并 且 是 严格 正定 的 , 则 对 于 每 一 个 具有 傅立叶 系数 av 
的 容许 国 数 Ф( м), 6 

Уау? (ит 1) 
ERKA а<е<ь БАНК ӘК. 此 外 ， 如 果 特 征 值 
问题 (1),(2) 是 封闭 的 , 则 有 


Q (x) 一 * a, , (м), 


并 且 这 个 等 式 可 以 逐 项 微分 m — 1 X. 
(4) 当 且 仅 当 了 (x*) 三 0 是 满足 下 列 条 件 的 唯一 函数 时 ， 
自 共 罗 特征 值 问 题 (1), (2) 是 封闭 的 ; 
(e) 了 (x) 具 有 m—1 阶 连 续 导数 ， 并 且 满足 边界 条 件 
(8); 
(8) 如 采 假 设 
б„(и) = еи, 


d 
С, (и) = 6,1 (м) + ви? (2 一 7 一 1， 1)0)， 


则 对 于 y=0, 1, ..., п, G,( 了 ) 存 在 ; 
(у) Co( 工 ) 一 01 
(д) 对 于 每 一 个 容许 图 数 <(*) ,下 列 等 式 成 立 : 


п-1 


У: (—1)[utnG p (YPG og (u) = 


p=0 
B: Z m2, n=1, 17501) А9 РЕ: 
F(y)+ 4[ (Ел "Е goy] = 0з 
设 在 边界 条 件 当 中 包括 等 式 
у(а) =y (а) =у(6) =у' (В) =0. 
KF, 00) 05) А 57а, ПД PF (y) Н 
1) 在 na==1 或 上 =2 的 情况 ,这 个 条 件 可 以 用 条 件 G(Y)=0 来 代替 ， 
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Cey Y Е аоу=0. 
因此 、 如 果 边 值 回 题 
(ay Y tgo =l, y(a)=y!(a)=y(b)= y! (b)=0 
有 共有 了 唯一 的 解 y 反 0, 则 所 讨论 的 问题 是 封闭 的 。 如 果 а, Са) 50, ДПЕ 4 
一 个 包含 着 点 < 并 使 得 sz 天 0 НОР й], — EA y=0;XFT FK b b # la] 
样 的 情况 ， 所以， 如 果 使 得 а, (к) 等 于 零 的 点 不 多 于 一 个 , 则 所 讨论 的 
问题 显然 是 封闭 的 ， 


8 5. 更 一 般 形式 的 边界 条 件 和 附加 条 件 


仍然 设 给 定 下 列 形式 的 方程 ( 见 1.1 市 和 2.1 市 )， 
ZL(y) 二 f(xX) 或 者 L(y)+1lg(x)y=/f(%). 

到 现在 为 止 所 讨论 过 的 边界 条 件 都 是 对 于 某 一 个 有 限 区 

间 的 端点 的 ， 这 些 边界 条 件 可 以 用 各 种 不 同 的 方式 来 推广 : 
‚ (а) 区 间 在 一 边 是 无 限 的 ,例如 具有 ах co 的 形式 . 
要 求 找 出 给 定 的 微分 方程 的 解 y(x), 24 x> 有 时， 这些 解 趋 
加 于 零 或 者 是 有 界 的 ,可 是 在 点 а, 还 是 可 以 给 出 从 前 那 种 类 
型 的 也 寞 条 件 ( 当 然 ,这 些 边界 条 件 中 对 于 点 之 的 那 一 部 分 除 
Ур). Е —co<x=ç5 和 — so <x< + co 的 情况 ,也 是 类 似 

ВУ. 

(b) 如 果 是 微分 方程 的 奇 点 , 则 要 求 找 出 这 样 的 解 , 当 
xb 时 ,这 个 解 趋向 于 零 或 者 是 有 界 的 ,而 在 点 &， 还 是 可 以 
给 出 从 前 那 种 类 型 的 边界 条 件 。 当 *=a 是 奇 点 或 者 区 间 的 
两 问 都 是 奇 点 时 ,情况 类 似 ，， 

(c) fE F| п ТЕ. 

а=а<а<...<а,=6, 


1) [关于 情况 (a) Ж (by, 9.9 节 和 9.10 节 . 更 详细 的 叙述 见 下 列 著作: 
Наймарк; Coddington 和 Levinson. 俄 译 本 编者 注 ] 
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给 定 待 求 函数 的 值 ? 
че ии үл), 
(d) 情况 (c) 的 推广 ， 设 给 定 一 些 数 “is ИЕ 
a ey 


假设 
U, »(») 一 У уча) $ 
FER РА СЛУ АЙ Е 28 EE 


a СУ) = Yu (#=1, ** °. n)2) 


(e) 待 求 函数 应 当 满 足 积 分 的 条 件 


п-р Ё 
У J: u DY Ary (и=1, ++, п)». 
v=0 
(f) 在 (本 的 条 件 中 可 以 包括 (e) 中 指出 的 那 种 类 型 的 一 
些 积分 项 2， 


(g) Ш? 给 定 条 件 


ri—] р 
E Sy dn) = Vu (a =1, -m n), 
7=0 a 


其 中 积分 理解 为 黎 曼 -斯 蒂 尔 吉 斯 意义 下 的 ,这 些 条 件 包括 了 
情况 (c) 一 (1), 以 及 从 前 讨论 过 的 有 限 区 间 上 的 边界 条 件 . 


1) Ш, Sansone, 以 及 Н. Серрегї, Math. Ann. 95(1926),р. 368—388; 
А. Kneschke, Deutsche Math. 5(1941),р. 384—393. 

2) ML J. Татагкіп. Math. Zeitschrift 2701927) ,р. 1—54; К.Тоуоаа, 
Téhoku Math. Journ. 38(1933),р. 348—355. 

3) И, М.Рісопе. Atti Accad. Типсе! (5), 1701908), р. 340—347; (6), 
15(1932),p- 942—948. 

4) М С. Маттапа, Япнай Pisa 15(1927). 

5) 见 В. D. Carmichael, Americ. Journ. Math. 44(1922), р. 129— 
152; № С!огапезса. Buletinul Cernauti 5(1931),р. 99—117. 
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所 有 这 些 边界 条 件 的 共同 点 是 ， 它 们 都 是 线性 的 。 由 于 


， 这 种 情况 ， 前 面 对 于 最 简单 的 边界 条 件 所 鬼 述 的 理论 结果 的 


大 部 分 ， 几 乎 都 可 以 照搬 到 这 些 比较 一 般 的 情况 。 这 首先 指 
的 是 : 关于 格林 男 数 的 存在 问题 ， 关 于 化 边 值 问题 为 积分 方 
程 问 题 , 以 及 如 果 不 在 在 奇 点 , H. Га, 2 是 有 限 区 间 ， 则 在 确 
定 特 征 值 时 关于 行列 式 A() 及 其 作用 的 问题 ， 
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第 二 章 ”线性 微分 方程 组 的 边 值 问 题 
和 特征 值 问题 


5 6. 线性 微分 方程 组 的 边 值 问题 
和 特征 值 问 题 


在 许多 场合 ,对 于 微分 方程 组 和 对 于 一 个 阶 微 分 方程 ,情况 是 一 
样 的 ， 在 共 理 论 建立 过 程 完 全 类 似 的 情况 中 ， 我 们 将 援引 第 一 章 相应 
之 处 ， 而 仅仅 指出 不 同 的 地 方 ， 

6.1. 表示 法 和 可 解 性 条 件 ”.。 设 给 定 线性 微分 方程 组 


и, (м) = Su (z)u,+ fal) (и=1, “++, п), (1) 
r=] 


其 中 函数 ff, 在 区 间 <*<2 上 是 连续 的 。 借助 于 秩 为 
п 的 答 阵 ” = - 


“1,1 ... Gi n B11 ... Pin 
(a, в) — | сз . s... . а е» ез з ее а э ө ө э э ә 
Сд l ео ө Onn дһ 1 ... Bnn 


以 及 一 些 给 定 的 数 EA 3 EE 
(и) =у, (и=1, ++, п), (2) 
-其 中 


D 上 本章 叙述 的 问题 在 下 一 专著 中 有 所 讨论 ，HafiMapx、 

其 中 证 明了 本 妇 扔 引 的 定理 ,并 且 扒 出 了 原始 文献 ， 一 一 舱 译 本 编者 注 .] 
2) 同 1.1 节 和 1.2 节 相 比较 . 
D 同 在 人 1 中 一 样 ,最 初 不 一 定 要 假定 行 数 也 等 于 又 ， 
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U „(и) 一 > KIRZA CI + Вы „и, (6) 1. (3) 


要求 确 定 一 组 满足 方程 组 (1) 和 边界 条 件 (2) 的 函数 

ui(X), +++, Un(%), 
这 样 ， 号 组 成 了 边 值 问题 (1)， (2). 如 果 y= 二 0， 则 边 值 问 题 
称 为 半 齐 次 的 ， 此 外 如 果 还 有 1.20, 则 称 为 齐 次 的 . 因而 ,对 
EFO), (2) 的 齐 次 边 值 问 题 具 有 下 列 形式 ， 


бош i | 3 

t, Бон (=, .... м). (4) 

U (и) =0 (5) 

我 们 将 不 去 关心 齐 次 边 值 问题 的 平凡 解 =.--=0. 41% 


次 边 值 问题 (4)，(5) 有 非 零 解 , 则 存在 * 个 线性 无 关 的 解 


Аи: р, ***, пуп}, 


> т ® + w t Ф Q © ът е Ф + + з э = э 


使 得 此 边 信 问 题 的 每 一 个 解 < = fun ,wy 可 以 表示 为 这 + 
个 解 的 线性 组 合 , 即 表 示 为 下 列 形式 ， 


k k 
u = >. Cplp 1, ***, Ин Сир ne 


p=1 
Вт ом А ЖЕЕ. 
ПЖ 
фу 104), +++, py nl) O=, +. n) (6) 
是 方程 组 (4) 的 基本 解 组 , 则 当 且 仅 当 行列 式 
А=Ре [0 (p) | (и, v=1, e.. п) (7) 


РАМА АН ЕЛИ, ХШ, „(ф„) 表示 将 
РЁ ЖОН (6) ЕЛ. U 以 后 所 得 到 的 表达 式 。 如 果 4 的 秩 为 7， 
则 齐 次 边 值 问题 (4)， (5) Е пг 重 可 解 的 ， 因此 ,或 者 是 非 
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齐 次 边 值 问题 (1), (2) 具有 唯一 的 解 ,或 者 是 齐 次 边 值 问 题 
(4)，(5) 至 少 有 一 个 非 零 解 . | 
6.2. KHAAA”. AEA НЕ 方程 组 具有 
下 列 形式 : 


о УЛУ, ao, (=l n), (а) 
建立 微分 型 — 
од, У, u, 
БЫ 
Liw) =o, — fo 


Ж и, (х), о, (х) 具有 前 一 些 阶 数 的 连续 导数 。 这 时 ， 
不 难 直接 验证 ,格林 公式 具有 下 列 形式 ， 


ri b 
HAAD —u,L*(v)]dx = 
b=] о 


=}, [и (bv, (b) —и,(а)ъ„(а)], (9) 
w=] 
如 采 借 助 于 某 一 个 秩 为 n EBE GQ, 6) [正如 曾 借 助 于 矩阵 
Со, 把 所 做 过 的 那样 ], 建 立 表达 式 ` 
Р (œ) == У? Уа, vr (a) + д„ ,0,(2) 1, 
v=1 
而 利用 这 些 表达 式 建立 边界 条 件 
V 000) =0 (и=1, ++, n), (10) 
那么 ,如果 对 于 任意 两 组 数 
u (а), `*°, и, (а), u (6), ..., и. (6), 


D 11.3 HE. 
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vila), ---,20, (а), ъ,(Ъу,.--,®„(Ь), 
其 中 第 一 组 满足 边界 条 件 (5), 第 二 组 满足 边界 条 件 (10), 可 
以 使 得 处 在 公式 (9) 右 端的 表达 式 等 于 零 ; 


У! Cu, (bv, (6) — и, (а)о,(а)]=0, 
v=} 


则 边 值 问 题 (8) , (10) 称 为 与 迪 值 问题 (4)， (5) 29100 ‚ж 
条 件 等 价 于 下 列 等 式 : 


У (Qn ху, к Ви кд„ в) =0 (и, 2 = 1, "n n). 
k=i i 


边 值 问题 (4), (5) 和 (8), (9) ,或 者 二 者 都 是 不 可 解 的 ,或 者 二 
者 都 古 可 解 的 ,并 且 具 有 同样 的 重 数 ,情况 总 是 这 样 。 

半 齐 次 边 值 问题 (1) , (2), К у,=0, q ВТ iB 
问题 (8) , (10) 的 每 一 组 解 ‚+++, оь, 等 式 

> Jese а 

成 立时 ,是 可 解 的 . 

关于 自 共 力 边 值 问题 , 见 6.5 95. 

6.3. ЖЕ”. ЖЕ 


Гу (м, 5) el! п (м, 5) 
ге. -| И | 

Г, 16%, 8). «Г, n(%, 5) 
称 为 齐 次 边 值 问题 (4) ， (5) 的 格林 条 了 АНЯ ЕНУ z ITI 
方程 组 (4) 的 基本 解 ( 见 第 一 部 分 9.7 节 ) ,此 外 ,对 于 每 一 个 
矩阵 的 元 素 作 为 * 的 函数 满足 边界 条 件 (5)。 当 且 仅 当 齐 次 
边 值 问题 (4), (5) 没 有 任何 一 个 非 平 几 解 时 ， 格 林 和 矩阵 存在 ， 
D 同 1.5 节 和 1.6 НЫ. 关于 格林 矩阵 的 推广 见 W. Г. Reid, Am- 

eric. Journ. Май. 53 (1931),р. 443. 
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并 且 在 这 种 情况 下 ， 存 在 唯一 的 格林 矩阵。 从 第 一 部 分 .9.7 
节 引 入 的 基本 解 , 如 果 选 择 其 中 的 数量 €), ERRER 
的 每 一 行 都 满足 边界 条 件 , 则 可 得 到 格林 和 矩阵 D. ЕАН 
Ti (8), (10) 的 格林 和 矩阵 三 (*, 5) 的 元 素 具 有 下 列 形式 ， 

Ip G, Е) =Г. р(Е, z), 
щу =0 时 的 半 齐 次 边 值 问题 (1) ，(2) 的 解 ， 由 下 列 公式 给 
Н: 


„=> f r, (АЕ 1..4. n). 


p=} * 
6.4， 特 征 值 问题 ?。 设 给 定 不 都 恒 等 于 堆 的 连续 函数 
Zu (X). 建立 含有 参数 4 的 一 般 边 值 问 题 ， 


wi 一 > (fa, БАЕ»), +. Диз U „(и)==у„ 
?一 | 


| (u=1, ..., 7), (11) 
以 及 与 其 对 应 的 齐 次 边 值 问题 (特征 值 问 题 )， 


Up=} Ри» НА шь; О „(и)=0 
к=] 


(u=1, =., 7). (12) 
5 (12) HEER ARA Г У: 


v, = — > (fy „АЕ, „)®»з Г 200) = 0 
=] 


(и=1, =, n), (13) 


1) 格林 和 矩 阵 的 明显 表达 式 , 见 下 列 著作 : Е. Бувицкий, К теории фун- 
кций Грина обыкновенных линейных дифференциальных уравнений, 
Одесса. 1913 或 E. Bou п Ку, Journal de Math.(6), 5 (1909), р. 65 一 
125. | 

2) 同 2.1 节 和 2.2 节 相 比 较 . 
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其 中 下, 具有 6.2 节 所 指出 的 意义 。 使 得 齐 次 边 值 问 题 (12) 
具有 非 零 解 и, +, и, ВА, 称 为 特征 值 ， 而 这 个 解 本 身 则 
称 为 特征 向 量 .对 于 给 定 的 特征 值 ， 如 果 有 在 个 线性 无 关 的 特 
征 向 量 与 其 相对 应 ,我 们 就 说 此 特征 值 具有 E. 
如 果 (6) 是 齐 次 边 值 问题 (12) 的 方程 组 的 基本 解 组 ,并 且 
如 果 对 于 每 一 个 ,选择 国 数 ф, „=ф, *(*, 4), 使 得 
Pr, (a, А) =е,„ (9, х=1, ***, n), 
则 行列 式 
A(4) 一 Det | U ,(@,) | 
( 见 6.1 节 ) 是 1 的 整 国 数 , 其 零点 是 齐 次 边 值 问 题 (12) 的 特 
征 值 ， 由 此 可 知 ;或 者 每 一 个 4 都 是 特征 值 ,或 者 存在 不 多 于 
可 数 个 特征 值 , 
齐 次 边 值 问 题 (12) 和 与 其 共 斩 的 边 值 问 题 (13) 特 征 值 相 
同 , 特征 值 的 重 数 也 相同 。 如 果 %, 4” 是 两 个 不 同 的 特征 值 ， 
,Un 是 齐 次 边 值 问 题 (12) 对 应 于 4 的 特征 向 量 , 而 21 
是 共 罗 边 值 问题 (13) 对 应 于 让 的 特征 向 量 , 则 下 列 双 
тны 


> (а, Фр u,d x = 0 
р,9=1 $ 


如 果 5=0 不 包括 在 特征 值 当中 , 则 当 2—0 时 ,对 于 齐 次 
边 值 问题 (12) ,存在 格林 拖 阵 ,而 一 般 边 值 问题 (11) 可 以 用 下 
列 积分 方程 组 来 代替， 


rz b | 
rt 一 У (Гр. De, (Pu (АЕ 
р,9=1* 


+ > Jr, G, $) 1, (E) 45 (у= 1, .. ., n), 


P=] 
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6.5. BRKE”. 齐 次 边 值 问 题 (12) 的 方程 
组 称 为 自 共 斩 的 (在 广义 下 )， 如 果 存 在 由 连续 可 微 函 数 
Tp (%)(p,g=1, te PARE CAERE ERECT p a) o tE 
Ре |Т, „|50, | 
并 且 当 函数 组 up ten uw 遍及 齐 次 边 值 问题 (12) 的 方程 组 的 
所 有 解 时 ,函数 组 


а(х) = УСТ, (жди, (х) (р=1, +55, n) GD 
9=1 


ий ЗЕЛ 8 ар (13) 的 方程 组 的 所 有 解 。 对 此 , 其 充分 必 
要 条 件 是 :函数 了，， 满足 方程 组 


Т9 + У Гр» fy,g + 7, Јр) = 0, 
mi (р, 9 一 1，。。。， п). 
> (T', во tTa 46р) =0 
特征 值 问题 (12) 称 为 是 自 共 轿 的 ， 如 果 其 方程 组 是 自 共 
©з, ЗЕН, 如 果 共 轿 问 题 (13) 的 边界 条 件 , 当 将 由 (14) 令 %* 


=a, b 而 得 到 的 数值 v, (a), vC) 代入 其 中 以 后 , 间 (12) 的 边 
寞 条 件 相同 。 这 个 条 件 间 下 列 等 式 古 等 价 的 : 
р,9=1 


> Qu Ty (а), „= >. B, pt nP, ç 
P,g=1 


(u,v=1,-.., mn), 
其 中 Tj4 是 从 方程 组 (14) 解 出 4 时 得 到 的 系数 , 即 


— T=] 
u p= у Tr U; ° 
q 


1) 也 可 参阅 第 一 部 分 9,5 节 。 
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根据 布 利 斯 的 定义 ARARA AD 称 为 正定 
自 共 轿 的 ,如 果 下 列 三 个 条 件 也 成 立 : 
(a) 函数 


5.405) = > Г, pva 
r=] 


构成 对 称 矩 阵 (S, „), 因此 ,对 于 任意 的 一 些 复数 у, 和 与 其 
共 斩 的 复数 Ур, KIER 


>, 5, Урд 
р, 9 


是 实数 . 
(3) жен 


> S, 0,9, >0. 
(у) 各 果 对 于 具有 连续 函数 gr《*) 的 任何 微分 方程 组 
y= L rart gy pgp) O51, +, n) (15) 
的 某 一 个 解 y), ---, yn(*)， 下 列 恒等式 成 立 ， 
> S, „79,0, 


则 有 У: + =E y, =0. 

如 果 将 >0 BJ n Br 7 ЖЕНУ А ЗВЕНЕ {Н 问题 , 用 一 阶 
ЖЕНА Н ЖЖ {ШЕЕ Ж ТУ, 则 根据 布 利 斯 的 定义 ,对 
HEJ FEH sf LL $e ЕЛЕ F ЗЕРНА alan, 

对 于 正定 自 共 加 特征 值 问题 , 下 述 结论 成 立 ， 所 有 的 特 

1) H. G. А. Bliss. Transactions Americ. Math. Soc. 28 (1926), р. 
561—584;44 (1938),р.413—428. 
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征 值 都 是 实 的 , 所 以 特征 向 量 也 总 是 可 以 取 为 实 的 ， 特征 什 
o 的 重 数 ， 和 ju 作为 函数 AG) 的 零点 所 具有 的 重 数 相同 . 
存在 可 数 个 特征 值 ， 对 应 于 特征 向 量 完 备 规范 化 正 交 系 

и, 1(®), +++, ш,,„(®) (2 一 1 А, ++ *), 


п b 
> Да, „5, ди, лбе, (м, y=1,2, ...). 
р,9=1, 


pi 


MMRR у, (2), e, Va RE OE PE (12) 的 边 
RRI, 其 次 , MRE ЗЧ ЕРЕ АЕ ВА М g), 5", En) 
时 ,它们 满足 条 件 (15), 则 п ЛЖ 


фр„(®)= X сь ua (z) (у=1, ++., п) 


k=l 


在 区 间 << 上 均匀 收敛 ,其 中 


no b | 
cp= > | u, DS, (8) (ЧЕ, 


p,q=1 Š 


并 且 有 
У15,.в(У,—фр)=0 (> 一 1 ++, п), 
p=] - 


如 果 从 最 后 这 些 等 式 可 以 推出 урф, XE, 则 对 于 一 些 个 
别 的 yp， 或 对 于 所 有 的 Ур, 我 们 得 到 掖 特征 回 量 的 分 量 的 展 
FA. Alin, 如果 Detlgprr| 和 关 0， 则 这 一 结论 对 于 所 有 的 
р=1, =., n Rin, AMEER. 

[ТЕ IB Їн] И Ey EE Jr ur › VA 2 Ek FF E EF ВСЕ JF АЈ 
相应 定理 , 在 专著 Наймарк 第 三 章 中 有 所 论述 。 一 一 俄 译 本 
编者 注 。J 
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第 三 章 ” 低 阶 方程 的 边 值 问题 和 
特征 值 问 题 ” 


$7. 一 阶 问 题 


7.1. 线性 问题 。 设 国 数 f(x), g(x), h(x*) ХЕХ a< x 
<2 上 是 连续 的 ， 求 下 列 线性 微分 方程 的 解 : 
> +С }](®)-5^&(ж)у]у=(=), (1) 
此 解 还 应 当 满 足 某 些 附加 人 条件。 这 里 不 会 发 生 任 何 重 大 困 
ҖЕ, 因为 此 方程 所 有 的 解 都 能 够 按照 第 一 部 分 4.3 市 的 方法 
求 出 ,所 以 剩 下 的 问题 只 是 选择 积分 常数 ,使 得 方程 的 解 满足 
所 提出 的 附加 条 件 . 
如 果 给 定 的 问题 是 齐 次 的 , 即 如 果 №=0, 并且 给 定 边界 
条 件 — 
y(b)=ay (a) (50), (2) 
那么 ,如 果 对 于 某 一 个 4 值 ,微分 方程 具有 满足 边界 条 件 (2) 


1) [ 厅 志 中 有 大 量 的 文章 研究 低 阶 (特别 是 二 阶 ) 方程 的 边 值 问 题 和 特征 值 
间 题 ,并 已 得 到 非常 详细 的 结果 ， 但 是 ,这 里 既 不 可 能 介绍 所 有 的 结果 ,也 不 可 能 
列举 所 有 的 最 新 研究 。 为 了 初步 训 悉 峻 后 会 涉及 到 的 问题 ,可 以 参考 下 列车 fE: 

Ince; Наймарк; Sansone: Coddington 和 Levinson; Tricomi B. М. 
Левитан, Разложение по собственным функциям дифференциальных 
уравнений второго порядка. 1950; В. С. Titchmarsh, Eigenfunction 
Expansions Associated with Secondorder Differential Equations ( Ж 
Æ: Э. Ч. Титчмарш, Разложения по собственным функциям, связан- 
ные с дифференциальными уравнениями второго порядка, 1960). 

在 这 些 著 作 中 ， 可 以 找到 下 面 援引 的 结论 的 证 明和 发 展 ， 以 及 必要 的 文献 索 
引 ,一 一 俄 译本 编者 注 。]j 
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并 且 不 恒 等 于 零 的 解 , 则 此 值 是 特征 值 ( 同 2.1 节 相 比较 )， 
因为 在 这 种 情况 下 ,方程 (1) 的 解 具有 下 列 形式 ， 


у= Сехр} -f (f+tig)dx |, 
所 以 4 应 当 满 足 方程 


b 
[+ дЕ)4х =1п а. 


аў (450, 则 存在 无 穷 多 个 特征 值 。 如 果 Ло 是 某 - 
个 特征 值 , 则 其 余 的 特征 值 可 以 由 下 列 条 件 来 确定 ， 
Qh) edx=2 hm (&=0,+1,-+2?, = 
因而 ,所 有 特征 值 全 都 处 在 某 一 条 直线 上 , 此 直线 平行 于 复 4 


平面 的 虚 轴 ; 当 且 仅 当 c>0 时 ,加 可 以 取 实 数值 
曾 详细 地 研究 过 下 列 问题 …， 


=>) уба) 000) 
7.2， 非 线性 问题 . 设 要 求 确定 这 样 的 4 值 , 对 于 这 个 4 
值 , 微 分 方程 
y =A f(x, y) 
具有 通过 两 个 给 定点 (as 4) 和 (2, В) (а<Б) 的 积分 曲线 。 如 
果 B> A, 又 例如 在 矩形 a<<x < b, Ау В 内 是 连续 可 微 
的 ,并 且 > 盖 0, 则 存在 玲 一 的 特征 值 . 


1) В. Е Langer, Transactions Americ. Math. Soc. 25 (1923), р. 
155—372. 
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5 8, 二 阶 线性 边 值 问 题 


8.1. 一 般 注 记 . 设 给 定 微 分 方程 
аду" + РС) у + fo(z)y= (м). 
如 果 Л, 和 了 是 连续 的 , HEEK asss БАЈА, MHAR 
据 第 一 部 分 24.1 太 , 此 方程 总 是 可 以 化 为 自 共 罗 形式 
Г) у (к) Y=h(YX). (1) 
这 里 , AAS л Е ЕН] АН), ЕН ЖАР, в 入 
应 当 是 连续 的 ;下 面 假 设 这 些 条 件 永 和 远 成 立 。 
方程 (1) 的 解 应 当 满 足 边界 条 件 
U,(y)=7Y, (и=1,2), (2) 
其 中 
„(у)=о=„у(а)+е„у”(ау-+ В, yE) +B, CD), (3) 
Hu Ве 


оо В: В| 
(a ©: В; В: ) ч 
еж, НПО, 彼此 之 间 应 当 是 线性 无 关 的 ， 
齐 次 边 值 问题 
(Ду’)’+ву=0; И ,„(у)=0 (и=1,2), (5) 
“HERH 
(оза — оле») РБ) = (8185—8183) f (a) (6) 
ШОШ, 1.47), ÆA ЕЖЕН. 
由 方程 (1 和 边界 条 件 
у(а) =y, y(b)=ój, (7а) 
y (а) =}, y (b) =9, (7) 


ау(а) а’ y’ (а) =у, Ву(Ь) +В у' (Б) =д (7с) 
组 成 的 边 值 问题 ， 分 别称 为 第 一 类 、 第 二 类 和 第 三 类 边 值 问 
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题 ; 边界 条 件 (7 с), Щщ у=д=0 时 ， 也 称 为 斯 图 姆 型 条 件 . 对 
ЭТИКЕ ард А 98093 24 (а) = KO, 时 ， 对 应 于 周 
期 边界 条 件 
y(a)=y(b), у’(а) = у! (Б) 

的 边 值 问 题 , 也 有 同样 的 情况 ， 

8.2. 格 林 范 数 。 迅 值 问题 (5) 的 格林 国 数 ( 同 1.5 节 相 比 
较 ) 具 有 下 列 形式 ， 

M(x, ё) = С (8) ф (5) + C8) p(x) + g (x, 6); 

这 里 фу, p 是 方程 (5) 的 基本 解 组 ,gs 是 所 谓 的 基本 解 〈 同 第 
一 部 分 17.4 市 相 比 较 )， 


_ p I(x)@,;(Š)— plp (x) 
РЯ РФ = 


(34 z<Ë 时, 取 上 面 的 符号 , 当 >85 时 , 取 下 面 的 符号 )， 
W (Ë) =ф(Е) (Е) — фі E pE) 

是 朗 斯 基 行 列 式 ,而 Ci 和 Cs 应 当 这 样 选择 , 即 对 于 每 一 个 固 
ДЕШ) š, а<&< 5, 使 得 冰 数 全 满足 (5) 的 边 寞 条 件 。 РР 
和 基本 解 的 实例 , 见 第 三 部 分 2.1, 2.2, 2.6, 2.114, 

8.3. 第 一 类 边 值 问题 解 的 估 值 …. 

(а) 如 果 由 方程 (1) 和 边界 条 件 y(a) = у(Ь) =0 组 成 的 
边 值 问 题 , 具 有 某 一 个 解 x (z), 并 有 7 05 0, 则 有 


<(6—а)2 Ë. 
y| < p 


其 中 
H =тах |А(х)|, p=min f(x), 
аль акр 


(b) 我 们 指出 可 以 将 二 阶 边 值 问题 的 解 同 某 一 个 一 阶 初 
1) 见 М. Picone, Math. Zeitschrift 28(1928), р. 526; Р. Clemente, 


Ант Ассай Lincei(6), 15(1932), р. 925—931; Е. Prete, Rendiconti Isti- 
tuto Lombardo (2), 63 (1930), р. 1115—1132, 
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值 问题 的 解 联系 起 来 的 下 述 结果 !D:， wa) srs 时 是 
连续 可 微 的 ,并 且 设 уб, 4) 是 边 值 问 题 
У ку) = f(x); y(0)=x(1)=0 
Рр o 都 存在 的 解 。 这 时 
limy(z, A=) (0=*<1), 
其 中 7%(x) 是 下 列 初 值 问 题 的 解 ， 
п +=), 1(0)=0, 

8.4. *4|x|— oo НИЗ ЕЕ. Ап ДЕ /(x) ЯП д(®) 354 
— co < x< + оо ЕН, НЯ Ра, 8, A, 下 
ААР ВЗ: 

oLa sfx) В, |24) |<, 
则 方程 
y”—f(*)y=g(x) 
具有 一 个 且 仅 具有 一 个 在 整个 直线 — co<<x < + co 上 有 界 的 
P, 

8.5. KAHR. 设 研 究 方 程 y +x?y 二 g(*)， 其 中 
а>0, ИЖ =(^)==0, 并 且 对 于 所 有 的 * 值 是 连续 的 和 周期 
的 ,其 周期 为 P， 要 求 找 出 具有 同样 的 周期 р 的 和 解 , 即 由 上 述 
方程 和 边界 条 件 

У(0)=у(р), y (0) = у' (р) 
所 组 成 的 边 值 问题 的 解 。 对 应 的 齐 次 方程 的 解 具有 下 列 形 
Хг 


1) МЕ. Rothe, Journal of Science lowa College 13 (1939), p. 369— 
372. 

2) W Е. H. Murray, Annals of Ма. (2),24(1923),р. 84. 

D 和 求人 徽 分 方程 (特别 是 二 阶 方程 ) 的 局 期 解 的 问题 具有 重大 的 实际 意义 ,并 
县 在 一 般 形 式 下 , 远 未 解决 。 为 了 初步 熟悉 这 个 问题 ,可 以 参 疯 下 列 著作 : 

Дж. Стокер, Нелинейные колебания в механических и электриче- 
ских системах, 1953; Андронов, Вай 和 XaixnH, 一 一 俄 译本 编者 注 ,] 
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Ci1sinaXz 十 CocoscX 
根据 第 一 部 分 24.2 节 ,由 此 可 以 得 到 非 齐 次 方程 的 解 ， 然 后 
只 须 选择 常数 C, 和 Cs (如 果 这 是 可 能 的 ), 使 得 相应 的 解 满 
足 边 界 条 件 。 这 时 ,可 能 有 三 种 情况 ， ©. 
(a) 齐 次 边 值 问题 没有 任何 一 个 非 平 凡 解 , 即 与 元 不 是 
ЖЖ. 这 时 ,根据 1.2 节 最 后 所 述 , 非 齐 次 边 值 问题 具有 唯一 
的 解 . 


P mA 

) = = т 是 整数 ( 共 
振 情 况 ); 这 时 ,其 至 齐 次 方程 的 任何 解 , 同 时 也 是 相应 的 齐 次 
АТ, 其 次 ， ВЕНЕ ГМ 


(b;) [коо G x d = feo sin zx dx =0, 


这 时 ( 同 1.4 节 最 后 的 结论 相 比 较 ) , 非 齐 次 方程 的 每 一 个 解 ， 
同时 也 是 边 值 问题 的 解 , 即 具有 周期 r. 

(52) 如 果 情 况 (bi1) 没有 发 生 , 则 对 于 非 齐 次 方程 的 每 一 

个 解 y(*) ,将 有 
Jim |y(*)|=%, 
即 “ 振 幅 ” 是 无 界 的 . 

8.6. 一 个 同 研究 流体 流动 有 关 的 边 值 问题 。 在 研究 河 
渠 中 的 流体 流动 时 , 普 芳 德 曼 (Proudman)2 曾 遇 到 下 述 问 题 ， 
设 给 定 边 值 问题 ， 

(Ўу)'+Ау=—1; >'(0)=у(1)=0, 
对 于 此 边 值 问 题 的 每 一 个 解 >》(*,4), 求 出 平均 什 


M (À) = | yds, 
0 


1) Г. Proudman, Proceedings London Math. Soc. (2) 24 (1926), p+ 
131—139, 
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如 果 (4) 一 c4， 则 解 y 称 为 对 于 给 定 的 数 c 的 特征 解 。 还 
顺便 讨论 了 在 什么 情况 下 国 数 0 Е (х) 才能 按 特征 函数 
yy(%) 展 开 为 


о= Уа, у,, 其 中 > ,2 一 1 
和 
F(z)= > b, y, 其 中 > b,=0. 


的 问题 。 如 果 在 河渠 中 有 潮汐 流动 的 情况 下 , 注意 到 地 球 的 
转动 , 则 根据 霍 罗 克 斯 (Horrocks) 的 作法 ,可 以 得 到 方程 组 
(JEV + (5+їу)ўиз=—1, (fY + (%—1у)у›=—1, = 
具有 同样 的 附加 条 件 ;这 时 ,只 须 假设 
| 
= 1 £ +P 
MQ)=+ | u+v)dz, 


0 


5 9. 二 阶 线性 特征 值 问题 


9.1. 一 般 注 记 。 我 们 首先 考虑 下 述 情况 .微分 方程 具有 
TAJER: 
Jay” +/ XY Г Дм) tigix) ]y=0, (1) 
即 参数 4 仅仅 包含 在 了 的 系数 当中 ,并 且 只 是 线性 地 出 现 ;在 
所 讨论 的 区 间 3х Е, Ж f, 和 = 是 连续 的 ,并 且 Р 
0. 边界 条 件 
«„у(а)+ Ву’ (а) =y Yb) +ò y (b) (и=1,2) (2) 
是 线性 的 ， 并 且 彼 此 线性 无 关 . 
根据 第 一 部 分 24.1 节 ， 方 程 (1) 可 以 写 为 下 列 自 共 斩 方 


1) H. Horrocks, Proceedings Soc. London 4 115 (1927), р. 184— 
198. 
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程 的 形式 ， 
СРС) у] +[)e(x)+Ah(x)]y=0, (3) 
Hh ,7520, ЗЕ Н.Е > fk BJ , Пора = ЖП h ЖОЕ АЕР, 
特征 值 问 题 (3)，《〈《2)， 当 且 仅 当 
(aB — 0,81) 三) 一 (7192 一 2291) f (a) (4) 
В, EARR. ТЕМУ Н 258 р, НУ 
征 值 问 题 , 当 2520 时 , 在 2.3 节 的 意义 下 , 永远 是 正则 的 ， 
还 应 当 考 虑 更 一 般 的 特征 值 问 题 ， 即 方程 
[f (zx, д) у] (м, А) у=о (5) 
具有 边界 条 件 (2) ,其 中 系数 а, …… 0, 也 可 以 依赖 于 4 。 方 
程 (5) 同 方程 组 


у = z = — 8 y, 
是 等 价 的 。 所以， 此 特征 值 问 题 也 可 以 写 为 下 列 形 式 ， 
у= Е(х, А), 2=—С(х, А) у, (6) 


有 具有 边界 条 件 | 

Ч„у(а)+В„=(а)=С,у(Ъ)+Р,2(Ь) (и=1,2); (7) 
“HER 

A B,—4,B =C D, —C:D, 
时 ， 此 特征 值 问 题 是 自 共 圈 的 ， 

在 9.2 市 一 9.5 节 中 ， 假 设 所 讨论 的 特征 值 问题 都 是 自 
398). 在 9.6 h АЕН ЖЕ ШЕГИ, ПОЕ 9.7 ЭНЕН 
讨论 其 他 类 型 的 附加 条 件 . 

到 目前 为 止 , 曾 假设 在 方程 (1) 中 fo 了 关 0。 实际 上 ,这 个 假 
设 并 不 总 是 必要 的 。 考 虑 微分 方程 

э”+/(хуу' + g(x%)y=0, 


D 关于 更 特殊 的 标准 形式 ( 刘 维 尔 标 准 型 ) 见 9.2 节 (aí), 
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根据 卡拉 西 奥 多 里 定理 (9—1, 5.3%), ЕЖА УЖ 
в 是 可 积 的 ,因而 例如 f, 8 具有 这 样 的 一 个 间断 点 5 ,使 得 函 
ZS) (x 一 85), 对 于 茶 一 个 65(0 过 6 之 1) ,在 点 $ 是 连续 的 , 即 
可 保证 此 微分 方程 的 解 存 在 ， 显 然 , 微 分 方程 (1) 在 形式 上 可 
以 写 为 这 种 类 型 的 方程 , 如果 fo(%*) 在 一 个 点 上 具有 “ 阶 数 之 1 
的 零点 ”. fz(*) 具 有 阶 数 宇 1 的 零点 的 情况 ,这 将 在 9.9 节 中 
进行 讨论 ， 

9.2. ЕЛЕНЫ Я. 15850 ЕК7 70 (3), AKH 
аи, ИЖ f A 58 -T ЖН ЕЕ, В а ЖА 
是 连续 的 ; 此 外 , A ELARI. RAHE a Jia Ep IE É 
问题 , 即 条 件 (4) 应 当成 立 , 

(а) 3(x) 和 天 0。 这 时 ,可 以 假设 />0 ЯП 2220, 详细 地 研 
究 下 列 常 常会 遇 到 的 问题 ， 

(a) 斯 图 姆 问题 , 即 具有 第 三 类 边界 条 件 ( 见 8.1 节 ) 或 
斯 图 姆 型 条 件 的 情况 ， 

ау(а) +By (а) =0, уу(р)+ду’(6)=0, 
[lel + 18120; 171+ 1810 
(实例 见 第 三 部 分 2.9). 在 这 种 情况 下 ,下 述 定 理 成 立 ， 

斯 图 姆 振荡 定理 ， 存 在 无 穷 多 个 特征 值 ， 所 有 的 特征 什 
个 特征 值 的 重 数 为 1 因此 ,对 应 于 同一 个 特征 值 加 的 所 有 特 
ERAZ pn《(*)， 彼 此 仅 差 一 个 不 为 零 的 常数 因子 。 ОТ 
{ЕВА Фф, ЕХ | (а, 2) E, EFRA п ТЖ. 

ТОШЕ АИИ Е ERER RA 


f gp pix =0 “p=qht. 


如 果 Фо, Ф, Фа, … 古 完备 规范 化 特征 函数 系 ， 即 如 果 还 
їй е ЖЇР 
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fn dx=1, 


则 除了 2.14 节 的 展开 定理 以 外 ， 下 述 结论 也 成 立 ， 对 于 每 
一 个 这 样 的 分 段 连续 可 微 国 数 Р(х), 即 如 采 pola) = 0, ИЖ 
F (a) =0, 如果 p) =0, WA (В) =0, RZ 


PO) = Zenga), Jue, = PO eC) pu) de 
НИ НиТ КС. = 
刘 维尔 标准 型 ， 如 果 在 方程 (1) du -具有 连续 的 一 
阶 导数 ,而 -六 具有 连续 的 二 阶 导 数 , 则 经 过 变换 


Фа) уб), =f y Ч, 


P= y- Е: d x, 


可 将 此 方程 化 为 刘 维 尔 标准 型 
"+ [>p и = 0; 


这 里 


一 全 О) ш ) ° _ + | 


5 


般 说 来 ， о SR ATED AK ALa м ‚ 也 
会 发 生变 化 。 但 是 斯 图 姆 型 条 件 ， 仍 然 转变 为 同类 型 的 条 


PF. 
> л БОННИ Re iF ЖЕРЛЕ РЕЖ, BAE ОЖ ZR 
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标准 型 的 微分 方程 
y” +[А+А(х)]у=0, (8) 
并 且 这 里 应 当 假 设 ,h(x*) 具 有 连续 的 导数 ;仍然 取 在 (a1) 的 开 
始 指出 的 斯 图 姆 型 边界 条 件 作为 边界 条 件 。 根 据 2.12 G, 
种 特征 值 问 题 间 下 列 沃 尔 泰 拉 型 积分 方程 是 等 价 的 : 
у(х) = —R cos R(X—a)+ 


+ sink Ge —a)—— f hE) vE) sin А(х—Е)4Ё, 


其 中 4 一 名 ,而 4 应 当 这 样 选择 ,使 得 y(%*) 也 满足 第 二 个 边界 
条 件 ， 利 用 逐次 逼近 法 ( 见 2.10 节 和 2.12 (Я 2) 可 以 近似 
НОЕ НЕЕ А, = Ая 和 特征 函数 orz2z)。 如 果 假 议 


Н (u, v) =— f В(Е)4Е, 


则 得 到 ， 
эщ 3520, 00 时 ， 


a y 
其 中 4=H (a, b) 1-8 — 5» 
zn (x — а) 1 ду 
фи = cos — — T 7 т | сеа) ( Н (х, b) 一 人 /一 


пп(х— а) 


— @—#)(# (а, х) +) а И 


+O[ 2), 
当 85®0,д=0,у=1 В: 


p Qrim _ 25 + (去) 
"2(25—a) (2п+1)2 \ 722 р 
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其 中 В=Н (а, Б) ++ 


(2n+1)rm(z —a) 2 Ke 


п == С 
Ф оз 2 (b—a) + 《2 52 十 于) 元 


—a)H (x, b)—(b—x)[ H (а, x) + 


+ 5) sin (27+1)rC SE + 0 (去) 


当 B=0, 95-0, & =] Т; 
名 的 确定 同上 面 一 样 ， 但 是 B= H (а, b) — E, 


_ (2n+1)æ(x—a)} 
Ра a И 


чут (一 a) (Н G, »-2.)- 


— (b--x)H (а, x) | cos ЗАТО, о(2) 


2 (2 —а) п? j’ 


当 8=0=0, а=у= 1 时 : 


_(r+l)x .1 {1 
如 一 р —а (n+i)æ H (a, b) +O =), 
фи = sin (T+ Пля а) _ -z prl- а) (x, b) 一 


(az) TRAJ 90210 28 ËF. 借助 于 适当 的 线性 变换 ， 
—#ни АЕ (0), (4), 可 以 化 为 下 列 形式 : 
у(6) =ау(а) + Ву’ (а), у’ (6) =уу(а) + ду’ (а), 


一 (2 一 4) (а, ху] соз + Опа) +o (Z). 


其 中 


“人 
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对 于 这 个 问题 ， 存 在 无 穷 多 个 特征 值 。 所 有 这 些 特征 值 都 是 
实 的 。 对 此 情况 ， 振 荡 定 理 可 以 这 样 叙述 ">， 
全 体 特征 值 可 以 排列 为 两 个 无 界 递增 序列 的 形式 ， 
L<, <... 和 Ок... 
并 且 , DRE 8<0 或 者 А=0, «>0, И] А 存在; 2) 1, <2,— 
Алал. 如果 和 = 和 ， 则 此 数 是 重 数 为 2 的 特征 值 , 即 当 1 一 1 
时 ,方程 (3) 所 有 的 解 都 是 特征 函数 。 如 果 加 < 加 ， 则 这 些 数 
中 的 每 一 个 都 是 简单 的 特征 值 ， 即 对 应 于 特征 值 1. 的 所 有 特 
征 函 数 ga(*) ,彼此 相差 一 个 不 等 于 零 的 常数 因子 ,对 于 对 应 
于 А, Е, (м) 也 有 同样 的 情况 。 如 果 入 (7) 表示 对 
应 于 特征 值 ln, An 的 特征 函数 фо, Pn 在 半 开 区 间 ax < b E 
的 零点 的 个 数 ， 则 N Ca) 等 于 
2n 一 2 或 2n 一 1 ДВОЕ, 


2 п — 1 当 в=0, «< 0 Hf, 
2"-—-1 92 п 当 8<<0 ВР, 
2н эм 3= 0,z> 0 h). 


Cb) ВЯ soa дле к, :但 十 特征 值 问题 是 正定 的 ” (м, 
2.13 35) ;, 即 2 一 0 不 是 特征 值 ， 并 且 对 于 每 一 个 满足 如 台 定 的 自 
共 钱 边界 条 件 (2) 的 二 次 连续 可 微 图 数 y (x), 

тас 


72 


1) М Е. Kamke, Math. Zeitschrift 44 (1938), р. 635—658; А. С. 
Zaanen, Сотроѕ. math. 7 (1939), р. 253—282. 

2) 如 果 g(%) 变 号 ,但 是 特征 值 问 题 不 是 正定 的 , 则 见 В. G. D. Richard- | 
son, dlneric. Journ, Math 40 (1918), р. 283—316. 
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例如 , 当 14=0 不 是 特征 值 , 太 >0,P<0, 此 外 ,对 于 每 一 个 满足 
ЕР у, £f 
Хуу |° =0 

时 , 就 属于 这 种 情况 。 如果 边 界 条 件 具 有 (а) = y(5)=0 或 
者 y (a) =y (2 一 0 的 形式 ， 则 最 后 这 个 假设 显然 成 立 。 在 
这 种 情况 下 ,存在 无 穷 多 个 特征 值 ,并 且 有 展开 定理 ( 见 2.14 
市)。 实 例 见 第 三 部 分 2.14, 

9. 3. и =F (x, №) 2, 2’=—С(х, 入 )y， 边 界 条 件 是 自 共 
. 二 的 。 设 给 定 边界 条 件 (7), 其 中 系数 也 可 以 依赖 于 4， 如 有 果 
对 于 第 一个 1 值 ， 方 程 组 (6) 具 有 满足 边界 条 件 (7) 的 非 平 凡 
解 (=), z(%*)， 则 同 从 前 一 样 ， 这 个 4 值 称 为 此 边 值 问题 的 
特征 值 ;这 时 , 孔 数 y,z 称 为 特征 函数 或 特征 向 量 。 消 数 了 ,6 
应 当 满足 下 列 条 件 ， 

І. "í a<x<b, 4,<1< +, FF, F (z, 5), G (z, DEES 
№», ЖН РРО, 

П. 对 于 固定 的 *, 当 4 增 大 时 ,了 (%,4), G(x; АЛЧА; 
对 于 每 两 个 数 <ha ERREEN Vo= tolh Ао), 使 得 

(и, М) < G (xo, 42) 
或 者 
F(xo, 4) LE (xo, А) #ü [G (xz; А) |+ {G(xo0, 45) [>9. 
Ш. limG(z,) = — 9, limG(a, 2) = + о, | 


(a) 斯 图 姆 型 边界 条 件 . 
Яу(а) =Bz(a), Cy(b)= Dz(b), (9) 
其 中 A, В, C, D 是 4 的 连续 函数 (特别 是 ,它们 可 以 是 常数 )， 
并 且 141+181>0 CT+1IDI>0。 其 次 ,假设 
或 者 8(4) 20, 
或 者 В(1) 50,124 5 КИ, 40) /В(2) 不 增 大 ; 再 其 
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次 ,假设 

或 者 已 (4) 三 0， 

ВС O (2) 520, Ш ARRECADA ДАУ, 

这 时 ,下 述 振 沪 定理 成 立 "“， 存 在 无 穷 多 个 特征 值 . 这 些 
特征 值 可 以 写 为 序列 Khile 的 形式 ， 此 序列 收敛 
T 4%, 每 一 个 特征 值 都 是 简单 的 ， 即 对 应 于 给 定 特征 值 An 
的 各 组 特征 函数 У, (5), 2.00), 彼此 相 差 一 个 不 为 零 的 第 数 
因子 .每 一 个 特征 函数 yn(*) 在 开 区 间 ax <> 内 正好 具有 
п 3, 

胡 和 尔 维 获 曾 研究 过 方程 组 2 

у =A +f) 12, z = —{5-+(®)]у, (10) 
RALA RIEGO), Hp 4, В, C, D 是 常数 (也 可 参阅 8 6), 
А70) НЕЕ, 所 以 这 个 问题 不 能 直接 看 作为 上 
述 问题 的 特殊 情况 。 如 果 上 和 s 是 连续 的 , 则 问题 (10), (9) 
永远 共有 无 穷 多 个 特征 值 ;所 有 的 特征 值 都 是 实 的 ,并 和 且 重 数 
为 1 这 些 特征 值 可 以 排列 为 序列 的 形式 ， 

<) _,<, < KULL `". 

Hh n> оо, А,-= + оо, 如果 “一 0,2 一 1， 并 月 如 果 将 边 
乔 条 件 (9) 写 为 下 列 形 式 ( 这 总 是 可 能 的 ); 

у(0) cose+z(0)sing—=0, y(1) cos@+ z(1) sim В =0, 
旭 有 


аас) +200049 nze of), 
0 


对 应 于 多, 的 特征 函数 Ym, z, 可 以 规范 化 ,即使 得 


D ПЕ. Kamke, Math. Zeitschrift 44(1939),р.639. 
2) W W. А. Hurwitz, Transactions Americ, Math. Soc. 291921), p- 
526—543; Ch. Ch. Сатр, meric. Journ. Math. 44(1922),р.25—53. 
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а "C AP к 


1 
S О»»+ 222) dX == ey д. 
0 
这 时 ， 
Уп == sin (Ë, — a) + of 
其 中 


1 


п 


), z, = cos (Ё, — а) +o( 1 )， 


形 


в + SUSO) TS(z)]ax。 


MRAR р(х), 9(*) 是 二 次 连续 可 微 的 ， 并 且 满足 边界 条 
件 , 则 它们 可 以 园 时 展开 为 两 个 收 伍 的 级 数 ， 


+ 


р(х) = у, сһуһ(®), 9(5) = У Cnzn(%), 


二 一 的 #1ж= — тю 


其 中 
1 
„= | Oy, + 42.) АХ. 
о 


(b) ЖАР Аа) МЕЖ Н ЗЕ ЖЕ. TAAA 

这 种 边界 条 件 [ 见 9.2(as) 是 写成 下 列 形式 的 ， 
У(Ь)=Чу(а) + Bz(a), 2(Ь) =Су(а) + Dz(a). 

这 里 ,4, В, С, РЕЖ, 并 且 АР—ВС=1, 

除了 条 件 工 一 下 以 外 ,再 作 以 下 假设 :在 区 间 <<, | 
上 ,或 者 B() =0, RE В(4) 520; И, RREA F Я, 

(a) В>0, (В) В=0, 4<0, (у) В<0, (4) =0, A>0. 

其 次 , 设 

B.AA>A-AB, D.AC>C.AD, AA-AD>AB.AC, 
其 中 A4=4 (4+8) 一 4(%) 等 等 ， 而 8 在 这 些 不 等 式 的 各 项 
当中 表示 同一 个 正 数 ;对 于 所 有 足够 小 的 & 值 ,这 些 不 等 式 都 

这 时 ,下 述 振荡 定理 成 立 *。 存 在 无 穷 多 个 特征 值 ; 这 些 
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特征 值 可 以 排列 为 两 个 序列 ; 
<<<. 和 (40<)M A +, 

其 中 每 一 个 序列 都 收敛 于 4 НАЖ TEER: А 只 在 情 
її (Z) ЯН (д) 中 存在 ;不等式 ААА: И. 如果 人 一 
Аһ, 则 这 个 数 是 重 数 为 2 的 特征 值 , 即 当 %= 思 ,时 ,方程 组 (6) 
的 所 有 非 零 解 都 是 特征 函数 ， 如 果 inin, What 数 中 的 每 
一 个 都 有 古 简 单 的 特征 值 , 即 对 应 于 特征 值 An AIA RIE 
Уп(®), 2.05), 彼此 仅 仪 相差 一 个 不 等 于 零 的 第 数 因子 ,对 于 
对 应 于 An 的 特征 国 数 yy (5), 2.00), 也 有 同样 的 情况 如果 
N (n) 表示 对 应 于 特征 值 4 А, (这 里 也 可 能 An= An) 的 特征 
函数 у(х), Ӯ, (х) ЕТ] <s<<x 委 2 上 的 零点 的 个 数 ， 则 
М (2) 在 上 述 四 种 情况 中 具有 下 列 数值 ; | 

(0)27 一 2 或 27 一 1， (8)2п—1, (у)2п 15521, (9) 
2n, 

在 情况 (7) 和 (0) 中 ,函数 У 起 至 在 整个 区 间 ese E 
没有 一 个 零点 . | 

9.4. 特征 值 问 题 和 变 分 原理 ， 设 在 方程 (S) rh, f>0, 
g==0 并 且 是 非 负 的 ,AP 和 0 其 次 , 设 对 于 每 一 个 满足 边界 条 件 
ор у(х) 

| Я = — уу! |520; 

Веја, 052—0 不 古 特 征 值 ， 这 时 , 根据 2.13 B, 最 小 特征 值 
等 于 


— ро’ +һу]14ж 
А, = тіп а РА 3 
Гея 


1) Е. Kamke, Math. Zeitschrift 44(1939), р.635—658, 
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或 者 ,分 部 积分 以 后 

званий 

А, 一 min 一 一 一 六 一 一 一 一 
[вуз 


其 中 极 小 值 是 在 所 有 使 得 分 母 夭 0 并 且 满足 РЯ 条 件 的 ER 

(а) 二 次 连续 可 微 ， 

(b) ЖЕНЯ: (2). 

根据 2.15 5 (5) ,如 果 由 给 定 的 边界 条 件 ,借助 于 线性 组 
合 ,组 成 尽 可 能 多 个 “本 性 的 ? 即 不 含 导数 的 边界 条 件 , 并 且 再 
向 它们 补充 “剩余 的 ”边界 条 件 , 即 不 能 将 其 中 的 导数 之 值 消 
去 的 边界 条 件 ， 则 容许 函数 的 集合 可 以 扩大 。 利用 剩余 的 边 
界 条 件 , 可 以 从 多 中 消去 所 有 的 导数 ,因此 ,多 能 写 为 下 列 二 
次 型 的 形式 ， 


(11) 


Я =«у?(а) + Ву(а) у(Ь) +yy 2), 
假设 对 于 所 有 满足 本 性 的 边界 条 件 的 数 yla), yib), 此 二 次 
型 是 非 负 的 。 这 时 


P 
| fy" hn) da +2, 


А, = тіп" 
> 


, 


h 
| sydx 


其 中 极 小 值 是 在 所 有 使 得 分 母 不 等 于 零 并 且 满 足下 列 条 件 的 
(а) ЕВЕ ВЕН, 
_ (b) ЕЖЕ ЛА. 
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这 时 ,达到 此 极 小 值 的 国 数 y(*), 自然 是 二 次 连续 可 微 
的 ,并 上 且 也 满足 剩余 的 边 ARE, 邑 是 对 应 十 特 征 值 的 特 
ЛЕВА Ж. 
对 于 下 列 边 界 条 件 ,这 些 假 设 成 立 ，， 
І. У(@)=0, у(5) =0; 
П. у(4)=0, y (0) = —8у(5), 820; 
ОШ. y(b)=0, у (а) =ау(а), аг>0; 
V. у(а) = у (Б), (а) у’ (а) =} (b) у’ (В); 
V. y (а) =ау(а) — ВР) у), y (Ь) = В (а) у (а) — 
—yy (b), с, 7>0, В (а) (Ф) «ау. 
在 这 些 情况 中 ,二 次 型 # 具有 下 列 形 式 ; 
I. №=0; П. =p/(2) У (В), 
Ш. %ж=а/(@а)у?(а); №. Ж%=0; 
У. в =«/ (а) у (а) — 28} (а) (0) у(а) у(Ь) + 
+f (Б) у?(Б), 
9.5. 特征 值 和 特征 函数 的 实际 计算 . 这 里 应 当 援 D| 到 
8 3, ле ЕН АР k. 
如 果 对 于 方程 (3) ,给 定 斯 特 姆 型 边界 条 件 ， 则 此 边界 条 
件 可 以 号 为 下 列 形式 ， 
у (а) соза = у (а) (а) та (0<a&<z), 
УФ) соз В = y (Б) (Б) зв В (0<В<л). 
如 果 需 要 求 特 征 值 ,那么 利用 第 一 部 分 25.2 НЗ (d) 指出 的 
方法 ,可 知 : 《应 当 这 样 选择 ,即使 得 微分 方程 
9” (x) со + (À £ + h)sin29- (12) 
具有 满足 条 件 
D 关于 更 一 般 类 型 的 ( 非 线性 的 ) 边界 条 件 , МЛ. А. Люстерник, Изв. 
NAPOK. матем. общ-ваба ), 1441937), р:139— 150. 
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9(5) =а, (b) =В+ пп (13) 
的 解 OC), 
如 果 恰 巧 取 某 一 个 1=4, 则 可 采用 这 种 或 那 种 近似 方 
法 , 求 得 方程 (12) 满足 初始 条 件 3(4) =а BJ 9 (x), 
如 果 这 个 3(x) 不 满足 (13) 的 第 二 个 等 式 , 则 取 另 一 个 
4 和 值 ,重复 同样 的 作法 ,直到 条 件 (13) 中 的 第 二 个 被 足够 精确 
地 满足 时 为 止 。 借 助 于 所 采用 的 4 值 之 间 的 插值 ,计算 过 程 
9.6. 不 一 定 是 自 共 入 的 特征 值 问 题 
(а) 正则 的 和 非 正 则 的 特征 值 问题 . 给 定 特 征 值 问题 
(в) ТАС) Ав (х)]у= 0, 
Ж 2320, 6520, А5 я 06 (2); 24 НА Нах 
线性 组 合 可 以 化 为 下 列 形式 时 ( 见 2.3 市 ), 此 特征 值 问题 才 
JEE ЙУ: 
ау (а) + Ву (Б) +уу(а) +8у(5) =0, 
ао(а) у(а) – Во(Б) у(5) =0, 


lel 181220 和 оса = |=. 


在 所 有 其 他 情况 下 ,此 特征 值 问 题 是 正则 的 。 УЕ, ВРВ А 
共 箔 特征 值 问 题 都 是 正则 的 . 关于 正则 特征 值 问 题 的 特征 值 
的 存在 及 其 渐 近 性 ， 以 及 展开 定理 ， 见 2.4 节 和 和 2,5 市 。 
韭 正 则 特征 值 问 题 的 实例 = 
y”+[à+h(x)]y=0, 
y (0) +ау' (1) +Ву(1)=0, у(0)—ау(1) =0. 


其 中 


1) М. H. Stone, Transactions dneric, Nath. Soc. 29(1927),р, 23— 
53. | 
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这 里 ,每 一 个 2 (plans h—0,e=1,8=0 ВР 都 可 以 是 特征 
м. (НЕ, 850 时 ,以 及 在 许多 其 他 的 情 况 下 , 仍然 只 是 
存在 可 数 个 特征 值 。 对 于 这 些 特征 值 , 可 以 给 出 相应 的 信 值 
并 建立 展开 定理 . 

(b) УЕ (и, 1), #=—G(x,2)y, 特征 值 的 存在 . 
如 果 说 即使 有 一 个 ( 实 的 ) 特 征 值 存在 , 则 除了 9.3 节 所 述 各 
点 以 外 ,还 可 以 指出 以 下 情况 ?， 

一 般 假设 ， 当 а<ж<Ь, << ЛЬ В, В F (x, 2) 和 
G(%, 1) 是 连续 的 ,并 且 万 >0。 对 于 区 间 (41, 4) 上 的 某 一 数 
值 序列 X=4, 在 区 间 a<*<5 上 一 致 地 有 


lim G(x, ln) =— оо; 


НАХ, E АН, 函数 下 在 整个 区 间 [La, b] 上 是 有 界 的 ， 
并 且 在 每 一 个 小 些 的 区 间 上 具 有 正 的 下 界 2”. 对 于 处 在 区 间 
(< 25) БАЈЕ — REFI A =La, ÆR Ш a qx <> 上 一 致 
地 有 | | 

lim G (x, La) = + оо; 


其 次 ,对 于 这 些 4 值 ,函数 下 在 整个 区 间 [Lae, 6] 上 具有 下 的 下 
界 . 问题 当中 所 包含 的 函数 4 (4), + +-, DA), 4 AA 
时 ,应 当 是 连续 的 ， 

I .存在 无 穷 多 个 特征 值 ,如 果 边 界 条 件 具 有 下 列 形式 ， 

Ay(a) + Bz(a)=0, Су(Ь) + Dz(b) =0, 

并 且 如 果 在 整个 区 了 间 4,<1< 4, _E , A(1)280 或 者 В(А)50, 
以 及 CAE RA DAAE. 

在 下 列 情况 下 至 少 存在 一 个 特征 值 ， 

D H. J. Ettlinger, Annals оў Math.(2),21(1919—1920),p.278—290; 


Bulletin Americ, Math. Soc. 27(1921),p.322—325, 
2) 对 于 定理 工 , 关 于 存在 正 的 下 界 的 假设 并 不 需要 . 
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H. z(a)=Ay(a), у(а) =Су(5) + Dz(b), 
数量 AUD ТЖ, Ха | 
О(1,) =0, Ca) >С, >0, 
或 者 | 
D(¿,)> D.>0, C(¿,) F# 5. 
Ш. у(а) = Bz(a),z(a)=Cyx(5)+ Dz(b), КҮК, ТЕБ 
间 24,<¿< 4 上 
或 者 В(4)>0 | 或 者 B(A)<0, 
此 外 , 当 半 一 1， 2，… 时 ， | 
wÆ 12(Ё,)=0,С(,)>С,>0, | В ((,)<В,<0, Н. wE 
或 者 DUn) =D> от COn) | Ра) =0, C(¿,)<C;Á<0, 
TAR, RAD (1) < D.<0 而 Cln) 
EAF. 

N. yb) = Чу(а) + Bz(a), z(b)=Cy (а) + Dz (а) 并 
HAA) = 40р – ВС>0, KR. AOAR HEH В (4) 三 0， 
A(2)2>20,4(1,)> A >0,C(1,) 上 有 界 , 或 者 B(A)<0, ВО!) 
<Bo<0, CUD D (1,) ЕН, m Aln) FAN. 

(c) 非 线性 地 包含 参数 的 微分 方程 . 这 种 问题 目前 研究 
得 还 很 不 名 这 里 只 有 关于 个 别 特例 的 一 些 结果 。 例 如 , 曾 研 

过 问题 ” 

3 一 243 cosc 十 /237 一 0， c= 0<2 p <q, 
y(0)=0 (或 y (0)=0), 

ау(0) + 8у' (0) +yy(1) +y (1) = 0; 
问题 
1) J. 1. Vass, Duke Май. Journal 2 (1936),р.151—165. 


2) В. Е. Langer, Transactions Americe. Math. Soc. 31 (1929) , 
р- 868—906, | 
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у" АД + С) + [22g;(X)+ Àg (x) + 8, (4) ]у=0 
具有 边界 条 件 (2) ,其 中 系数 是 对 于 4 的 多 项 式 ; 问题 二 


+ (fo (x) + + 


tfe o a (Su r) =o 


具有 线性 边界 条 件 (2). 

9.7. 更 一 般 形 式 的 附加 条 件 . 

(a) 多 项 式 的 解 . 设 给 定 微分 方程 

P(X) у +0 (м) у +1R(z)y=0, 

其 中 Р, О, R 是 多 项 式 , 并 且 В==0. 代替 从 前 的 边界 条 件 ， 
设 给 定 下 述 附 加 条 件 ，“y(%*) 是 多 项 式 ”。 如 果 存 在 这 样 的 
“ЕЛЕН” 序列 加 (2 三 0,1, 2 …)， 其 中 每 一 个 如 对 应 下 列 形 
式 的 “特征 函数 ”， 


n 
= У 1с," (En п==1) , 
y= 0 


则 微分 方程 应 当 具 有 下 列 形式 ; 
ру" +9у' +АУ=0, (14) 
其 中 | 
p=ax2-4- bx+c жал + В; 
这 时 , 必定 有 
А„=—ап(п-1)-ап, 
An RX Fo [р An 各 不 相同 , 则 它们 的 确 是 特征 值 ; 如 有 将 > 
的 表达 式 代 入 微分 方程 ,可 以 算出 系数 co 
ДП 
1) Е. Langer, там же 32(1930), р. 238—250. 
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(2ру')' +igy=0 
НУВ A Е А, WJ y, 满 是 下 列 正 交 性 关系 式 ， 


Тетя) уһ(®)4х=0 (т=п), 


Hh u, v ЖЕҢ РС) О 8] ЈА Fa СЕР оо). 
其 次 ， 


_1 а" n 
Руһ d x" (SP ), 


其 中 А, 等 于 此 表达 式 右 问 x*” 的 系数 。 作为 特殊 情况 , 由 此 
可 以 得 到 雅 可 比 多 项 式 , 万 比 雪夫 - 埃 尔 米 特 多 项 式 ， 契 比 雪 
к-за АА. 

(b) 其 他 的 附加 人 条件 。 对 于 二 阶 方程 ,可 以 提出 具 ре 


端点 的 条 件 更 一 般 的 条 件 的 问题 。 除 了 应 用 一 般 结 果 〈 见 85 
中 指出 的 ) 以 外 , 还 曾 专 站 研究 过 某 些 问题 . 
曾 研 究 过 方程 ” 


3 十 [PCX) +1] у=0 
有 具有 形 如 y(0)=0 у(1) >(2) 的 条 件 ， 


对 于 方程 组 
y = (х, ук, 2 = —G(x, А) у, 

曾 研 究 过 更 一 般 的 条 件 ”, ИП 

D [关于 这 些 多 项 式 , 见 D. Jackson, Fourier Series and Orthogonal 
Polynomials, 1941 (ЕЖ. Д. Джексон, Ряды Фурье и ортогональные 
полиномы, 1948); G. Szegn, Orthogonal Polynomials,1959( 俄 译本 :T. Сеге, 
Ортогональные многочлены, 1962); Н. Bateman and А. Erdelyi, Higher 
Transcendental Functions. 2( 俄 译本 , T. Бейтмени A. Эрдейн, Высшие 
трансцендентные функций,1966). 俄 译 本 编者 注 .] 关 于 问题 的 更 一 般 的 
提 法 , КЭ] ЖЕШЕТ? ИМИ; S. Bochner, Math. Zeitschrift 29 (1929), р. 
730—136. 

2) МЕ. Hilb, Math. Zeitschrift 1(1918),р.58— 69. | 

3) W W. M. Whyburn, Transactions Americ. Math. Soc. 3041928), 
р. 630—640. 
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b 
у ло„()у(а„)=0; у(с)=0 


r=] 
(a< a,—<—a,<-- <а,ь; a,<c=<çb), 
特别 是 , 条件 
| y(a,) + у(а.) =0, у(с) =0; 
以 及 


P 
(1) =(а) =В@) уба), (400,1) у(х) ax 一 0， 


其 中 < # В ЕН, Ч А] А ДЕБАТ м 是 可 积 的 。 
对 于 方程 (3) , 曾 研 究 过 附加 条 件 - 


р P 
J АЧ >л =0, usa =0, 


i 4 higie 是 给 定 的 图 数 ， 
.含有 多 个 参数 的 特征 值 问 题 . 给 定 下 列 形式 的 方 


б>” ре! + | (ау + в (®) Уг” |y=o, 
‚>= 


其 中 函数 fy 和 g 在 一 些 不 重合 的 区 间 „зи, 上 是 连续 
НУ) ‚27-0, 57-0. ERR AIEE” A П НУР НУ “ЕЛЕ ES 
数 ”g, 使 得 每 一 个 р, 在 区 间 La, b] 上 古 此 微分 方程 的 非 零 
解 ,并 且 满 足 边 界 条 件 
«„ф„(а„) +а,ф,(а,) =0, В,ф,(Ф,)- В,ф,(5,) =0 
([а,| + [а,|>0, [8,1 + 18,1220). 
РР -—1 k, >0(=0,1,-..,п), ДЕН НУ 


1) WR. V. Mises, Festschrift Heinrich Weber gewidmet, Leipzig 
nud Berlin, 1912. 
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在 一 组 特征 值 6,，……, 4,， 使 得 在 区 间 (а„, b.) 上 正好 具有 А, 
个 零点 的 某 一 个 函数 Ph), 在 区 间 [a,, 3,] 上 满足 对 应 于 特 
{ETÉ åo, * +e, А, 的 边 值 问题 ;各 组 特征 值 都 是 实 的 ( 克 菜 因 振 
荡 定 理 ). | 
9.9. 在 边界 点 具有 奇异 性 的 微分 方程 . 设 给 定 微分 方程 
[# (zx, УТС (x, А) у= 0, 
具有 边界 条 件 : “lim y(x) Flim VETE”. Ein TRIE: 
当 а<х<Ь, ALALA kt, Е>0,С 是 连续 的 ;对 于 这 些 1 值 
中 的 每 一 个 ,函数 了 和 人 G 在 *=a 和 x*=5 对 于 * 是 正则 的 . 
对 于 每 一 个 4, 所 讨论 的 方程 至 少 具 有 一 个 当 x* = 二 5 时 为 正则 
的 解 [这 意味 着 , a 和 25 是 弱 奇 点 ,并 且 特 征 方程 在 这 些 点 上 
至 少 具有 一 个 非 负 解 ( 见 第 一 部 分 18.1 节 )]。 如 果 * 固定 ， 
LR , 则 муж G 单调 增 大 (在 广义 下 )。 最 后 ,假设 
对 于 任何 常数 <c< 和 有 8(a<c<86<2)， 
Мяу > = ЭКЗ, 


其 中 
mala, В) =min G, Ме(а, В) = т тах А. 


<x< ñ 


在 这 样 一 些 假设 之 下 ， 存在 着 无 限 多 个 特 ЧЕН An, п 
增加 时 ,对 应 的 特征 函数 零点 的 个 数 无 限 增加 ， 此 外 ,如 果 


Mala, В) 
mpa, В) e> — ОО a А-1, f, 


则 在 在 一 个 且 仅 存在 一 个 在 区 间 а<х<5 上 不 等 于 零 的 特 
ПЕРА”. 


在 某 些 情况 下 , 上 述 边界 条 件 可 以 加 强 。 通过 更 换 自 变 


量 , 可 以 将 区 间 (а, 5) 转变 为 无 限 区 间 , 从 而 得 到 对 于 无 限 区 


1) W. Н. МсСгеа, В. А. Newing. Proceedings London Math. Soc. 
(2), 37 (1934),p.520—534. | 
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间 的 有 关 特 征 值 问题 的 一 些 定 理 . 

9.10. 无 限 区 间 上 的 特征 值 问题 . 

(а) у’+С (х, 2) у=0, 具有 边界 条 件 ,“ 当 1#1~ со], 
У(®)->0, у’ (®)->0”, 

如 果 对 于 所 有 的 * 及 4 © 是 连续 的 ,并 且 


2> >o, lim G=— œ, lim G= + оо, lim G=— оо, 
ЛЭ — со 


йэ ое Ж | о 


则 存在 无 穷 多 个 特征 值 , 并 且 所 有 特征 值 都 是 简单 的 ,可 以 与 
成 序列 的 形式 ， СА СА ,jn co。 对 应 于 特征 值 入 
的 每 一 个 特征 函数 pa(*) 具 有 7 个 零点 ,并 且 积分 


+ с + % | 中 оо 


ЖЖ. 

(Ь) у" + [А +f(z)]y=0, ВД: “AF оо < 
< + co, Ж УМЕН №”. 

此 方程 在 波动 力学 中 常常 会 遇 到 SDE), 并 且 在 
文献 当中 曾 多 次 研究 过 D。， 为 了 近似 地 求 出 特征 值 ， 可 以 利 
H WBK 法 ( 见 第 一 部 分 25.10 节 )， 以 及 扰动 方法 ( 见 3.6 
h). | 
(с) 其 他 问题 . [对 于 无 限 区 间 可 以 提出 许多 其 他 问题 . 


其 中 深入 研究 过 的 一 个 问题 是 ” 
(fy Y +ћу=Ау, ау(0) +8x' (0) =0, 


1) ГД. И. Блохинцев, Основы квантовой механики, 1950; Л.Д. 
Ландау и Е. М. Лифшиц, Квантовая механика, 1963 Л. Шифф. 
Квантовая механика,1959 以 及 其 他 教科 书 .j」 

2) 详细 的 叙述 见 ， HaiiMapk; Titchmarsh ( 见 本 书 第 290 НЕ), 5. 
М. Левитан, Разложение по собственным функциям дифференциальных 
уравнений второго порядка,1550.—— ЖЖ. 


• 316 • 


{> d x < со, 
0 

特别 是 ,问题 (fy + hy=)y, АНИ: 
f” ах< %, 


一 般 不 存在 特征 值 .一 一 俄 译本 编者 注 。] 
还 曾 研 究 过 下 列 问 题解 的 性 质 ” 
у" +A) ly =0, 
(0) =0, ay (b) +y (5) =0 М> оо. 


$ 10. 二 阶 非 线性 边 值 问题 和 特征 值 问题 


10.1. 对 于 有 限 区 间 的 边 值 问题 ， 我 们 主要 研究 第 一 类 

边 值 问题 (8.1 T). 
y=f(x, у, у’); у(а) = A, y(b)=B, (1) 

- 即 求 通过 两 个 给 定点 (ea Ч) ЖИ (5, В) (a< b) 的 积分 曲线 y= 
y(*) 的 问题 。 这 时 ,每 次 都 需要 作 如 下 假设 : 

当 a< x< b, — оо< у, у”< о ||, ГЕ, (У) 

这 时 ,方程 (1) 有 无 限 多 条 通过 点 (a, A) 的 积分 曲线 , 而 
且 至 少 在 在 一 条 通过 此 点 并 在 此 点 具有 给 定 方向 y (а) =а 
的 积分 曲线 。 但 是 ,对 于 非常 简单 的 方程 ,就 已 经 会 发 生 这 种 
情况 ， 这 些 积分 曲线 不 能 达到 直线 х 2, MA, 为 了 使 给 
的 边 值 问题 是 可 解 的 ,一 般 说 来 ,还 需要 某 些 补充 假设 . 

边 值 问题 (1) 至 少 具有 一 个 解 ,如 果 除 了 《V) 以 外 ,还 有 
下 列 假设 (8) 一 (e) 之 一 成 立 ， 


1) МЕ. Hilb, Math. 4пп.76(1915),р.333; W. Е. Milue, Transactions 
neric, Math. Soc. 30(1928),р.797. 
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(а) у(х, у, y” ) 是 有 界 的 2。 在 这 种 情况 下 , 适当 地 选择 
“和 值 ,可 以 使 得 满足 初始 条 件 у(а) = 4, y (а) = 二 a 的 积分 曲线 
和 直线 х = 相交 ,交点 相应 地 在 点 (2, В ЕЯ ТШ. IS 
为 当 а 改变 时 交点 连续 地 变化 ,所 以 至 少 存在 一 个 « 值 ,对 十 
这 个 a 值 ; 对 应 的 积分 曲线 通过 点 (2, В). 
(b) 对 于 所 有 足够 大 的 Iy) Н, АСУ, 其 中 
3 лз 


y 
Зв . 


(с) || |5’ | > со №}, 在 区 间 ая 上 一 致 地 有 
TOZ? > о, уру, Е ВИНЕ BRS T. > 
和 y W АИ”. 

(4) FÆ y 的 单调 增 函 数 ( 在 广义 下 ) , 同 在 (0c) 中 一 样 , 满 
足 李 普 希 茨 条 件 ,并 且 数 量 

fx, у, 3)—f (а, у, y) | 
是 有 界 的 2。 例 如 ,对 于 线性 方程 >”=zg(x)y+h(x), ҷар 
0,g 和 连续 时 ,这 些 假设 成 并， 

(е) БЕ (с) Ж, ОДЕ ЗАКА, НАЯ РЈ 

J N: 


Jf=e(x, y) + (x, у, у’), 
其 中 函数 pp 对 于 у 是 连续 的 和 单 调 增加 BJ, JF H. "4 | у] + 
ру’ 1 co 时 ,在 区 间 ax <> 上 一 致 地 有 ?” 


_— Ü“ ___ 
БЕЧЕЈ 


1) БАТ, У у” +a sin у(х) ( 见 第 三 部 分 6.19)， 在 函数 
g(x) 连 续 的 情况 下 ,总 是 至 少 具 有 一 个 满足 边界 条 件 y(a)= A, y(b)= В 的 解 . 

2) А, Hammerstein, Sitzungsberichte Berlin. Math. Ges. 30 (1932), 
р.3—10. | I 

3) С. Scorza Dragoni, Rendiconti Sen. Мат. Roma (4), 2 01958), 
p. 177—215,253 ARF. 
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(f) 如 果 f 具有 对 于 >, у 的 连续 偏 导 数 , 并 且 
lfyl<o, lfy1<B 当 wc+p<1 时 5， 
或 者 fy 宇 0”, 则 边 值 问题 的 解 不 多 于 一 个 ， 
(g) 2 as<<qx=<ç5, |у|<]а|, |у'|<8 BF, 了 是 连续 的 ， . 
并 且 设 


— i 88 27 \ 
b ты М? M) 


其 中 M=max| fj. X ВЕ, 问题 (1) 24 4—= B=0 BF BE: =] № 
的 >。 
| A+B 

(h) 384 a<çx= <>, 1y 一 一 5 一 | <, | у’ | < L В, В Ж f 
是 连续 的 ， 

f(x, Ӯ, 5’) (х, у, у) | <и|9—у| +815”— y|, 
并 且 设 

Z ау Ё(ь-а)<1, L |B- A| +®-(5—-ауз<К, 


[В —4| 
а 


7 一 + 6-45 L, 


这 时 , 问题 (1) 具 有 一 个 且 仅 具有 一 个 解 ， 这 个 解 可 以 利用 逐 
次 逼近 
(а, Уһ}, Yn- 1) 
得 到 ,其 中 每 一 个 У, 这 样 选 择 ВОЛИ; 所 求 
的 解 是 
y=lim Yn”. 
G) 边 值 问题 | 
1) ЖЗ 318 页 之 注 2) 
2) А. Rosenblatt, Búlletin Se. Math.(2),57 (1938) ‚р.105. 


3) М. Fukuhara, Japanese Journal ор Math. 5(1928) „р. 351—367. 
4) МЕ. Lettenmeyer, Deutsche Math. 7(1942),р.56—74. 
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у" =/(®, y), x(0)=y(a)=0 
ХАР, 如 果 f(x, y) EE b& 0< ха — оо < y< + оо 内 
连续 的 , 并且 对 于 两 个 数 co 关 0 с, 20, ТЯ] ЖЕ ГО. 


| быв, Оа, 
(0) АННА 
У’+ У. (2) =0, У(0)=у() =0 
是 可 解 的 ,如 果 下 述 条 件 成 立 ， 当 2220 时 , ИЖ f (z) 是 连续 
的 ,具有 正 的 下 界 , 当 z 增 大 时 单调 增 大 , 在 每 一 个 点 的 邻 域 
МА 并 且 存 在 这 样 一 些 数 0< C,<C;, 0< 
去, 使 得 对 于 所 有 足够 大 的 z 下 列 不 等 式 成 立 ”， 
Ciz L Ё(2)<С.=°. 
(k) 边 值 问题 


Hesa, у) у' (x)]=g(x, y), 


y(a)= 4, у(В)=В 
[或 者 gela, у(а))у' (ау= А, y) =8], АЭ — 4 R. КВН 
一 个 解 ? , 如果 下 列 条 件 成 江 : 
Щ a< x << b, — oo << + co Њ, ГЕ 是 连续 的 ，f F 
有 正 的 下 界 , 并 和 且 


1) А. Hammerstein, Acta Math. 54(1930), р. 120; Н. О. Hirsch- 
feld, Proceedings Cambridge 32 (1936), р. 86—95; $. Cimquini, Bolletino 
Unione Math. Italiana 17 (1938) ,р. 99—105. 

2) А. Hammerstein, Journal f. Math. 168 (1932),р.37—43. 
例如 ,对 于 方程 

у*+ су V 32 十 1 一 0 
这 里 所 作 的 假设 成 立 | 
3) T. H. Gronwall, Annals of ай. (2) ,28(1927),р.355- 364. 
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АС, у) Ж=/(®, уу) 24 |||, ПН, 
1 


 —— —rvsrrravr 


1 
(м, уз) ` / (<, Yı) 

其 中 М 同 х 无 关 , 同 у 也 无 关 ， 

g(x,0)=0, g(x,y_.)2>g (x, у) 4 уу, 
并 且 在 每 一 个 有 限 的 区 域内 s Рея. 

10.2。 对 于 半 无 限 区 间 的 边 值 问题 ， 

(а) 边 值 问题 

у=} (х, y)g (x), У(0)=у,7>0, у(®)->0 当 #4->oo hF, 

具有 一 个 且 仅 具有 一 个 解 , 如 果 下 述 条 件 成 立 。 | 

34 220, y2=0 时 国 数 了 是 连续 的 , 34 x 增 大 时 单调 增 
大 ,对 于 满足 李 普 希 欧 条 件 , 对 于 每 一 个 固定 的 у>0 县 有 
正 的 下 界 ,并 且 对 于 所 有 的 220, f(x, 0) =0. 34 220 ВР 
数 g(x*) 是 连续 的 , 在 每 一 个 有 限 的 区 间 Ka 上 是 正 的 
和 可 积 的 ,但 是 


<M|y;— у, 


[асах ж». 


(b) 方程 
у" =} (м, y, у’) (2) 
对 于 每 一 个 yo 这 0, 至 少 具 有 一 个 满足 初始 条 件 y (a) = уо 的 
ВЕ, 此 解 对 于 所 有 * 宇 4 是 存在 的 , 并 且 每 一 条 这 样 的 积分 曲 
线 都 具有 水 平 的 渐 近 线 , 如 果 下 述 条 件 成 立 : | 
24 a<Kx—< co, «< y< 8 (8>>yo), — eo < y”—< + о kh, f Ж 
连续 的 和 非 负 的 , f(x, а, 0) =0(Pdii, y =c AJ EE (2) КЮ), 
而 f(x, а, у’) Е У 的 单调 函数 .此 外 ,如 果 当 zx 增 大 时 f 单 


D А. Mambriani, Atti Ассай. Lincei(6),9(1929), р. 620—622. 
ШЕЛ НР у” == с2у?хе (р> 1,92 - 1), В, 特别 是 可 以 用 于 托马斯 - 
费 米 方程 Y X y? = уз, 见 第 三 部 分 6.100. | 
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调 增 大 , 则 存在 一 个 且 仅 存在 一 个 解 . 此 外 如 果 由 对 于 每 一 
TA ra ВРА. АЈА УСУ), 积分 


co 


са, yG), у (Eda 


4 


存在 ,可 以 得 出 
lim убх) =а, 
则 具有 新 近 线 уа 的 积分 曲线 通过 所 (4, уо). 
(с) 如 采 给 定 方程 

L re, y)y'(x)]= g (z, у), 
ЕН RIF 

у(а) = 4, убх) =0 ФА x> ff, 
或 者 

& (а, у(а))у' (а) = 4, у(х)=0 24 хоо FF, 

旭 此 问题 具有 解 , 并 且 是 唯一 的 ,如 果 10.1 УСК) ЗНН RE 
成 立 , 此 外 , 如 采 对 于 每 一 个 560 


J все, c)dx 发 散 。 


10.3. 特征 值 问 题 .* 
(а) (Е.Е) +2 20—10, у(а) = у(Ъ) =0, 


其 中 К(х, y, у”) Ж — 4 2 ^+ 2 МЕН, НЕ 
Fy, у’ 的 2* АЗ, 24 2 — FFF, В 7, 220,04 А21 
ВТ, Fyy 20, 并 且 仅 当 у= у’ =0 时 , Ҥ„„,=0. ХВ, MW 
图 姆 特征 值 理论 (9.235 (a1)), 在 很 大 程度 上 可 以 用 于 此 问 


1) С. Scorza Dragom, Giornale Math. 89 (1931), р. 77—112, Atti 


decad. Глпсеі(6), 9(1929),р. 623—625. 此 定理 可 以 用 于 上 一 页 脚 往 中 指出 
的 方程 。- 
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ЖИ. 

(b)? УЛ УГ (м, у, y )=0 
具有 边界 条 件 

у (0) = У(1) =0. (3) 
设 下 述 假 设 成 立 ， 当 | 
05451, —c<y, Y L+ 
时 ,函数 / 是 连续 的 , 并 且 具 有 正 的 下 界 ; 对 于 每 一 个 人 和 每 
一 个 z, 给 定 的 方程 具有 一 个 且 仅 具有 一 个 定义 在 整个 区 А 
0<x=<1 上 并 且 满 足 初始 条 件 
У(5) =0, у’(Б)=а (0%5<0 

的 解 。 这 时 ,对 于 每 一 个 固定 的 c ,存在 无 穷 多 个 正 的 特征 值 
А=4 (а), 并 且 对 应 的 特征 函数 ,除了 边界 条 件 (3) 之 外 , 还 满 
是 条 件 y’(0) 二。 一 般 说 来 ,这 些 特征 值 依赖 于 a. 

(c) 设 给 定 微分 方程 

y” +iyf(y?)=0, 

具有 边界 条 件 (3); 假设 尔 数 J(z) 24 2220 时 是 连续 的 ， 具 有 
正 的 下 界 , 并 且 在 每 一 个 有 限 区 间 上 满足 李 普 希 蒋 条件。 这 
时 ,对 于 每 一 个 常数 c ,存在 无 穷 多 个 除 满 足 边界 条 件 (3) 以 
外 ,还 满足 条 件 y (1) =c 的 特征 立 数 ;在 这 些 特 征 阔 数 当 中 ， 
存在 着 在 开 区 间 0 过 * 二 1 上 有 具有 0,1,2，…' 个 零点 的 函数 。 

例如 ,在 纵向 弯曲 理论 中 遇 到 的 方程 2 


1) Л. Люстерник, Матем. сборник 44 (1937), р. 1143—1166; 48 
(1938),р. 227—232. | 
2) ША. Hammerstein, Journal f. Math. 16801932), р. 37—43. W. 
М. Whyburn, Transactions Americ. Math. 30с.30(1928),р.848—854, X 
гр ВЯ 77 ЖЕН 
y' =fGx,y,z, A), Z= gE, Y, Z,A), 
具有 边界 条 件 уса) =у()=0, в у(а)==()=0. 
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у” +А(у/2+ 1) = 0, 
符合 于 这 个 定理 。 


8 11. 三 阶 至 八 阶 边 值 问题 和 特征 值 问题 


11.1. 三 阶 线 性 特征 值 问 题 。 因 为 不 存在 三 阶 自 共 思 线 
性 微分 型 ( 见 第 一 部 分 8 26), 所 以 也 就 不 存在 三 阶 自 共 斩 Te 
征 值 问 题 。 因 此 ,在 第 一 章 的 一 般 定理 中 ,所 有 那些 有 关 自 共 
斩 特 征 值 问题 的 结论 ,这 里 都 不 能 运用 ”. 

因此 ,在 一 般 定理 中 , Т S 1 包含 的 那些 以 外 ,， 剩 下 的 
实质 上 只 是 关于 正则 特征 值 问 题 和 的 定理 ,对 此 可 以 补充 一 些 
个 别 的 非 正 则 问题 以 及 在 三 个 点 给 定 边 界 条 件 的 回 题 的 研 

微分 方程 

y” Ау =0, 
RADARI 
y(0)=y'(0) =у(л) =0, 

在 下 列 工作 中 兽 研 究 过 :J W. Hopkins, Transactions Amerie Май. 
Зое. 20(1919), р. 245—259; D Jackson, Proceedings Amerie Acad 
51 (1916), p. 383—417; Bulletin Amerie Math Soe 28 (1922),р. 
37—41; L. Е Ward, 同上 ，33(1927),p 232—234. 同样 的 微分 方 
程 ， 基 有 一 般 的 非 正 则 边界 条 件 ， 在 下 文中 曾 研究 过 ， L. Е. Ward 
Transactions Americ. Math Soe. 29 (1927), р 716—745. 在 上 述 
刊物 发 表 的 一 篇 文章 中 ，32 (1930), р 544—557, 人 研究 了 这 个 微分 方 
程 ,具有 边界 条 件 


1) 对 于 微分 方程 组 ( 见 $6)， 自 东 辆 特征 值 问 题 的 概念 ， 要 比 对 于 一 个 方程 
的 广泛 一 些 , 所 以 ,甚至 三 阶 特征 值 问题 ， 如 果 写 成 方程 组 的 问题 , 则 它 也 可 能 是 
Ее НУ. 
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убт) =y „За Ж би ий )=o. 
更 一 般 形 式 的 方程 
y" -+[L+/f(x)ly=0, 

县 有 非 正 则 边界 条 件 ,在 下 列 工 作 中 曾 研 究 过 :， 工 Е. Ward, Transa- 
otions Americe. Май. Soc. 84 (1932), р. 417—434; Amerie Journ 
Math. 57 (1935), р. 345—362. 

ЗЕ (Sansone)) 研究 过 一 些 特征 值 问题 ,其 中 给 定 “ 边 界 
条 件 ” 

у(а) = у(Ь) = у(с) =0 (а<Ь<су, 


以 及 下 列 方程 之 一 : 
y” Чу’ +АВу + Су) =0 (BI+ICI>0), (1) 
СР) у’ "+ Ай(х) у =0, (2) 
СС) у "+ (ЕС) у)" +(хуу]=0. (3) 


在 情况 (1) 中 ， 存 在 无 穷 多 个 特征 值 ， 在 情况 (2) Ч, д 
f>0 并 且 是 二 次 连续 可 微 的 , RAEO 是 连续 的 , 而 表达 式 (x 一 
b)h(%) 不 变 号 , 则 特征 值 存在 ; 在 情况 (3) 中 ,如果 此 外 还 有 
(x—b)8(*“)h(x)> 0,488] PEB) SE Ж. 
11.2. 四 阶 线性 特征 值 问题 ， 关于 表示 法 和 一 般 解法 ， 
见 第 一 章 。 最 经 常 研 究 的 特征 值 阿 题 ,属于 自 共 力 方 程 
(а) (fap D" +H Siy Y +f oy А6, 
具有 自 共 圈 边界 条 件 ; XE, ИЖ f,= f, (x) 在 区 间 esrb 
上 上 有 具有，” 阶 连续 导数 ， 户 关 0，g = 二 8(*) 才 0 并 且 是 连续 的 ， 
其 中 ,首先 应 当 讨 论 具有 斯 图 姆 型 条 件 的 情况 ; 
ау. + ВУ + yi ауа UL fay" Jat fiayal=0, 
азу. + Boys TF ys foa ya to Ру") а Гау) =0, 


1) С. Sansone, Rendiconti Istituto Lonbardo(2), 6201929), р. 683— 
692; Rendiconti Зет. Mat. Padova 1 (1930), р. 164—183; 3 (1932), p 
128—140; Военно Unione Mat. Italiana 10 (1931), р. 277—282. 
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аз.Уь + АзУь + Y3 ЈУ + os ( Рау" )ь УЬ] = 0, 
Gy; + уь уа Јоьу ССРУ") + Льмь |= 0; 
这 里 
© 1 Ó; 
c2 Ó 


_ |1 Yı 
B> Yal 


©з дз 


— Bs Уз 
Cy 04 


Ва yil 


Fina 以 及 2 表示 ,应 分 别 假 设 *==4 ЯП x=5. 
MRDA RERE FIJEN: 
yla) = у' (а) = у(6) = у' (6) =0, 

则 特征 值 的 重 数 不 大 于 2 , 因为 不 难看 出 , 方程 (a) 满 足 边 界 
条 件 y(4) = y (a) =0 的 线性 无 关 的 解 不 多 于 两 个 ”. 

关于 各 种 研究 方法 , 必须 指出 下 列 工作 ;5S. А. Janczewsky, Annals 
of Май. (2), 29(1928), р. 521—542; (2), 31(1930), р. 663— 
630; W. М Whyburn, Amerie. Journ. Math. 52(1930), р. 171— 
196( 振 荡 定 理 ); A Davidoglou, Annales Ecole Norm. (3),17(1900), 
р. 359—444; (3), 22(1905), р. 539—565 (ЖАН) Е Bo- 
unitzky, Journal de Math. (6), 5(1909),р. 65—125 (ЖЕЖ 121 
分 方程 ); H. Boerner, Math. Zeitschrift 3401932), р. 293—319 
(无 限 多 个 变量 )。 戴 维 斯 (Н Т. Davis, Amerie. Journ. Math. 47 
(1925)，p，101 一 120) 曾 研究 过 这 种 问题 , 即 什 么 时 候 两 个 斯 图 姆 型 问 
题 具 有 相 辣 的 特征 值 ， 什 么 时 候 一 个 问题 的 特征 值 同 另 一 个 问题 的 特 
征 值 交替 出 现 ; 其 次 , 他 还 利用 伯 克 霍 夫 定 理 , 得 到 了 特征 值 的 渐 近 表 
达 式 。 

ИЖЕ РНИИ 

(}У”)” ву" + (axtb) fy +f y= 

的 特征 值 问题 (S5rensen， Ingenieur-Archiv 8 озгур. 381—396). 

(b) 更 一 般 业 型 的 特征 值 问题 . 齐 米 诺 (Gimmino) 和 
伯 尔 纳 (Boerner) 以 不 向 的 方法 研究 过 下 列 问题 ， i 


1) G. Gimmino, Math. Zeitschrift 32 (1930), p. 30. 
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"+ {СЛ tigis + С 5+ 5га) у= 0, 
уба) = у'(ау= уф) = у) =0, 
因而 ， 参 数 л 是 以 更 为 一 般 的 方式 包含 在 其 中 的 12。 关 于 
同样 的 方程 ,具有 任意 的 自 共 因 边 界 条 件 , 见 84. 这 时 ,在 边 
Эт Ж 件 中 不 应 当 包含 参数 4+。 边界 条 件 中 含有 参数 4 的 一 些 
情况 ， 在 下 列 工作 中 曾 研 究 过 ， | 
W. Sternberg, Math. Zeitschrift 3 (1919), р. 191— 


208; 
У (Ду) + (6—2) у= 0, 
У(0) = у' (0) = у' (1) = у" а) + («+ 58)у(1)=0, 
其 中 a 宇 0 ПВ 是 给 定 的 数 . 讨论 了 下 述 问 题 特征 值 的 存 
在 ,特征 值 和 特征 国 数 的 估 值 ,展开 定理 。 
H. Boerner, Math. Zeitschrift 34 (1932), р. 293—319; 
(у) fox А (ету) + gx ]= 0, 
具有 边界 条 件 | 
у(а) = у(В)=0, [fy + Lay ],-a= 0, 
L fy” —АВУ]м=ь=0 
或 者 
у’ (а) = у! (Б) = 0, [(fy") —huy]yza=0, 
[‹{/>”)'+48у]„—-ь=0. 
过 论 了 下 述 问题 ， 特征 值 的 存在 ,展开 定理 . 
(с) 对 于 附加 条 件 涉 及 的 点 多 于 两 个 的 那 些 边 值 向 题 ， 
我 们 指出 下 述 结果 ”， 设 ао, ++, аз 900, |а [+ |a,| + 
1) G. Cimmino, Math. Zeitschrift 32 (1930), р. 4—58. 
2) H. Boerner, Math. Zeitschrift 34 (1932), р. 293—319. 


3) G. Sansone, Rendiconti Istituto Lombardo (2), 64 (1931), р. 
124—136. 
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la,|>0,2i<x;,< x, <x,, ХЕ, 9 168 Ia EN 
y +asy"+(a,y” + a,y' +аоу) =0, 
y(% )= y(x;)= у(®;) = y(x;)=0 
具有 无 穷 多 个 特征 值 ， 
11.3. 两 个 一 阶 微分 方程 组 成 的 方程 组 的 线性 问题. 
设 给 定 自 共 力 方程 组 
У" (м) +А СЧ, 1У-+ AL 22) =0, 
z" (x) РАСА, y + 4, 22) = 0, 
具有 边界 条 件 
у(а) =у(6) ==(а) ==2(5) =0, 
其 中 4, „=4 ЕКС) 在 区 间 aq <> 上 是 连续 的 ， 并 且 满足 
条 件 
Ai,2= A2,1, 41,120, A1,14, 2> 41 ,„ 
这 时 ,存在 无 穷 多 个 特征 值 ; 可 以 按 下 述 方式 求 出 特征 值 , 假 
设 


5 
Í (u, о) = (rv) ал, 
р 
K (u, 2) = f (A, + 2-4; uu + Ч. 052) 4х, 


b 
L(y, =, и, о) = J C yu 4 оу Ay izu + Аз зло) dx 


这 时 ， 
и v) 
u, v) 
ЛЕМ, ИВА 


А, = тіпт 


1) 也 可 以 间 S 6 以 及 下 文 相 比 较 : W. М. Whyburn, Americ. Journ. 
Math, 59 (1930), р. 171—196, 
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” 续 可 微 图 数 中 选取 的 . ЖА, +, Ар: ВУ p—1 4 ДЕЕ, 
而 | 
у„(®), 2,(х) @=1, PP 一 1) 
是 对 应 于 这 些 特征 值 并 且 满足 正 交 性 关系 式 
Ly Zp У» 2,) =0 H из» | - 
的 各 对 特征 尔 数 , 则 
шн 
是 下 一 个 特征 值 ， 如 果 极 小 值 是 在 所 有 满足 边界 条 件 和 方程 
L(y,, Zy 0) 一 0 (0S1, e, p—1). 

ВЕ пр ибх), (x) h НУ. 

关于 不 是 包含 一 个 参数 1 而 是 包含 多 个 参数 的 边 值 问题 , ЮВ G 
D. Richardson, Transactions Americe. Math. Soe. 13(1912), р 22— 
343 Math. Annalen 71 (1912), p 214—232; 73 (1913), р. 289— 
304, 

11.4. 四 阶 非 线性 边 值 问 题 . 边 值 问题 

у =f(%, y, у", у", у"), 
у(а)=а, у'(а)=8, У(В)=у, У’()=8 
дє п] ЙЕН), RH28 25 
аз; —оо< у, у’, у”, Y "KH 

时 , 函数 ! 二 是 连续 的 和 有 弄 的 一. 


方程 组 
yp=f,(x, Yn Yi, У Y2) (р=1,2), 
具有 边界 条 件 
у,(а)=а„ у›(Р)=В, (р=1,2), 
是 可 解 的 ,如 果 当 


ахо; — о < yy, yp< + со 


1) С. Zwirner, Rendiconti Зет. Мат. Padova 9(1938),р. 150—155. 


• 329 ° 


В, РЕЖ f, ААО АН. ЧБ Не {Б Н ДЕЛЕ Е 
述 区 域 的 某 一 部 分 中 成 立 , 则 相应 的 叙述 将 会 复杂 化 ". 

尼克 里 包 尔 克 (Nicliborc)2) 草 将 具有 给 定 的 初始 速度” 
的 炮弹 是 否 会 命中 既定 目标 这 个 弹道 学 问题 ， 作 为 “ 边 值 问 
题 ”, 按 以 下 方式 做 了 描述 。 设 给 定 微分 方程 组 

х" (Е) = (т, x, у, х! у), у (у= ж(ї, x, у, х, у”), 
要 求 对 于 给 定 的 0220, а, b 和 以 适当 方式 选择 的 *， 找 出 满足 
条 件 | 
х(0) = y(0)=0, x“2(0) + y”2 (0) =*š, 
x(r)=a, y(r)=)> 

ВО (г), у). AAEREN, ТЕЛЕ УАВ 
之 下 ,这 个 问题 是 可 解 的 . 

11.5， 更 高 阶 的 特征 值 问 题 。 这 种 问题 在 研究 阅 周 或 加 
柱 表 面 的 固有 振动 时 常常 会 遇 到 ; 其 中 , 费 德 霍 费 尔 (Feder- 
hofer) 曾 研 究 过 可 以 化 为 下 列 形式 的 方程 的 问题 ”， 

у + oy + (1 —а) у” +2ау=0, 
y + (+0) у + [уф а) әа(1—0?) ]у" + 
а4(1— А) у=0 

和 
ув (2+ ар) у (1 А+ аА) y” +А(1 наал) у=0. 
瓦尔 特 金 (VWaltking) 曾 过 到 的 方程 


1) С. Scorza Dragoni, Bolletine Unione Mat. Italiana 14 (1935), 
р. 225—230. 

2) W. Niclibore, Berichte Leipzig 82 (1930), р. 227—242. 

3) К. Federhofer. Akad. Hien 145 (1936), р. 29—50, 681—688; 
Zeitschrift für Architektur und Ingenieurwesen, Наппоует (1910),р. 465; 
Ingenieur-Archiv 6 (1935), р. 223—225. 

4) Е. W. Waltking, Ingenieur-drchiv 5 (1934), р. 429—449; 6 
(1935), р. 226—228. 
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yE + 2 y“) 十 (1 一 4)37 二 47 一 0 | 

ж. 

у + (2 + 44) у + (1—2 — ал) у" +А(1 — аА) у= 0, 

ТЕТЯ r ВЕНУ, Ай PED БЕН! 

Е 12 +T y" + Еа" Руш = 0, 

ЕТ у Т2" + Еу" — P)y= 0, 

HAAA RH | 

У(0) = у(1) = у” (0) = у" (1) = 

=2(0) = 2(1) ==" (0) ==” (1) =0. 


1) Maria Nasta, Atti Ассай. Lincei (6), 12 (1930), р. 209—216. 
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第 三 部 分 “各 种 微分 方程 


Л, яя BB 


(一 ) 从 第 一 章 到 第 七 章 讨 论 单个 的 微分 方程 ,在 这 几 
жор, АЖЕ x Жл, ЖАПЕ ОН у Жл. 
《二 ) 在 有 理 表 达 式 中 ,我 们 避免 出 现 分 母 ,例如 ,将 方程 


af ит 
y +(2 +2)» +1=0, (1) 
€ 


Axy+ Ву? +ах+Ву+у „ 
# — --— 


y +à mir D= (АЖО, — (3) 


ml А 
у” = 4 АЕ y 


х? x 4 
《退化 的 超 几 何方 程 )， (4) 
写 为 下 列 形 式 ， 
хуу? + (у?+ х?) у +ху=0, (1а) 


(Вх у +452 рах -Ьу+с) у = Ву? + А4ху+ах +Ву+у, 
(2а) 
xiy" му + (22—21) у=0, (За) 
Ау" = (ж?—4Ёх + Am2—1) у, (4а) 
(=) 只 要 翻阅 一 下 后 面 收集 的 方程 ,不 必 特 别 解释 ， 即 
可 大 体 上 看 出 方程 中 的 各 项 排列 时 所 遵循 的 原则 ， 在 每 一 个 
方程 中 ,首先 写 出 含有 最 高 阶 导数 的 各 项 ,然后 写 出 含 较 低 阶 
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导数 的 各 项 ,如 此 等 等 。 在 每 一 组 之 中 ,要 注意 各 项 的 “ 权 ” 或 
“ 秩 ”, 并 将 各 项 按 降 秩 的 次 序 排列 . 
后 面包 括 的 微分 方程 中 的 大 部 分 ,只 是 由 形 如 
ах" уту"... ун (m,2-0, 并 且 是 整数 ) 
的 一 些 项 组 成 的 (例如 , 方程 3 у/2 + ayy a=); 而 认为 
上 述 这 样 一 项 的 秩 ， 要 比 | 
Бо уту... убн (n,20,3F R ҖЕ) 
这 一 项 的 秩 来 得 低 , 只 要 下 列 条 件 之 一 成 立 D;， 
(a) 如 果 т, n, 是 不 同 的 寡 指数 当中 最 后 的 两 个 ， 则 
т.< п. 
(b)? ВТА т.=п,, И 
а, b 都 是 整数 ,并 且 |а| <], 
Ви, а, 2 都 是 整数 ， 一 4 三 2>>0， 
或 者 , 4 是 整数 ,2 不 是 整数 或 是 任意 (尚未 确定 的 ) 的 数 ， 
如 果 有 些 项 的 结构 不 象 上 面 指出 的 那样 简单 ， 则 对 于 每 
一 组 中 含有 同样 一 个 最 高 阶 导数 y* 的 各 项 ， 规定 下 列 秩 增 
加 的 尺度 ， 
具有 整数 »v BD us, 
具有 任意 (不 确定 的 ) 数 ?的 ww， 
具有 某 一 个 确定 的 非 整 数 v 的 u, 
e" lnu, u ЮНА, и ЕН, 任意 (不 确定 
的 ) 形 式 的 函数 ， 
如 果 两 项 以 相同 的 方式 包含 着 最 高 阶 导 数 ， 则 由 较 低 阶 


O D 下 面 摆 引 的 分 类 法 并 不 是 详尽 无 遗 的 ， 所 以 秩 不 是 完全 唯一 确定 的 ， 但 
是 对 于 我 们 来 说， 这 种 分 类 法 巴 经 足够 了 ， | 
2) 为 了 确定 一 个 方程 中 各 项 的 次 序 ， 不 必 利 用 (b) 这 一 条 ， 因 为 只 差 一 个 
数字 系数 的 各 项 可 以 合 儒 为 一 项 ， 但 是 为 了 确定 各 方程 相继 出 现 的 次 序 ， 则 需 
(р). 关于 这 一 点 ， 见 (四 )， 
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的 寻 数 ， 按 同样 一 些 原 则 来 确定 它们 的 秩 . 

例如 ， 在 表达 式 

ytgy +f(X%) y+ у хех 
之 中 , 各 项 是 按 其 秩 降 低 的 次 序 排列 的 ， 

上 述 原 则 初 看 起 来 可 能 觉得 有 些 复杂 ， 但 是 如 果 浏 览 一 - 
下 我 们 收集 的 实例 , 则 不 难 熟 悉 它 们 ,于 是 这 些 原则 就 会 显得 
十 分 简单 

ОЧ) 各 微分 方程 按 第 一 项 的 秩 增加 的 次 序 排列 ,而 如 果 
第 一 项 的 秩 相同 , 则 按 随后 一 些 项 的 秩 增 加 的 次 序 排列 . 

按 这 种 方式 仍然 不 能 完全 唯一 地 确定 方程 排列 的 次 序 ， 
但 是 余下 的 任意 的 可 能 性 并 不 大 ,以 致 于 起 不 了 什么 作用 了 ， 
况且 这 只 会 涉及 到 排列 在 相 邻 近 处 的 一 些 方程 . 

(E) 如 采 需 要 找 某 一 个 方程 ， 那 么 最 好 将 此 方程 化 为 
(一 ) 至 (三 ) 中 叙述 的 形式 ， 并 且 将 方程 中 所 包含 的 常数 尽 可 
能 地 归 儒 在 一 起 . 

й; 形 如 

y=xy Ру’ (1—Y) 
的 克 菜 罗 方 程 ,如 上 所 述 ,应 当 写 为 下 列 形式 : 
>'®— («х-„1)>'+у=0, 
而 形 如 

y=xy'+ l+ y 

的 克 莱 罗 方程 , 则 应 写 为 下 列 形式 
Му? 1 -xy'—y=0. 

交流 电流 方程 
| її, W 


= Fsin ot, 


dt Г, 


如 果 将 其 中 的 t, 了 分 别 换 为 *，y， 并 且 将 方程 中 包含 的 常数 改变 写 
iks MEA PIER: 
у’ tay =) sinex, 


研究 方程 
im aT 
PD |, Улаз(Т), 
其 中 4(T) 是 由 电流 加 热 的 辐射 线 的 热传导 系数 ，T 二 T(x) 是 点 * 处 的 
温度 ，g 是 导线 的 横断 面 ，; 是 电流 强度 ，w(7) 是 电阻 系数 ， sa(7) 是 
иши Еваны. 如 果 g 不 变 ， 则 此 方程 可 以 写 为 下 列 形式 ， 
SLACTT(Y)I= &(Т), 
其 中 g(2 是 给 定 的 函数 ,如 果 引 入 符号 f，y 来 代替 2, T, MARA 
Lf (YY ==в Су)» 
即 
fy FF YY = (5) 
此 方程 的 编号 是 6.224. 
如 果 注 意 到 上 述 的 方程 排列 次 序 ,就 可 以 很 快 地 确定 ,在 
这 一 本 手册 当中 是 否 有 给 定 的 方程 ,如 采 有 的 话 , 征 在 哪里 。 
这 里 ,还 应 当 注 意 ， 该 方程 可 能 包含 在 时 一 般 的 形式 之 中 。 例 
如 ,在 手册 中 设 有 方程 
2y 十 33 一 2 一 0， 
但 是 有 方程 
ау'%+5у'—у=0ЯП у?+ау' +by=0, 
这 两 个 方程 都 包含 着 上 述 方程 作为 其 特殊 情况 。 同样 地 ， 在 
手册 中 设 有 方程 
уу" 十 3323 = еу, 
但 是 有 方程 (5)， 上 面 的 方程 也 是 作为 特殊 情况 包含 在 方程 
(5) 中 。 其 次 应 当 注 意 ， 如 果 将 因 变 量 和 自 变 量 交换 , 则 微分 
方程 的 形式 可 以 大 大 改变 。 例 如 , 如 果 在 方程 
| [xj 一 &(7)]3 +1=0 
之 中 ,将 > 取 作 为 自 变 量 , 则 此 方程 可 以 化 为 下 列 方程 ， 
xf(y)— g(x)+x'(5)=0; 
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最 后 , 如果 将 >, ® 分 别 换 为 *, у, 则 得 到 线性 方程 , 其 编号 为 
1.11. 

(六 ) 所 有 的 解 都 经 过 验算 。 但 是 ,如 果 要 利用 某 КУ 
程 的 解 来 进行 任何 一 项 重要 计算 , 则 应 当 将 这 个 解 重新 验算 ， 
因为 在 这 一 类 手册 中 ,很 难 完全 避免 笔 误 和 刊 误 ,以 及 实质 性 
的 错误 ， 对 于 未 解 出 最 高 阶 导 数 的 方程 ,在 进行 验算 时 ,首先 
应 当 看 一 看 是 否 忽略 了 某 一 些 解 〈 某 些 奇 解 1)。 验 算 可 以 这 
样 来 进行 ， 或 者 是 把 指出 的 解 代 和 方程， 或 者 是 借助 于 在 各 
种 情况 下 我 们 简略 叙述 的 解法 来 求 这 个 解 ， 而 在 必要 时 利用 
引证 的 文献 ， 在 许多 场合 ， 该 文献 中 包含 着 有 关 所 论 方 程 的 
更 为 详细 的 情况 ， 

СС) 某 些 方程 或 某 些 类 型 的 方程 之 解法 的 详细 ДЕ Ж. 
可 以 在 本 手册 第 一 部 分 或 下 列 著作 中 找到 ; 

И. Г. Петровский, Лекции по теории обыкновен- 
ных дифферанциальных уравнений, «Наука», 1970(1953 
ERES: И. Г. 彼得 罗 夫 斯 基 ， ПЕЙ, Л 
民 教 育 出 版 社 ，1959.) 

В. В. Степанов, Курс дифференциальных уравнений, 
1970 (1953 年 版 中 译本 ，B. B. 史 捷 班 诺 夫 ,微分 方程 教程 ， 
人 民 教 育 出 版 社 ,1960); 

Л. С. Понтрягин, Обыкновенные дифференциальные 
уравнения,1970(1961: hk ЕЖ, Л. С. ЖЕНЕ, Ж 
分 方程 ,上 海 科 学 技术 出 版 社 ,19627 | | 

Е. L. Ince, Ordinary Differential Equations, London, 
1927( 俄 译本 : Э. Айнс, Обыкновенные дифференциальные 
уравнения, Харьков,1939); 

H. П. Еругин, Книга для чтения по общему курсу 
дифференциальных уравнений, 1970; 
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А. Angot, Compléments de Mathématiques (А busage 
des ingénieurs de Pëlektrotechnique et des télécommunic- 
ations) (Ё, А. Анго, Математика для электро-и 
радиоинженеров, 1967); 

К, Gourant and D. Hilbert, Methods of Mathematical 
Physics, Vol. Г, 1953( 中 译本 ，R. МВ, D. 项 尔 伯 特 , 数 学 
物理 方法 ，I， 科 学 出 版 社 , 1965); 

С. Sansone, Equazioni Differenziali, Ме! Gampo Reale, 
1948 (РЕЖ, Д. Сансоне, Обыкновенные дифференци- 
альные уравнения, т. І, 1953, т. М, 1954); 

R. Bellman, Stability Theory of Differential Equations, 
1953( 中 译本 ，R. 贝尔 曼 , 微 分 方程 的 解 的 稳定 性 理论 ， 科 学 
ША, 1960); 

Е. T. Whittaker and С. N. Watson, А Course of Modern 
Analysis, 1927 (РЕЖ, Е. Уиттекер и Г. Ватсон, Курс 
современного анализа, т. 1, 1962, т. 11, 1963); 

Е. Янке, Ф. Эмде и Ф. Леш, Специальные функции 
(формулы, графики, таблицы), 1968; 

С. М. Watson, А Treatise оп the Theory of Bessel 
Function. 1945( 俄 译本 ， Г. Ватсон, Теория бесселевых 
функций, т. 1, 1949); 

Н. М. Матвеев, Методы интегрирования обыкно- 
венных дифференциальных уравнений, Изд. ЛГУ, 1963. 

TERP РЕ, НЕК T EMD УЕ 
分 方法 ， 又 有 各 种 方程 及 其 解 的 一 览 表 ; 

С. М. Murphy, Ordinary Differential Equations and 
Their Solutions, New Xork, 1960. 


在 编写 本 手册 第 三 部 分 时 ,作者 广泛 地 利用 下列 著作 ， 
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А. В. Forsyth, W. Jacobsthal, Lehrbuch der Differen- 
tialgleichungen, 2 Aufl. Braunschweig, 1912; A. R. Forsyth, 
Theory of Differential Equations, Bd. 2—4, Gambridge, 
1900—1902, Е. Fick, Aufgabensammlung über Differential- 
gleichungen, München und Berlin, 1930; Ph. Frank, R. 
у. Mises, Die Differential- und Integralgleichungen der 
Mechanik und Physik, Bd. 1,2, Aufl. Braunschweig, 1930; 
G. Julia, Exercices d'Analyse, t. 3, Paris, 1933; Е. Kamke, 
Differentialgleichungen reeller Funktionen, Leipzig, 1930; 
M. Morris, O. E. Brown, Differential Equations, New York, 
1935, 以 及 许多 相当 老 的 而 且 很 难 找到 的 其 他 外 国 出 版 物 . 有 
关 这 些 著作 的 引证 ,我 们 一 般 都 删 去 了 . 

在 第 二 部 分 中 ， 作 者 曾 按 照 J 了 兹 伯尔尼 殉 (Zbornik, Fü 
士 人 ) 的 建议 进行 了 茶 些 修正 和 补充 ， 俄 译 本 编者 注 。] 
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第 一 章 一 阶 微分 方程 


含有 代数 无 理 式 的 方程 ，1,57 一 74,112 一 116,190 一 192 ,209,266 
332 一 340,398 ,511,512 ,516,517 ,550,555 一 -562。 

含有 指数 函数 的 方程 ，2,4,5, 7,，37.75，88,，117，131，134，206， 
211,259,341,342,387,459,463。 — 

含有 对 数 国 数 的 方程 ，9,91,93,108,109,118 一 120,132,159,193， 
194,343—346,357,373,392,563—565. 

含有 双 曲 图 数 的 方程 ，347 一 349， 

& 8 ЕВ ВУ: 3, 5—9, 21, 22, 32, 76—83, 90, 92, 93, 
121—125,152,154,195—200,202, 208, 267,278,314, 338, 350—364, 
393, 460,513, 514,539, 566—569. 

含有 arctgx №) УЕ, 570. 

НИЯ АНУ АД 49. 

含有 任意 函数 的 方程 ，10,11,16, 33—35, 50, 51,53-—56, 79,80, 
84—87,110,126—128, 201, 202, 212, 219, 230, 268, 269, 365—367, 
370,394,395, 515—517,551,552,561,571—576. 


1-367. 对 于 yy 的 一 次 微分 方程 


1.1. y= (ах + asx? + ах? + ax +a) T. 
直接 进行 积分 , 即 可 得 到 解 ,一 般 说 来 , kaa 
圆 积分 。 通 解 具 有 下 列 形式 : 
RCP (y)) =C, 
其 中 R ЕН, Fy) 是 具有 适当 选择 的 双 周 期 的 
外 尔 斯 特 拉 斯 函数 ， | 
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{ SS РУРК И РУНА Ж, № 2.26.— ВРЕМЕН. J 
1.2. 9’ +тау=се”;: 线性 方程 。 


‚= ре + Се“ 当 a+5 关 0 时 ， 
схе?* + Ce 当 а-+Ь=(]. 
1.3. y’ +ay=bsincx; БЕ Е. 
作为 交流 电流 的 方程 ,此 方程 常常 以 下 列 形式 出 现 ， 
ат R | 


r= Ë sin t 
ат = L not, 


其 中 T(t) 是 具有 电动 势 Eosin РЬ А А MARA 
数 工 的 电路 中 的 电流 强度 ， 根 据 第 一 部 分 4.3 节 , ЗЕН. 
通过 引入 “相位 移 "y, 其 中 ву (у, Я 
部 积分 ,可 以 将 所 得 到 的 解 化 为 下 列 形式 ， 


- É: I oL E, Eo . 
“一 o + рөт) К-ту" (wt — у): 


这 里 Го RR t =0 时 的 电流 强度 ， 当 Е co 时 


ko . 
IG) У = sın (wt--y) А 


СД ж. Стокер, Нелинейные колебания в механических 
и электрических системах, 1953. —— #20. ] 
1.4. y +2ху= xe ”, 线性 方程 。 
1 


一 ce- 人 | —— х2 с) 
?一 (5 * TÇ J. 
1.5. y -усоѕх = eX; 线性 方程 。 
уе Језа ). 
1.6. 2 + усозх = sin 2х; 线性 方程 ， 
y= sinx—1 + Сега 
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[ 


4 мый 


шый 


m 


=b 


7. g'+gcosx= e slm, 线性 方程 。 
y= (х 十 C)e-sax 


8. y +ytgx 一 sin 2х; 线性 方程 。 
у=— 2 cos + C cos x, 


„9. и’ = (sinlnx+coslnx+a)g; 可 分 离 变 量 的 方程 。 


у= Сехр{х (яп шх-+а)}, 


.10. y +f'(x)g=f(x)f' (x); 线性 方程 。 


y=f(z=y—1+Ce- fe 


.11. y 十 f(x)y 二 g(x); 线性 方程 ( 见 第 一 部 分 4.3 70). 
.12. у’ += 可 分 离 变量 的 方程 。 


у= +1, th(x+C), cth(x + C). 


‚13. y +g =ax+b; 2 Sie Fe, 


如 果 ( 见 第 一 部 分 4.9 节 ) 经 过 变换 w = уи 将 此 方 
程 化 为 线性 方程 , 则 得 到 vw = (ax + b)u, Вр 2.10. 


.14. у +g + ax 一 0i R-RE. 


经 过 变换 и (х) = уи, 则 得 到 и’ тахти=0, BB 
2.14. 


.15. y у? — 222 ух 一 2x 一 1 一 0， 


假设 ибх) = у— 27, ДИФ] и" + и2—1 50,81 .12, 


.16、y +g°+ (xy 一 1)f (x) 0; 黎 卡 提 方 程 。 


у=. Л y =+ 则 化 为 线 
性 方程 


(х7 2\u=1, 


„17. y —92—39+4=0; 可 分 离 变量 的 方程 ， 


С —4 Cae?” 
УТС бе • 
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d 


m 


тай 


y=} NY ab + bthy ab (х —ëË) 


„18. у^/—у?—ху—х-+1=0: 黎 卡 提 方 程 . 


7 一 一 1 是 解 ， 经 过 变换 y= 一 1+ MEA 
线性 方程 | 
и! (w—2)u+ 1=0, 


.19. у’=(у+х)?; Ка. 


假设 исх) = ух, ПИН] и’ =и2 +1, 因而 ， 
u=tg(x +C), 


.20. 9 у? + (x2 F 1)g—2 x=0; ЕЕ, 


假设 (у= y—z2—1, 则 得 到 伯 努 利 方程 


r (2+ рии, 


.21. у’ — у? + gsinx—cosx=0 Кар. 


y=sinx 是 一 个 解 ; 根据 第 一 部 分 4.9 节 可 以 得 到 


‚22. у'—у5— уѕіп 2x 一 cos 2х=0; RRES, 


y=tgx 是 一 个 解 ; 根据 第 一 部 分 4.9 节 可 以 得 到 其 
余 的 解 ， 


e tos" C е сов d 一 上 
=tgx + ——| C— |—— 
7 一 所 cos2x ( Г | ) ° 


.23. у’ +ау? =; 可 分 离 变量 的 方程 


此 方程 同时 也 是 特殊 的 黎 卡 提 方 程 的 特殊 情况 ， 通 
х (5, DD) 的 积分 曲线 由 下 列 方程 给 出 : 
п+2(5 —8&) | 当 а= (0) Е, 


7 м РОН 
1+ ат(х — $) =. 0 时 ， 


一 一 一 M ar 十、 
У ab t+anthy ab (х—&) м“ 全 0 时 


лу аб + btgy — 46 (#5) щ ab<0 h. 
И —ab+ ату —ађ(х—&) 
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.24. 9’ + ау? = Бх“; | 
特殊 的 黎 卡 提 方 程 ; 见 第 一 部 分 4.8 节 . 

.25. у’ +ау?%?=Ьх?°®-єх°-!; 笋 卡 提 方程 。 | 
当 c= 一 1 时 ,得 到 1.24. 当 co 天 一 1 时 ,经 过 变换 


+1 


у= ке), £= — 
则 化 为 方程 
En tapin’ + — 


pe ANE 1.105. 
у’ = (Ау—а)(Ву—65); 质量 相互 作用 的 方程 . 
此 方程 属于 第 一 部 分 4.1 节 中 指出 的 那 种 类 型 。 如 
果 423 一 24 天 0, 则 得 到 
C Бехр(а8В — bA)x—C,a J 
= Bap aB Аук CA (t>, 


ПЖ aB—bA=0, 1520, 则 得 到 


=b 


а b 


_ € _ 
(а+1)8° 


д 


__ @ _ а 1 
У= 4 yA (Вх 6) ` 
1.27. у’+ау(у—х)=1; Е. 
Б u(x)= у – ж, 1149 ИН ЯН] E 
и’ на(хи-+ и?) =0. 
1.28. у^ + ху? — ху — 2х =0; Ка. 
假设 (х) = x2— у, 则 得 到 伯 努 利 方程 
и! + x3u = xu? 
1.29. у’—ху?—3ху=0: АНУ. 
еси 
1.30. y + х1 = х“ х>0; КУЕ, 
当 470) 时 ,经 过 变换 У(®)==11($), а = — ^^“, 则 化 
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为 特殊 的 黎 卡 提 方 程 (第 一 部 分 ,4.8 32) 
nf 十 他 二 —aty 2 1. 


ха (x) 


而 经 过 变换 ya) = 一 5cz) 一 -， 则 化 为 线性 方程 


хи" + (a +1)u/ 一 2 一 0. 


Watson, p. 90, 


1.31. g'—axr(g* + 1) =0; 可 分 离 变 量 的 方程 。 


ебат) aa 


te(alnC x) = —1 时 。 
о a Sinx | 
1.32. у’ +g'sinx=2— ox РЕЛЕ, 
_ 1 _ 1 3 cos2x 
YT сх’ J созд ` C созл * 
(РС) gx). | 
1.33. g T g(x) y f (x) M КЕ. 


y= 一 他 +f 2 (c— f 4 у. 
1.34. у'+/(х)у?+ zg(x)g=-0; 伯 努 利 方程 ， 


1% 
二 =E(x) f aha 其 中 B(x) =е) 


(х) 
1.35. y +/(х) (82 十 2ag+6) 一 0 可 分 离 变 量 的 方程 。 
1, 当 5 二 4? 时 ， 
?十 4 一 。 —atgaF H a2—b—a2>0 Ы, 
«аР 4 ала? ьо, 
cth 
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其 中 F=f (x) = [усаа +С, 
1.36. y +y + аху? =0; ВД Е.Е. 
假设 u(x) =y" 1— Saws, } 则 得 到 特殊 的 黎 卡 提 方 程 
| іх 1 


一 一 一 一 -CA 
22% Tu, 


Чи 
1.37. џ'— у? + ae*g2 
假设 y(*) =1(&), &=е`*, MRSA Æ 1.169 的 特 
殊 情 况 ， 
En + Èn? + атр = 0 
1.38. y’ =ayg? + bx 3”; | 
阿 贝 耳 方 程 ,同时 也 是 1.52 型 的 方程 。 
假设 у=я- tE), £= nz, 则 化 为 第 一 部 分 4.1 节 | 
中 指出 的 那 种 类 型 


n =a ++ b. 


1.39. g'=asg° + ay’ + a,g + a, 
阿 贝 耳 方 程 的 特殊 情况 (第 一 部 分 4.10 市 ) ,第 一 部 
分 4.1 六 中 指出 的 方法 可 用 于 此 方程 
1.40. 5’-- Зау? + баху? =0, 
阿 贝 耳 方程 (第 一 部 分 ，4.10 `B), 
假设 и’ (х) = у, 则 得 到 


u” +3 аи! + 6 axu? 一 0， (1) 
如 果 把 4 取 作为 自 变量 ,由 此 可 得 | 
0" —6 ахх’ —За=0. | (2) 
将 黎 卡 提 方 程 


4'— Зах? —3Заи—3С=0, 
进行 微分 ,可 以 得 到 方程 (2) ;上 述 黎 卡 提 方 程 ,经 过 变换 
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v (и) = —3 ax(u)u (u), 则 化 为 线性 方程 
u” + 9 ау(аи + С) =0; 
关于 这 个 方程 , 见 2.10,， 
1.41.5’ аху? + 6492=0; ДНУ, 
假设 nE) = zy, =la, 则 得 到 方程 1.39, 
n + any b=0, 
1.42. y =x(x+2)g`+ (x+ 3)g2?; 阿 贝 耳 方 程 。 
—— 2 
х(х +2) | 
КИ, АПЯОЖ ЕРИ =ar), 使 得 对 于 此 方程 的 
解 убх), РЯ ЖЗЛ: 
у(х) = — (хер 
(с 任意 ,但 是 天 0) , 则 得 到 方程 
t(x +2) (1) = x се, 
Вр 1.237 型 的 方程 .根据 1.237, 由 此 方程 可 以 得 到 
6.76 型 的 方程 。 这 时 ,我 们 得 到 给 定 类 型 的 方程 可 积分 
为 有 限 形 式 的 情况 ， | 
1.43. y + (Зах? + 4а?х+ Б) уз + 3xg°= 0; ШИН: и. 
假设 y=u (м), 则 得 到 | 


у= 


и" + (Зах? + 4 a2x + bju +3 хи? = 0), | 
因此 ， 如 果 把 4 Е АЛ, Р x = z (u) Др 
№" —З xx’ — (Зах? 4 a2x + b) = 0, (1) 
HH 
d 


а (Зоо ) ( /3 )= 
(2 z” 2ax\+2alx > 2 ax |=Ь, 


此 方程 对 于 括号 中 的 表达 式 是 线性 方程 。 于 是 ， 


Р —2ан 
кЗ. дах РАСЕ?" 
2. 2а 


(2) 
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_ 20’ (u) 
Зо(и)? 


| 假设 (и) = 由 此 得 到 


20" — 4 av + 6+ Сет 29“) = 0, 


然后 ， 借 助 于 变换 vlu) =n), 5 =e 得 到 


En” +257 + (СЕ+ р) 0. 


关于 这 个 方程 , 见 2.215. 
1.44. у’ + 2ах?у +2ху=0; 伯 努 利 方程 . 


у”? —-уа—ах? + Сехр 2 ж? 


‚ 1.45. у’ + 2(а2х3 —Ь2х) у? + ЗЬу? = 0: 
阿 贝 耳 方 程 ， 同 时 也 是 1.48 型 的 方程 ， 经 过 变换 
S +a? bs = 2 ağ? ах +ә= ү. 
可 将 此 方程 化 为 同类 型 的 方程 . 
| Н. Lemke, Sitzungsberichte Berlin. Math Qes 18(1920),р 
26—31. | 
1.46. у’ — ху? +3g2— х 2g—x- 22 ах “`1=0; 
| 阿 贝 耳 方 程 . 
y= 是 一 个 解 。 假设 y=*-“-+u(z), MENÁ 
努 利 方程 
и! -+ 2 x-“u— x“u5 = 0. 
1.47. у’ =а(х” —х)у+ у; BUDI H.J F. 
如 果 对 于 解 (960, НУ O) = ДМ 
REA * (t) , ШУРАВИ 21] a 
ttx" = —а(ж"— х), 


1.48. 9 = lax" + Ьх) у cg2; 阿 贝 耳 方程 


假设 7 一 on(5),5 一 ccx a= (2), ЩИ 
1.47 型 的 方程 
=Ë EENE E 


1.49, yta =” (х)у?+ба P p+ (4+1) у + 


+2(a+1)=0 
(P EIRA ы RO s ВТА ЕЕ. 
RVP’ (^)+2(х) =21(@), а= -P (x), 
则 得 到 1.39 型 的 方程 
1’ (E) =41'—81— 83, 
其 中 gs? єз 是 函数 2 (х) НУ. 
1.50, y=f(x) у +f. (х) y? + f, (x)g + fo (x); 
阿 贝 耳 方 程 (第 一 部 分 ,4.10 G). 


— oo _af+bg 
1.51, g'= (g—f) ы ё)( y LO )h+ 
9—8 / 十 s же = 
ка t gs 


f=/f(x),g=z#(z), h=h(x), ев; 阿 贝 耳 方程 (第 
一 部 分 ,4.10 节 )。 其 解 可 由 关系 式 


ура уо y— ZIE 
yfl lyel | y- ЗА 


=cexp| < | F- shd ] 
得 到 .例如 ,函数 


-a=b 


af + bg 
у=}, 5, 2158 
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是 解 ， 
М. Chini, Rendiconti Istituto Готфагао(2), 86(1903),р 
1035—1046. 


1.52. у’ = ау" + bxT=, 1.55 21, 
假设 у= «Т=ти(ж), 则 得 到 可 分 离 变 量 的 方程 


хи’ = au" + i + b, 
因而 ， 
In| | = du 
и 
аи” + +8 
n—1 


l~n 


1.53. y= т + fy + fz, 


f=f/(x), &==в(®); 1.55 型 
假设 y=u(x)f (аг +5), ПЕ] 
(ав +b)u’ = (ип—аи+1) =’; 


Јат += ів th, 
1.54. у’ =а" ЕТЫ 

f=f(*), Е=Б(%); 1.55 型 
假设 у= их), 则 得 到 


и’ =а(и" + 1) =”, 


а8 = т ит № 


因而 ， 
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1.55. у =/(х)у”-+ g(x)y + h(x). 
如 果 在 适当 选择 常数 а, В 时 有 


ее] 
印 如 有 
三 
是 线性 方程 


z — gz=«&h 


的 解 ， 则 原 方程 的 解 可 由 等 式 
е 
得 到 ， 其 中 由 关系 式 


du Л\-- 
== +с= (+) hdx 


йж. 5 й=0 时 , 此 方程 化 为 伯 努 利 方程 (第 一 部 分 4.5 
15). 


M Chini, Rendiconti Istituto Lombardo (2), 57 (1924), 
р 498 DARLA; 58(1925), р. 242 以 及 以 后 . 
1.56. у У (х) у“ + g (x) 9°=0. | 
当 а] 时 ,经 过 变换 u(x)= °" 则 得 到 
а+р— 9 
и + (а—1)ғи? + (a—1)gu "1 = 0, 
L Conte. Во епо Unione Mat Italiana 11 (1932), р. 
216—219. 
1.57. у= уу. 


2 
у=0, x=sign x. 了 ,以 及 当 此 曲线 沿 着 x 铀 平行 
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移动 时 所 得 到 的 曲线 ， 和 
由 这 些 曲线 的 某 些 部 分 组 ， 
成 的 可 微 曲 线 都 是 解 (图 
28) ， 此 方程 是 通过 某 一 
点 (这 里 是 通过 x* 轴 上 的 
每 一 点 ) 有 许多 条 积分 曲 
线 的 具有 连续 右 端的 方程 
的 实例 ， | 
1.58. у^=аү y + bx; | 图 28 
方程 1.52 的 特殊 情况 ， 
1.59. y’=ay g2+ 1 + b, а-20. 


R< у + / 1 是 一 个 解 经 过 变 
换 y=tgu(x), 则 化 为 方程 


(Wi arb) 
ua 
cosu а Бсоѕи ° 


当 | a 二 181 时, 由 此 得 到 


аж=С+1а| 1+ Ят“ | 一 
COSU | 
_ Е: In |7 4сови + y b2— а? sin u 
y 22-— а? | а + D cos и ? 
941 а|2>|2 8, ШЙ 
4 si b 2— 六 2 si 
az=C-+1n| і эпи | —— arcsin V а2— ти 
cosu | y a2— }2 а ББ соз и 


其 中 取 上 面 的 符号 还 是 取 下 面 的 符号 ， 应 取决 于 
(a+ Ё соз и) (a cos u+ b) >0 还 是 <0, 
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Щщ b= 时 ， 则 有 


и л 
аж =іп!ї =+) 
| є( 5 "2 
Ira Freeman. Bulletin Amerie. Math. Soe. 31(1925), p 
425—429. 


1.60. y'= ут ‚ 可 分 离 变 量 的 方程 。 
э |} <1, |>|<1 时 ,其 解 可 由 关系 式 


arcsiny= + агсѕіпх +C 
得 到 (或 者 ,由 关系 式 
yy 这 大 луг =c 
也 能 得 到 同样 的 结果 ) , mal] >l, y> 时 , 其 解 则 
可 由 关系 式 
y+ V x2—1 =C (x +Vx2—1) 
4391; УК, у= 61 也 是 解 。 也 可 参阅 1.448. 


иу 1 ,可 分 离 变 量 的 方程 ， 


z |#|<1, la 时 ,其 解 可 由 关系 式 
arcsiny+ уу 1— y? =C +arcsinz +x y1—x? 
得 到 ,而 当 |*| >L, Ly] >L 87, Wa H 
УИ x2—1 —In|y+ V x2—1 |= 
=C+[zxy z2—1 —In|xz+ y 21 |] 


вы +С. 


得 到 . 

8 一 X ү x2— g2 
хуү x2— yt x° 
假设 у==хи( ж), 则 得 到 全 微分 方程 
1 

— 2 


1.62. у’ = 


коё) (аа 
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所 以 
T Ge +1) 十 агсяпи + C=0 


和 
y= x sin | C 一 L(a + y?) |. 
+ л "= L +y’ 
1.63. y Ty+ (1+ у) уз 
可 分 离 变量 的 方程 


2 1 + 
И l+* 2 +y’) ] 1+ у? чу=С. 


1.64. y'= II + фут с). 
64. g Elax Бх с) 1.71 型 . 


根据 第 一 部 分 4.1 节 ， 可 以 解 此 方程 通 解 具有 下 
Е. | | 
(a—C)2(x2+ y?) + 2(a2—C2)x y + 
+25(а—С) (х + y)+b?—4 cC =0, 


002 + 1)!⁄2 
1.65. 9 = (кри 1.71 Ж, 


通 解 为 ， 
yA (a +y) +2Сху(х+ уу С у) 4C=0 


1.66. y'= + (1—ау) |12, 
66 y + [х(1—х) (1—ах) [72 1.71 型 


假设 y= tn (8), x = E? 则 得 到 
[I —12) (1— a2) ] 12 
(1-52) (1— ag?) |1725 
ИП 1.68 型 的 方程 。 通 解 具有 下 列 形式 ， 
а) Aay) 10201 ж) (1—4) = 
=С(аху— 1), 


т = 
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V1—y 
ут 


U 


1.67. y = +——— 方程 1.68 的 特殊 情况 ， 


. sin lemn y F sinlemnx =C, 
关于 这 些 函 数 , 见 VVhittaker 和 Watson, p.524. 


р t4 Бу? + 1) 1/2 р ы: 
1.88. у =+ РИ рү Jr 1.7] 的 特殊 情况 . 


其 解 可 由 关系 式 
(ах2у2—1)2-=2 C(x? у?) (ах? у®-- 1) + 
+ 45Сх? уз С х2 — угуз 
或 者 (等 价 地 ) HH 
х(ау%ъ by2+ 1)/2T у(ам%-„ bx2 + 1)!##—= С(ах? у? — 1) 
1.69. y =v XY ,X= Saux’. Y= >b,g'. 


т = (| 


可 用 第 一 部 分 4.1 节 的 方 革 求解。 关于 这 里 直到 的 
积分 的 计算 , М, 1.72. 


4 
1.70. 7 = + / X. X= ax, Y= УЬ. BL1.69. 


Y= 7=0 


71. „'= +үї, Хе УЛ аы, ив. 


и =) 


第 一 部 分 4 1 省 中 讨论 过 的 类 型， 关于 应 用 第 一 部 
分 4.1 的 方法 时 所 遇 到 的 积分 的 计算 , 见 1.72. 如果 
b,=a,(v=0,1,-- +, 4), 则 通 解 为 ， 

(VY УХ )2= (y—x)?[a,(y + 2)2+ a; (y+ x) +С]; 
KE НХЛ. 
(УГ уу Хх)? = 
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=(у—х)?[Сх?у?-„ ах у(х + у) + 4а0(м + у)? ]. 
1.72. ук (x, V X): R; (g, У У), 
是 两 个 变量 的 有 理 函 数 ， їй Х,Ү 是 不 高 于 四 
кюз 


Х 一 a ,了 = Shy’, 
y= v= 
这 是 第 一 部 分 4.1 节 那 种 类 型 的 可 分 离 变量 的 方程 ， 
如 果 蒜 或 了 的 次 数 高 于 二 次 , 则 其 解 将 导致 嵩 贺 积分 . 

[RF М Фихтенгольц, Курс дифференниального и ин- 

тегрального исчисления, т E (ИЖ: Г М. ЧЕ РУКА, 

- 微 积 分 学 教程 ， 高 等 教育 出 版 社 ， 1954. #1); Whittaker 和 

Watson, 关于 求 这 些 积分 的 数值 , 见 Янке, Эмде 和 JIEm. 一 一 - 俄 
译本 编者 注 , | 


У? д у ‚ y= ус , 
1 .73. 9 一 Ё руз 7 a,x ` — а,9 ә 
. y=ñn 


П с 是 多 项 式 X 的 单 根 ,并 且 


2 一 - 
X =аз(х-—0)(х2+2 рх +q), B=- TT 


那么 经 过 变换 X =a (ra), РҮ =аз(у-а)%р 


则 可 化 为 方程 
7 _ 1° + 8 
qF= 0 нтв: 


论 右 端 取 什 么 符号 ,其 解 均 满 足 方程 

(Ent Ey + ny) =A4(Eny + В) (Š ++), 
ну. 

进一步 计算 (未 加 证 明 ) 可 以 得 知 ， 原 微分 方程 的 解 
满足 关系 式 


Su 
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ХҮС= | аул ус+ 可 aa(z2 十 хс+ ус} + 


Таити] 
其 中 с 是 任意 和 常数, 并且 
C= та". 
=0 
1.74. g'=f(x) [g—g(x)]V (g—a) (g—b). 
经 过 变换 м (*) = 地 二 5, 则 化 为 黎 卡 提 方程 


| w= +-fla—g—m(b— а), 
1.75. џ'—е-У + e*=0. 
假设 u(x) == e>, ЕЯ] 
y=In[1 + Cexp( — e*) 1, 
1.76. g”=acosg +- b, a0; u] zy És T УЕ. 


dy 
f a cos y +b =х+6, 
其 中 的 积分 可 以 借助 于 变换 
соз АРТ sin y = 21 
ат ПУСК" 


来 计算 ， 例 如 ,如 果 52 а?, 149 
arctgf y е ctg 之 ) 十 Sy a=, 


1.77. у’ —соѕ(ау + bx), a0, 
假设 и(х) =ау+ 6х , 则 得 到 方程 1.76 


| и’ = a cos u + Ё, 
1.78. џ’ + аѕіп (ау + Вх) +b=0 
由 给 定 的 方程 可 以 得 到 
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ау + Вх 十 arcsin 


这 是 拉 格 朗 日 - 达 兰 贝尔 方程 (第 一 部 分 , 4.1958). М 
而 ， 我 们 得 到 原 方 程 的 解法 。 显 然 ， 当 取 任 何其 他 函数 
来 代 蕉 正弦 函数 时 ,也 有 类 似 的 结果 . 


D Mitrinovitch, Publications math. Belgrade 4(1935), р 
150. 


1.76. у’ + (х) совау + (х) ѕіпау -А(х) =0. 
В и (2) =tg 坟 22, 则 得 到 黎 卡 提 方 程 


Ри + (8 Ри? +2 ви+ (В+ f) =0. 


D Mitrinovitch, Publications math Belgrade, 401935), р. 


149—152. 
1.80. у’ +fsing+ (I1—f')cosg=f' +1, f= /(*), 


假设 < (x) =te% 则 得 到 


一 Ё=и(и— Р), 
Е о(х) =и— 了, 由 此 得 到 伯 努 利 方程 
w/v(v+ f), 
1.81. y +2 tgy tgx=1, 


例如 ,函数 y= retke (4 为 整数 ) 满足 此 方 


Р. Rix 1(5) =tgy, $= 二 tgx, 则 得 到 
(#2 +1)n = (12+ 1) 94—21), 
关于 这 个 方程 ， 见 1.151. 
1.82. 4’ =а(1+ tg?y) + tgythx. 
此 方程 积分 曲线 的 性 状 相 当 复杂 ， 在 下 列 文章 中 曾 研 究 过 
В Gambier, Enseignement math 28 (1929), р 245 1 H 
Milloux, {п} Е, 29 (1930), p 86—112. 
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1.90. 


‚ y = 


ух bf (ху) ху? 
. 20у! 30? —4ау=ь-+ ce 22, 


. y’ = tg (xy). 


其 解 满 足 方程 
А р -wa 
fe 2 соѕ (хг) 41—Се? , 
0 
P Hendlé, Intermédiaire math 25 (1918), p 45 以 及 其 后 . 


y’ =f (ax + by) . 
假设 u(x) =ax 十 py， 则 得 到 可 分 离 变量 的 方程 
ш=а+ bf(u) | 


a Ь 
и уа-1„1-5{[ > + #—\ 
“了 二 J 7 а b /° 


假设 ао ЕГ ЭШЛЕ ЖЫЛУ 
ш е м). 


у— xf (x? +ау?) 
х+ауў (х2 1 ау?) 


у ај(х%у) + сх" y’ 


见 1.366. 


5 JAA 1.367. 


黎 朱 提 方程 ， 见 1.43(2)。 
ху' + V а? —х?= 0; 
RH ORK) D IE. М 1.492. 


2. y2 
y= F [217 二 dx 一 


xy + у=хвїпх; 线性 方程 。 


sinx cos + С 


s 353 = 


р x 
1.91. жи -Y> ТТТ 


; 线性 方程 . 
y=Cx+xinllin|zx||. 
1.92. xy 一 y 二 X'sinx， 线 性 方程 


y=x(C— cosx), 


; 线性 方程 。 
у= Са +x зіа 1а Паја. 
1.94, ху’ тау + bx" 一 0; 线 性 方程 。 
x<0 的 情况 可 以 归结 为 *>0 的 情况 . 当 ОН, 


xcos т 1х | | 


1.93. ху -y= тар 


则 有 


= Cx an 当 аёт 时 ， 
Cx-2—bx-“]mzx 36 4 一 一 时 ， 
1.95. ху'+у?°+х%=0; РУ. 
假设 w(x) = 二 y(x)u(x)， 则 得 到 线性 方程 
xu?” -- и’ хи=0; 
关于 这 个 方程 ， 见 2.162(9). 


1.96. xy’—y:+1=0; Текке, 
1— Cy 
У= СА = 和 4 一 一 1. 
1.97. ху'+ау%?—у+Ьх?=0, 第 一 部 分 4.6 рса) 的 类 型 
假设 y= 二 x*u(x)， 则 得 到 可 分 离 变 量 的 方程 
и’ = — аи? -— b, 
1.98. ху’ ау? Ьу + сх? 一 0 ЕР. 
假设 у= 105), =x, 则 得 到 方程 1 ,97 
Ь (51) —]) + an? + с62 = 0. 
1.99. ху’- ау? Ьу = сх?, 


经 过 变换 у=51(8), £= x, ШЕН Же Tk ХВ ER 
的 黎 上 让 提 方 程 (第 一 部 分 ,4.8 28) 
m+ =s, ДН w= 人 一 2. 


.100. ху’ ху? +а=0; 方程 1.24 的 特殊 情况 ， 
„101. ху’ 十 xy? 一 y= 二 0; 伯 努 利 方程 ， 


2х 
y=0 和 Ут с. 


.102. ху‘ + ху —у—ах=0. 
№, 1.201. 设 а=уја[, 
24 а>0 hf, у=ах 和 
y 一 axth( 寺 cx2+C ) 
都 是 解 ， 当 а<0 №, 则 有 
y=exctg[ + ez2 + C ). 
.103. ху — xy — (2 х°+1)у—х%=0; RRETA. 
根据 第 一 部 4.9 证 ,如 果 借 助 于 变换 u'(x)=-—uy 
将 此 方程 化 为 线性 方程 ， 则 得 到 方程 2.128 
хи! — (2X2+1)u + х3и=0, 
由 此 


= C x + C,(x3 + 2 x 
и=е? (CI+ Csx2), p= 一 


.104，xy аху? т2у+6х=0; RREN Fë, 
MRR =u), MRA 
u’ + аи? + b— 0, 
因而 


e 360 + 


[ ' 


—— 


ший 


„106. ху’ + ху? + 


特别 是 ,如 果 5 二 一 4, 则 有 
u= +1, th(ax—C), cth(ax—C). 


.105. ху’ +аху? +Бу+сх+4=0; -REJ E. 


假设 7 (5) =1(5) y (x), &=ах, ДИЗ Z PE 77 É 
2.120 


выр (8+4 }п=о, 


一 S g+ =0; КЛ. 


1 а 1 ча 
y=x” ° [с -5 x ”|. 


„107. ху’ + ах" у? +Бу=схе. 


ink ba, 经 过 变换 y=x- nE), E=, ШУ 
程 的 解 则 可 唯一 地 转变 为 特殊 的 黎 卡 提 方 程 ( 第 一 部 分 
4.825) 


的 解 ， 原 方程 也 称 为 黎 卡 提 方 程 的 罗 森 型 ， 


Watson, р 91. 


.108. xz 一 921nx 十 9 一 0 伯 努 利 方程 。 


J I шл+ сх. 
y 


.109，xy’ 一 y (2ylnx 一 1) 一 0， 伯 努 利 方程 。 


1 —2(1-+шх)=Са. 
y 


.110. xy +f(xz) (g2—x2) -у=0 # ЕЕ. 


TA = +x 是 解 。 所 以 ， 根 据 第 一 部 分 4.9 节 ， 
可 以 得 到 所 有 的 解 。 
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1.111. xg” + g+ 3хау 0; ANEHE, 
根据 刘 维 尔 的 BE ә (В. Liouville. Acta Май. 27 
(1903),p.60)， 此 方程 可 用 积分 法 求解 . 
1.112. xg'=V 8 +x +y; 方程 1.113 的 特殊 情况 . 
У+У y2+ x2=Cx2 
1.113. xg'+aV у?+х?—у=0; 齐 次 方程 。 
y= “sh Í al g), 
r Е | C ох? 
特别 是 , 如 果 а=1, ДЖ y=-+— 
1.114. xg'—xV g2+ x2—g=0. 
第 一 部 分 4.6 (а) ЕН ЕН ЖЕ, 
У+У у? +52 =Схе*, CE0, 
1.115. xg'—x(g—x)V g2—x2—wg=0. 
假设 у= хи(х), ПЕ 
и! = |x|(u—1)V 2—1, 


假设 “= 由 此 得 到 


v = + x(1— cos v); 


cos > ° 


因而 


1 1 1 
gi Stegger go, 
НП 
ба 
(2—Cy= 4 


(x2—C)2+ 4 x(x2—C) 
суа Hc. 


最 后 ， 
y 


1.116. xg'-— xY (g2— x2) (g2— 4x2) —g=:0. 
В у= хи(х), ШАФ ll 


—— M ma 
ы 
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1 К du 
zte CT 
关于 积分 的 计算 , 见 1.72, 
1.117. xy =xexp% +y + x; 齐 次 方程 


假设 wu (2) = у, ШЕЯ] 


u 1 
et 十 1 ж? 
因而 
y Сх 


1.118. xg'—glng; 可 分 离 变 量 的 方程 。 
我 们 得 到 
J =n, 因而 у==ехр-+=, 
1.119. xy’—y(lnxy—1)=0. 
Б у(х) = ху, ШИА 
хи! == ти, РН YY 一 ec 


1 x \ — 
1.120. xy y( xln 7 +2) 0, 


2 
х-+1п ш =c. 
У 


М О. Gonzalez, Bol. mat. 11(1938),р. 206—209, 
1.121. КАШАДЫ 


: 则 得 到 徐 卡 提 方 程 


2 хи! + ад х?= 0), 


经 过 变换 “= 2x- 二 ,此 方程 则 化 为 方程 2.162(4) 


假设 u(x) = xtg 
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wa 


A 


ж?ъ” + xo’ 十 本 "一 0。 


.122. ху’ + (sing —3x2cosg)cosg=0. 


除 以 cos*y, 则 得 到 全 微分 方程 
xtgy—x3 =C, 


.123. хи’ = хві. уу 齐 次 方程 


4 一 2XarctgCX ‚ 


124. ху’+х сов — g+ x=0; 齐 次 方程 。 


Y „ш — 
cos г. (C 十 lnx) sin = 一 1。 


.125. ху'+хї@#-—у=0; 齐 次 方程 . 


x sin 过 一 . 


.126. ху’ =уј (ху), 


此 方程 属于 第 一 部 分 4.7 节 中 讨论 过 的 那 种 类 型 。 
过 变换 y = xiC), E=, 可 将 其 化 为 方程 
n’ = [1 +0) 1, 
由 此 得 到 


-ex f dn 
= р} 71 +f]. 


.127. ху’ =у/(х"у?). 


假设 = > ” 则 得 到 可 分 离 变量 的 方程 ， 
= bu f(u) + au, 


.128. уау в у). 


假设 ибх) =x*y, 则 得 到 可 分 离 变 量 的 方程 
| = 0100) д (u), 
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t 


mh 


шый 


„129. (x+1)y +yl(y—x)=0; Яру. 


d 
了 =Cu 一 1 +u | — 其 中 u= (x +1)e ”* 


.130. 2ху’ +у=2х°; 线性 方程 . 


=, 


.130а. 2ху'=у?+44ху—1, Жфі=у —1. 


_ iZ0(X*) + Zx) 
УР (о. 2 ЖАН, м 对 于 Z, 和 
具有 相同 的 任意 常数 ， 
L. Schwarz, Zeitschrift f. апвею. Math. Месһ. 23(1943), 
р. 125. 
关于 柱 国 数 , 见 Whittaker 和 Watson, 


„131. (2x+1)y’—4e ?+2=0. 


假设 u(x) 二 =e?, 则 得 到 线性 方程 


u’ + (2х +1)е7=4х +C, 


4 
— n. == ——y 
2% +1 2% +1 


.132. Зху’ —Зхшх-у‘—у=0; 伯 努 利 方程 。 


ху E 1%—1)=С. 


.133，x?y 十 2 一 x 一 0; 线性 方程 ， 


у=ехр--| C+ еж) аж |, 
此 微分 方程 的 意义 在 于 当 试 图 求 此 方程 在 点 x = 
0 的 邻 域 内 的 此 级 数 形式 的 解 时 ， еттк 
с увяз“. 
м ж`>0 取 小 的 值 时 ， 此 级 数 是 解 的 渐 近 展开 式 ( 见 
第 一 部 分 4.4 p). 
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= 


шей 


а | 
.134. ху’—у=хе *; 线性 方程 
| | 1 


у=е * (+C), 


.135，x22 = (х—1)у; 可 分 离 变量 的 方程 。 


. у=Схехрі., 


„136. х уику 0; 齐 次 方程 。 


я =!п|х| +C Я у=, 


‚137. ху —у?—ху=0; КБ, 


== ШС 和 у=0, 


„138. х?у’—у?—ху=х?, FRJ fE. 


此 外 ， 当 除 以 *(x? 十 >?) 时 ， 此 方程 则 变 成 全 微分 
方程 ， | 


arctg=-— ах = С, 


.139. х2 (у + g2) + ax" — (6—1) =0; PRETE. 


Bitu (4) = 二 u(x)y(*), 则 得 到 方程 2. +155, 其 中 变 
E x Хи. 


.140. х2(5/ +02) +4ху+2=0; Ба. 
2 x—2 C 
y=— 和 у= 06у 


‚ х2(9' + у?) +аху+Ь=0; R REHE. 
ВИ и’ (м) =и(х) убх), ЕКТ Е СА, 第 一 
| 部 分 ,22.3 i) | | 


x?u” рахи + Ви=0. 


„142. х?(у’— 5?) 一 ax2 +ах+2=0;, ЕЛЕ. | 


Б а(х) =лу—1, ИЗ JH Я J Eš 
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хи! — (ах +З)и=и?. 
1.143. х?(у’т ау?) =b; 
黎 卡 提 方程 ,同时 也 是 1.52 型 的 方程 
Riz ul) 一 47， 则 得 到 可 分 离 变量 的 方程 
хи! 十 az 一 2 一 有 一 0。 
因而 
пе | 2 < + С. 


1.144. х?(и’-+ ау?) + Ьх° -с= 0: RREH. 
Riz ulr) = ху +4, } H 44? + A+c=0, 
则 得 到 1.99 型 的 方程 
хи! + аы? — (2а4 + 1l)u + bx“ = 0, 
1.145. x2g” + ag3—ax2g2= 0; М ДЕ. УЕ. 


假设 u (z) = 一 +ax, 则 得 到 1.36 型 的 方程 


ds + х%-— ——®? == (), 
du a 


1.148.х29’ + ху? +ag2=0; y Ë 1.169 的 特殊 情况 ， 
1.147.x2y + ах?у% + bu2=0; 阿 贝 耳 方 程 ， 


1 3 
假设 зоо = рр, =], А 1.145 


型 的 方程 
8277 一 03 一 二 2772 
1.148. (х2+ Dy + ху—1=0: 线性 方程 , 
Уу 1 = O+In (х+ух 1), 
1.149. (х? + Dy + ху=х(х?+ 1); 线性 方程 
х? +1 n С 
3 V x2+1 ° 


— 
— 
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жд 


[ 5 


[ 


k 


mesh 


wat 


ный 


.150. (х?+1)у'+2ху=29х?; 线性 方程 。 


_ 2 х%+С 
ИШЕТ, 


‚151. (х2+1)5' + (g2+ D (2xg—1)=0; AN H-H IE. 


Е ВЗР у= а(х)и(х) +2(х) И, "ДЕЯ 
ЕЕ 3, 6; W ФО, ЛИН и 的 项 。 为 此 ,这 
里 需要 假充 | 

х у= (x? Ти xš, 


于 是 得 到 形 如 1.185 的 方程 ,其 中 变量 7 & Л Щи, 


.152. (x2-+ 1)g'-— xsinycosy— x(x:- 1)cos2g=0. 


假设 w(x) =шу, ШЕ] 1.149, Нл Е у 换 为 恋 
В и, 


.153. (x2—1)g'—xg+a=0 线性 方程 。 


у==а®+ Су |х?%—1]. 


„154. (х?—1)у' 十 2xz 一 cosx 一 0; 


线性 方程， 同时 也 是 全 微分 方程 。 


(x?—1)y— sin х=С. 


.155. (x? 一 1)y +22 —2ху +1=0; R REJE. 


此 方程 可 以 写 为 下 列 形式 ， 
(02-1) 20 (уа) + Су—*)%=0, 


这 是 对 于 4 二 92 一 * 的 可 分 离 变 量 的 方程 。 于 是 得 到 


1 _1, |z—1 
y—x 2 |5%+] 


.156. (x2—1)g'—g(g—x)=0; 伯 努 利 方程 。 


1 _— 
— = x | С 2... 
> yV]x2—11, 
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„157. (x2 一 1)2 +a(g2—2 xg +1) =0; МК 


2a—1 а—1 


ДИ 


а а {єў 
(%2—1)u' + (a—1)G2— 2 xu+ 1) == 0, 
如 果 a4 是 自然 数 ， 那 么 重复 应 用 上 述 变 换 ， 此 方程 
则 可 化 为 同样 形式 的 方程 ,但 是 当 a=1 BF, 即 化 为 形 如 
1.155 的 方程 。 


.158. (x? 一 1)y +axg2+ ху=0; 伯 努 利 方 程 。 


= 一 上 +C y lx2—1]. 


.159. (x2—1)g'=2 xglng; 可 分 离 变量 的 方程 。 


у—ехр C(x2—1), 


.160. (x2—4)g'+ (x + 2)g2—4 g=0; 伯 努 利 方程 


1 +? 


5 Z (C+In|x+21). 


.161. (х?—5 в аху ву х0, 线性 方程 。 


此 外 , 乘 以 * 一 2, 此 方程 则 化 为 全 人 微分 方程 . 
12 y(x?—5 z +6) (5—2) + ^3(3 2—8) =С, 


.162. (х—а) (x—Bb)g'+g2-+ k (g +x—a) (g +x—B) =0; 


黎 卡 提 方 程 . 
п (2 -- 1)220,3JJ5 Z, (8 BJ T ДЕ fh ku (x)= Jy-+ 
¿(Jy +z), УЖИНЕ УЕ 
и’ д 
(пау (и 5) (ajb >" 
由 此 得 到 
и—а/ х—а N 
(==) =C 当 4520 hf, 
l + С Hamb p. 


ua XxX—a 
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wh мА 


wh 


жый 


ЖАП Ж: 4 一 0， 则 得 到 


х —а 


Утб-— =a—b 4 azb hF, 


1 1 
二 +- = j a=b bk. 


У 
最 后 ,如 果 4= —1, 则 此 方程 是 线性 的 ， 于 是 得 到 
х — a 


у= (#—а)(®—Ь)|С+ n5 | 当 а5&0 时 ， 
у=а—х-+С(х—а)? 当 a=b НЕ. 


„163. 2х2у' —2 y?— xy +-?а?х = 0; 黎 卡 提 方 程 . 


> 一 ay/ 元 是 解 ; 根 据 第 一 部 分 4.9 节 可 以 得 到 其 余 的 
iR. 


„164. 2х?у’ 202—3 ху 十 2 ax 一 0; 黎 卡 提 方 程 . 


у =a Vw 一 也 是 解 ; 根 据 第 一 部 分 4.9 他 可 以 得 到 
其 余 的 解 


.165. x(2x—1)g -у2— (4х +1)у 4х0, 0 ау. 


y=1 龙 解 根据 第 一 部 分 4.9 市 ,由 此 得 到 
_ 2 x2 + C 
Y U ZC ` 


.166. 2х(х—1)у/ + (x—1)g2—x=0; _Й,1.176(1). 
„167. 3х?у’—7у?—Зху—х?=0; 齐 次 方程 。 


3arctgW 了 二 一 C+y 7x, 


.158. 3(x2 一 4)2 +y —xy—3=0; 歼 卡 提 方 程 。 


如 果 у= у(х) ЕНК 
34 一 6 y2—4xy—3=0 
的 解 , 则 函数 y=?(x*) 满 足 原来 的 歼 卡 提 方 程 . 


.169. (ах) 2y (ax-rb)g°+ cg2=0; |А E У. 
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_ 1 ах -+ В 
u(r) =- ах -+b 
则 化 为 方程 
и [ (ах +в) и+ах + В] =1, 
只 要 и’ 7-0, 由 线性 方程 
а (аиа) + bu + В 
可 以 得 到 此 方程 的 解 . 
1.170. ху’ 一 Jy 一 Xx4 二 0;， 方程 1 .187 的 特殊 情况 ， 
ж? 
у= — ҺСх 


1.171. x3y — 02 — ху 一 0; 伯 努 利 方程 
RA 2252 Дл, ПИН р. 


x 1 


y x | 
1.172. хзу’— ху? x2g +20—=0; ар. 
根据 第 一 部 分 4.9 节 ,如 果 借助 于 变换 y= 一 去 -将 
此 方程 化 为 线性 方程 , 则 得 到 形 如 2.14 的 方程 
жи" = 20 и, 


[Кп 


77 сах. 

1.173. ху’ — ху? — (2 х-—3)х?у+3=0; 黎 卡 提 方 程 。 
根据 第 一 部 分 4.9 节 , 如 果 借助 于 变换 у= — xs 

将 此 方程 化 为 线性 方程 , 则 得 到 形 如 2.35 的 方程 


и" —2и’—Зи-==0, 
[КИИП 


• 371 ° 


1 3 CE Coe * 
23 Cet] CeT" 


1.174. x(x? +1)y +х2у=2; 线性 方程 。 
м2 11 
1+ уып о 


u=0C e+ Ce y= 


yvy x?+1+2 n 


1.175. х(х2—П у’ (2 x?—1)y +a =0; 线性 方程 ， 
y=ax+Cxy Ix2—1|. 
1.176. x(x —1)y + (x2—1)g2—x2—0; 黎 卡 提 方 程 ， 
| 假设 у(х) =1 (2), # = x* 则 得 到 方程 
25(5—1)1 + (—1)x2—=0, 
根据 第 一 部 分 4.9 节 , 经 过 变换 


uë) =ехр fÆ dë 
可 将 此 方程 化 为 超 几 何方 程 ( 见 2.260) 
&(&—1)и” + (2—1) —2и=0, 
ТАЛИЈА О ра 3⁄ — DL НАК Ж, DL Whittaker- 


Watson, p. 534. 
1.177. x2(x<—1)g'—g2—x(x—2)g=0; 伯 努 利 方程 。 


x2 
Ст: 


1.178. 2х (х2—1)у’-+2(х2—1) 02 — (3х2—5) у 十 x2 一 3 一 0; 


Z REJE. | 
y 王 1 是 解 。 根据 第 一 部 分 4.9 节 可 以 得 到 其 余 的 
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179. 3х(х?—1)у/ + ху? — (х2 +1)y—3x=0; 
歼 卡 提 方 程 。 
、 1 3 
假设 УС ЕЕ, Еа 2, 则 得 到 方程 1.168, 其 
中 变量 x, у, fa 22 5, 1. 
也 可 参阅 Е Pascal, Rendiconti Istituto Lombardo (2), 36 
(1903),p 329 以 及 以 后 . 


.180. (ах? + bx + с) (ху 一 9) —g2 + х2=0; 黎 卡 提 方 程 . 


例如 , 函数 у= Бл 是 解 。 经 过 变换 yS rua), т] 
将 此 方程 化 为 可 分 离 变量 的 方程 。 由 此 得 到 


У | dx 
m. y+ x | = С +2 | ах? ох {с ° 


181. x(g’ +g?) +а=0, 4520, RRITE. 


假设 (х) = **?y, 则 得 到 
х?и! + и? — 9 хи а=0, 
借助 于 变换 о (х) 二 x 一 *， 由 此 得 到 可 分 离 变量 的 方程 
х?! 0? + а= 0, 


如 果 а =022>0, ДІН 43] 


_ 工 2 „{е ) 
y= t «(5 +€ J, 


.182。x(x3 一 1)27 一 2 ху =0, 黎 卡 提 方 程 . 


y=x2 是 解 。 根 据 第 一 部 分 4.9 节 可 以 得 到 其 余 的 
解 . 


.183. (2х*—х)у'—2(х%9—1)у=0; 可 分 离 变量 的 方程 。 


(2 х%—1)уу%-—=Сх%, 


.184. (ах?+Ьх+с)?(у' у) T A=0 RR EDE. 


假设 и(х) =ехр/у4х, 则 得 到 形 如 2.396 的 线 性 方 
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(ax2-4 bx + с)?и" + Аи = 0) 


1.185. x'g +202 + уз+5 х%у?=0; ШАҢ 
经 过 变换 u(x)= y 1, ШИ 
Xuu = 5 Зи + 2(%2+1), 
然后 ,经 过 变换 vola) = =5S5u- 1, 可 化 为 线性 方程 
хр 
dv 2041) 一 
1.186. x“g'-Fg2— (mn—1)x" lg + х2" =0; 


ЗЕ S ke ЖЕ. 
y=x"n-ltg(C—Imx) 
1.187. x"g'—ag2-+ Бх?” 2 


卡 提 方程 ， 同 时 也 是 方程 1.189 的 特殊 情况 


у= y Zxr iu(a), 
| A 


其 中 w(x*) 由 下 列 等 式 来 确定 


— du п—1 
У ab шх = ee" H rh а= 
1. 188. х? y 


~—ay + bx"; 


< 
z, 


阿 贝 耳 方 程 ， 同 时 也 是 方程 1.189 AMRI 
1 189 xro- Опр! — ау” 上 p< Cn tl 


方程 1.53 的 特殊 情况 .可 以 得 到 


b 


其 中 出 下列 等 式 来 确定 
du ala | 
[всу в, ая 
. 374 ° 


_ т+Ъ1 >. 
Ь а‘ 


.190. V xz 一 9 一 土 认 殉 一 和 J 1.850. 

.191. V 1—xig'= +g уу, || < ру >1, 

у= +1, 以 及 xV 532—1 +V l1—x2=('y, 

.192. уу хі а? +g- V жа? + x =0; 线性 方程 . 


y= (Y x2-Fa2 —x) In (x + ү x2 + а?) + 


СИЕ). 
. 193. xg'lnx+g=ax(IDnx--1); 线性 方程 ， 


"i 


lnx ” 


у=ах 十 


.194. ху]вх— у пх— (2 ln?x + 1) у ах 0; 

Z РЕ РЕ. 

经 过 变换 y(x) =n (5),5 二 Inx， 则 化 为 方程 1 .103， 
其 中 变量 z, у 换 为 变量 总 7 .所 以 | 

(С, Cir) у= –СПах — С, 3х + 2х), 
.195. у'ѕіпх — у2ѕіп?х + (созх —3sinx)g + 4-0; 

fe Fie y Fë. 

经 过 变换 u (a) = y sin x, 则 化 为 方程 1.17, 其 中 ЖБ 
щу ЮТ м. 
.196. у’со5х + y+ (1-- зіпх)соѕх 0; 线性 方程 ， 


1 + sin x ， . + Sin X 
一 一 一 一 小 二 十 sin x— 5 ВЯ 
cos x cosex "° 


.197. у'совх--у*—уѕіпх=0; 伯 努 利 方程 。 
y 3— Ccos3z 十 2sin3z 一 3 sin x, 
.198. џу'ѕіпхсоѕх-– у --ѕіпх = 0; ”线性 方程 ， 
у= — sin x + Сах, 

.199. у’ѕіп2х + $1120 -0. 

除 以 cos?xcos?y, 则 得 到 爹 微分 方程 ， 
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te уюх=С. 
1.200. (asin2x 十 D) у’ + agsin2x + Ах (asin2x + c) =0; 
线性 方程 。 


(asin2x + b) у= 


= С + 2-АГасоз2 х-+ 2ах sin? х -— (ра 4с)х?]. 


1.201. 2/у'+2/у?—/'у—2/°=0, =) Кара. 
如 果 />0, W| = 7 是 解 ， 因 此 ， 根 据 第 一 部 分 
4.9 节 可 以 解 此 方程 。 经 过 变换 


u(x) =ехр| у(х) ах 


可 化 为 方程 2.79, 其 中 变量 у 换 为 变量 и, ЗЕН a= 
b= — 1, 
1.202. f (x)g” + g(x)tgg + h(x) = 0, 
经 过 变换 xz) 王 ty， 则 化 为 阿 册 耳 方程 ( 见 第 一 
部 分 4.10 节 ) 
ғи! + gu? + ћи? + gu + h=0. 
Н Lemke, Publications math. Belgrabe 4(1935), р 201— 
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1.203. уу’ +у-+ х%=<{; №М6.74(6). 
1.204. уу’ + ау + x=0. 


А | , 2] 2 а 2y + ax С 

ni y“ + axy+ x te уе ^» 
4—а v4 

当 ia|<2 kt, 

(x+ yepi =C 当 a= +2 1, 


Cil y—axj“=C:]y—px|f 4 |a] >21, 
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1. 1 一 
其 中 {1C + C2] >0, а, В= — +V а2— 4, 


Ц + bx” = 0, 


= Ре 


1.205. yy’ +ay+ а — 
如 果 等 式 


其 中 7y(Y) 定 此 方程 的 解 ,将 上 定义 为 * 的 国 数 , 因而 也 


就 将 * 定义 为 上 的 国 数 , 则 有 
x’ (t) = = x€), 
sE 6 定 的 微分 方程 得 到 


ж” аз! + 


1 1 +bxm=0, 
关于 这 个 方程 见 6.26; “a=, =, 也 可 参阅 
6.100(2) 。 

1.206. уу’+ау+Ье"=2а; 见 6.76(4). 

1.207. уу’ + 9? + 4х(х +1) = 0; AZAA. 

经 过 变换 u(x) = x°, 则 化 为 线性 方程 
и + 2и=—8 (+ 1), 
因此 ， 
2-4 №2 =(Се 2 
1.208. уу’ +ag2—bcos(x + с) =0; 
AERAR RART у? 的 线性 方程 


y2=——L2a cos (z +с) + sin (x + c) |+ 


т 
+Сехр(—2ах). 

1.209. уу’==У ау? +5; 可 分 离 变量 的 方程 . 
经 过 变换 u(x*) = у, 则 化 为 容易 求解 的 方程 
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h 


w 


тый 


+ 
тий 


и = +2ү аи+ , 


.210. уу’ + xg2— 4х = 0. 


经 过 变换 a (x) = yy?, 则 化 为 线性 方程 
и + 2 xu = 8 x, 


因此 ， | 
у%:=4-Се-*, 


и — х 
.211. yy =хехр( Š), 
如 果 将 у 取 作 为 自 变 量 ,并 且 假 设 *= > (2), 


到 可 分 离 变 量 的 方程 


ye uu’ =1—и2е* 
大 | 而 
la| y| = = 人 一 1 一 = du + C, 


.212. gUg'+f(g2+ x2)g(x) хо. 


[l tu (x) == y2 2, 则 得 到 可 分 离 变量 的 方程 
u + 2 f(u) € (z) ==0. 


„213. (g + 1)g” =g + x; 


第 一 部 分 4.6 节 (c) 中 讨论 过 的 那 种 类 型 . 


.214. (у+х—Зу’—у-+2х+3=0; 


第 一 部 分 4.6 O ИЧНДЕ ЖЕ Ж, 
ln[ (3y —5)?+2(3x+2)?]+ 
3y—5 


+ y 2 arctg — — 
(3x+2)V 2 


.215. (g+ 2х—2) у’ -- g+ x+1=0; 


第 一 部 分 4.6 节 (c 中 讨论 过 的 那 种 类 型 。 


ща ху + у#—2х—3у+--}+ 


3 
+2Y 3 F arctg TERTE y 3 =C, 
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则 得 


1.216. (y—2x+1)y +y+x=0: 
第 一 部 分 4.6 (сои, 


ty 


х + 
== Cexp( 2 уз 3 arcte УЗ 3 2). 


1.217. (g—x2)g'=x. 
如 果 将 у 取 作 为 自 变量 , MAF u) =x f F ik 
性 方程 
| и’ + 2и-==2у, 
因此 


za 一 3 一 于 十 Ce 2， 


1.218. (у — х?) у’ +4ху=0. 
经 过 变换 у= 2и (х), 则 化 为 可 分 离 变 量 的 方程 
x (u—1)u’ + 2и(и-+ 1) =0, 
由 此 方程 得 到 
(у + x2)2—=C, 
1.219. [g +g (x)]g' =f. (х) у? А (х) у +fo(x); 
见 阿 贝 耳 方程 (第 一 部 分 4.11 T). 
1.220. 20у'-- ху? —х°— 0. 
假设 и(х) = у?, 则 得 到 线性 方程 
и! — xu = xš 
1.221. (25 +x+ у’ — (2g +x—1) = 0; 
第 一 部 分 4.6 市 (c) 中 讨论 过 的 那 种 类 型 , 
21Bn|6y +3x —1| =3(x— y) +С, 
1.222. (2 g+ x+)” -g -+2x + 4== 0; | 
见 第 一 部 分 4.61 (с). 
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У+2 0 
х +3 。 


а | х2-{ у? + 6х + Ay + 13| +arctg 


1.223. (2у—х)у’—у—2х=0; 齐 次 方程 。 
у%—ху—х%=бС, 
1.224. (2у—6х)у’—у+3х+2=0; 
第 一 部 分 4.6 池 (c 中 讨论 过 的 那 种 类 型 。 
41а |5 у— 155 +2|=10y—5x +C, 
1.225. (40у 2х +3) у’ 一 2 一 x 一 了 一 0; 
第 一 部 分 4.6 市 (c) 中 讨论 过 的 那 种 类 型 ， 
8y +t 4x +5=Cexp(4x—8y— 4), 
1.226. (4g—2x—3)g' +2g—x—1=0. 
АП у RA — у, 则 与 1.225 相同 。 
1.227. (49—3х—5) у’ 一 3 了 3 十 7x 十 2 一 0; 
第 一 部 分 4.6 节 (c) 中 讨论 过 的 那 种 类 型 , 同时 也 是 
全 微分 方程 
4у*—6бху- 7х2 —10у-+4х=С. 
1.228. (49 +11x—11)y’ —25y— 8x + 62—0; 
第 一 部 分 4.6 市 (c) 中 讨论 过 的 那 种 类 型 . 
(y—4x—2)°=C(2y-+ x—5). 
1.229. (12у—5х—8)у/—5у+2х-+3=0; 
第 一 部 分 4.6 车 (c) 中 讨论 过 的 屠 种 类 型 . 
(зЗуУ—5—1)(2›—*—2)=С, 
1.230. ауу’ + Ьу? + /(х) =0. 
Rik u (x) = x2, 则 得 到 线性 方程 
аи! + 9bu + 2 f (x)=-0, 
1.231. (ау +bx--c)g' +ау + Вх+у==0; 
见 第 一 部 分 4.635 (с), 
1.232. хуу’ +y? + x=; 齐 次 方程 。 
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(2.52 x2)x2=C, 

1.233. хуу’ — у? +-ахсоѕх— №. 

假设 и (z) =yy, 则 得 到 线性 方程 

хи! —2и + 2ax’ cos x =0, 
因此 
у= x2(C —2asim x), 

1.234. хуу’ — у? + xy + х3—2х2=0;М 6.172(3). 
1.235. (xy+a)y’ + bg=0, 250. 

如 果 将 y 取 作为 目 变 量 , 则 得 到 线性 方程 


dx СД а 
dy ъ= Ъу' 


因此 
_ 2. a rl 2 
№ == = (6-е Чу). 
1.236. x(g + 4)g' — 02 —2у—2х=0. 
此 方程 属于 第 一 部 分 4.6 节 (e) 中 讨论 过 的 那 种 类 
型 ,其 中 a=1, f=4, g=2=+2, h= НО 
(y—x)1=Cx(2y— +4). 
1.237. x(g + а)у’ -Бу+сх==0. 
将 y 取 作为 自 变 量 , 并且 假 设 
и(у) = (by + cx)", 
则 得 到 阿 贝 耳 方 程 ( 第 一 部 分 4.10 $) 
и +by(y+a)uš— (y + a—b)u2—0. 
经 过 变换 уба) =--aëy (Еу, хто, 可 将 此 方程 
代为 下 列 形式 ， 
б" +(1+22)у +75" =0. 
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关于 这 个 方程 , 见 6.76. 
1.238. [х(у--х) taly = g(g + x) +6. 
此 方程 属于 第 一 部 分 4.6 节 (e) 中 讨论 过 的 那 种 类 
Җи, Жүр «с=2,/=а, 8 一 和 1 一生 +1. 也 可 按 如 下 途径 求 
и(х) +о(х) =x, Žuvo) =y), 


则 得 到 
(a + bp)uu’ u! 


— 


(а 4 Б)и2 на? v’ 
ПЛ 
(а + Буи? + a= Cr? 
1.239. (xg-— х2) у’ +у? —3ху-- 2х? — ё), 
RA 2х, 则 得 到 全 微分 方程 ,由 此 得 到 
х2у2 — 2х3 у — жхї==С, 
1.240. 2 xyy —у?+ах=0; ZAID FE. 
假设 (м) = 加, 则 得 到 线性 方程 . 
у? аля =Cx&, 
1.241. 2 хуу’ — у? тах? =Q. 
假设 исх) = м2, 则 得 到 线性 方程 
хи! —u + ax2=0, 
[КЇТЇП 
У?--ах?%=Сж®, 
1.242. 2 хуу’ + 2921+1=0. 
假设 и(х) 一 22 则 得 到 线性 方程 
жи’ +2и+1=0, 
内 | 而 
(2 у? + 1x2 =C, 
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1.243. x(2ytx—1)g —y(y+2x+1)=0., 
ДЕЛ (ху) 7413, 则 得 到 全 微分 方程 ,由 此 得 到 
(у—®-+1)%=Сх+у, 
f 原 方程 还 具有 (7 一 % 二 1) 一 作为 积分 因子 ,， 同 1.244 相 比 较 . 
D. Mitrinovitch, Universitet и Beogradu. Publikacije ele- 
ktrotehnickog faculteta, ser. mat. i Jaz. 27 (1959), р 1—4. 
-一 - 俄 译本 编者 注 .] 
1.244. х(ду—х—1)у' +y(2x—y—1)=0. 
Ж ГА (уУ+ +1) 1, 则 得 到 全 微分 方程 ,由 此 得 到 
(y+x+1)°= CX; 
此 外 ,y=0 也 是 解 . 
1.245. (2 ху 4 хз) у’ + 9? -- 12 x2g = 0. 
可 将 此 方程 写 为 下 列 形 式 : 
(4 x3 y) + (252) = 0, 
因而 
4 x3y + x у? = С, 
1.246. х(Зу+2х)у’ -+ 3(g 上 x)°=0. 
SEL, *, 则 得 到 全 微分 方程 ， 
6 zw2y2-+ 8 x3y + 3 ^*=С. 
1.247. (3х+2) (0—2 х1) у = 5? -xy +T x2+ 9 x +3, 
经 过 变换 ии, y=v(u) —--, MAFRA 
程 | 
3 и(0— 2 и)о! = 92 —ишо-7и, 
由 此 得 到 
(4 十 9 十 1)2272 一 72 一 4) =С(3х--2), 
原 方程 也 可 以 写 为 下 列 形式 ， 


. ` x + 
у'=шъ2+1, 其 中 w= 一 于 


y—2x—1 
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НЕ — 827 4.6 节 (c) 中 讨论 过 的 那 种 类 型 的 方程 。 
1.248. (6 ху+х2 +3) у +3 у? +2 ху+2 х— 0. 


全 微分 方程 ， 
ЗУ уз у+^?=С, 
1.249. (axy + 5х”) у’ + ауз-+ Ву? =0. 


假设 иба) = 则 得 到 伯 努 利 方程 


1.250. Вху + Ах? +ax+ bg + с) у’ = 
= (By?+ Axy +ax+ Bg +y); 雅 可 比方 程 . 
如 果 с=у=0, 则 为 第 一 部 分 4.6 5 (e) 中 讨论 过 的 


类 型 , 其 中 e=1,f=a+ b=, g=a+ 82 ,h= 4 ++ B=. 
如 果 条 件 с=у=0 不 成 立 , 则 选择 形 如 


х=&+р, у=1+9 
ПОН, ДИДЕ АЕ. У, ЕТЕ А, 使 得 等 式 


—, A В 

c 2 二 4 b —0 

y а В+А 
成 立 ,并 且 由 方程 


4р + Bg —AÀ= 0, (а+А)р + bq +c=0,ep + (8 + 2)q L y=0 
在 一 般 情况 下 ,在 给 定 微分 方程 的 解 当 中 ,总 古 至 少 
有 一 个 线性 函数 ， 所 以 在 任何 情 襄 下 最 好 是 求 形 如 
у=ух +s 的 解 。 
给 定 的 方程 也 可 以 写 为 下 列 形式 : 
(ху — y) (азх + ёзу + сз) — у’ (a,x 十 By 十 ci) 十 
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十 aoX 十 Doy 十 co 一 0. 
此 方程 参数 形式 的 解 ， 可 以 由 下 列 常 系数 线 性 方程 组 的 
解 得 到 ， 
x, (t) =a,% +b, X% +C, %3 (v=1,2,3) 

《关于 这 个 方程 组 , 见 第 一 部 分 13.1 节 ) ,只 要 假设 
х; Xa 
Tyg 7=>.. 
[关于 雅 可 比方 程 , 详 见 下 列 著作 ，CrenaHoe; Матвеев; San- 
俄 译本 编者 注 .] 
1.251. (x2y—1)y + ху? —1=0; 

全 微分 方程 。 

х2у2—2(5 + у) 一 人 C。 

1.252. (<2g—1)g”— (xg°—1) =0. 

如 果 假 设 zt(z)= у(х), ҢАР: Н Е, 而 

将 * 取 作为 未 知 国 数 , 则 得 到 伯 努 利 方程 


x” 十 


sone, 


ШОШ. 
1 


С Тлтрах!еПо, 4111 Ассай. Гатееі(6),19(1934), р.387 以 
及 以 后 . 
[如 果 注 意 到 表达 式 
(ху — 1)ay— (ку —1)а% 
АЖ (х у, ШЕНАУ 655 РН. 


D.Mitrinovitch, Universitet u Beogradu Publikacije elektrote- 
hnickog fakulteta, ser. mat. i іг. 27 (1959), р.1—4. R 
译本 编者 注 .] 
1.253. (x:y—1) y + 8(ху?—1) 一 0 
方程 1.265 的 特殊 情况 . 
1.254. x(xy—2)y txy + ху?--2 g =0. 
假设 ии) = 二 *y， 则 得 到 
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d ү} 1 1 _ 
(аг) i= 
因而 | 
y му 


.255. х(ху—З)у’ + ху?—у=0. 
BRIA *y， 则 得 到 全 微分 方程 . 
ху — шх уз =С, 
.256. x2(g—1)g' + (x—1)g =0; 
可 分 离 变 量 的 方程 
у=Схе у. 
‚257. х(ху + х* —1)9' =у(ху—х*--1), 


у? 


(х y—1)expÍ ху + ЭХ? )= 


С. 


S. Sispánov, Bo/. mat. 11(1938),р. 200—206. 

.258. 2 хуу” + у? 一 2 хз х?. 

假设 и(ж) = yx? 则 得 到 可 分 离 变 量 的 方程 
xu + и-=0, Еу и Се. 


і 


.259. 2 хуу’ у?= x?e w. 
假设 4 (х) = x2, 则 得 到 线性 方程 1.134， 其 中 变量 
y 换 为 变量 и, 
.260. (2 ху + х) у’ 一 x283+2x82 二 2 一 0。 
ERLA хуз, П |алуу. 


1 4 


.281. (2 x2g-- х) у 一 2 ху?-—-у-= 0. 
此 方程 可 以 写 为 下 列 形 式 ， 
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d x | (ху)! 
-Tx || = х? у? * 
因此 得 到 
| i (у 
2m. Z| 4 ху =C 和 у=0. 


1.262. (2 x2g —xš)g'-+g°—4 ху? +2х=0; 齐 次 方程 。 
C ,(y— 2 x)2%2+ С,(у2— 92) =0, 
Жєн |С,| + |C,| >0. 
1.263. 2 x3yy +3 х?у?+1=0; 全 微分 方程 。 
ЖЗ 92 十 7 区 一 ( 
1.264. 2 х(хзу+1)у’ + (3 ху—Пу=0; 
方程 1.328 ПЕНЬ, 
ЗАТ y 1 +7 x Зуз=С. 
1.265. (х""+0у 1) +2 (п+1)2х”-! (x"g2—1)=0; 
见 6.102(4) 
1.266. (у—х) V x2+1 у’ =ау (у?+1)3, 


` ”区 十 tgu P 
假设 у= — as ШЕНЕ 
du | 
н + arctg% + | =C, 


1.267. gg'sin2x + g2cosxsinx=1. 

假设 u (x) = у%, 则 得 到 线性 方程 

2 x+ O 
ИП у= д. 
1.268. f(x)yy += (х) у? А(х) = 0. 


假设 u(x) = у?, 则 得 到 线性 方程 
fu’+22ut2h=0. 


j 2 
u + ucte x = ——- 
2 5 sim2x ° 


1.269. [г;(х)у+гь(х)]у' = Jf, у’ 


名 一 全 
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见 第 一 部 分 4.11 节 . 
1.270. (у?—х)у' —g + x? =Q; 
全 微分 方程 
+ 28-3 x y=C, 
1.271. (02+ х?) у’ +2 x(g +2 x) =0; 
多 微分 方程 和 齐 次 方程 . 
у +4 x3+ 3 х?у=С. 
1.272. (g2+ х?) у’ — у? 0; Fh E. 


-去 arctg => == 
1.273. (у? + x2+a)g'+2 xg = 0; 
全 微分 方程 。. 
| у +3 x2y+ 3 ay=CO, 
1.274. (g2+ х? +а)у' +2 xg + х? + b=0; 
全 微分 方程 . 
yš+ x3+ 3(z=2y+ay+ bx)=C. 
1.275. (g2— x2-- x)g'—g=0. 
ERLA х? + 2, ， 则 得 到 全 微分 方程 。 


y + arctg-—= С. 


1.276. (g2—x2)g'-+2 xg = 0; RKA. 
y=C(x2+ 57). 

1.277. (g2+ xt)g'—4 xg = 0. 

假设 у= и? (м), ИНК. НИЖЕ 

у? — 4 =Су М у=0. 

1.278. (02 +4 зіпх) у’ —соѕх, 

WRR y ЕАН ZE, КЛИН и(у) = sin z, | 

得 到 线性 方程 
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In у + 


и’ — 4u = у?, 


由 此 得 到 


2 
sin x —Cety 2 3 1 
4 8 32° 


1.279. (у?+29у-+ x)” + (g + x)?g?2+ g(g + 1) = 0. 


ВЫ u(x) = — у 


7 一 , 则 得 到 w 二 ,因而 


y+l=y(y+x)(“%“ +C). 
1.280. (y+ х) 20у = 
假设 u(x) = у + x, RA 
у+С 
а 


у = ав 


1.281. (02-2 ху — х?) у’ Fy +2 хух? =0; 齐 次 方程 。 
ух =С(у?+ж?), | 
1.282. (g+3 x—1)2g”'—(2g—1)(4g+6 x—3) =0. 
如 果 假设 y=2(w) + жи + > ЖШ БИРУ 
数 项 消失 ;于 是 ,得 到 齐 次 方程 
(2 十 3z)27 =4v(2v+3u), 
由 此 
5 
новь 让 


1.283.3 (g2—x2)g' +2 0—8 х(х+1) у —3 e" = 0, 
Б u(x) = y5—3 22у, 则 得 到 线性 方程 _ 
и’ + 2и= Зе*, 
由 此 | | 
(у3— 3 х? yje —е3*—=С. 
1.284. (402+ х?) у’ = ху; 齐 次 方程 。 
假设 у= хи(ж) , ME 
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1 1 / 1 _ — x? `x ` 
(ера) 0 niy =+. 


1.285. (4g2+2 ху +3 XY +U2+6 xg +? x2—U0U; 
全 微分 方程 和 齐 次 方程 . | 
4 УЗ +3 ху 9 ^?у-2 43 =С, 
1.286. (2 y—3 x+1)2g”'— (3 g—2 x—4)2= 0; 
第 一 部 分 4.6 节 (c) 中 讨论 过 的 那 种 类 型 。 
(y—4x--6)°P(4 y—x—9)5=C(5 y—5 5—3), 
1.287. (207—4 x + 1)2g'— (g —2 x)2= 0; 
第 一 部 分 4.6 节 (c) 中 讨论 过 的 那 种 类 型 。 
7x—28 y+2]n|7(2 x—y)2—8(2x— у) +2| + 
145—7 у-4-и2 
латуу 2l 
1.288. (6 02 —Зху + Ру’ 一 3 ху? + х? = 0; 
全 微分 方程 。 
12 3—9 х2у2 +6 у+2^3=С. 
1.289. (6 g—x)2g'—6 у +2 xg + a= 0. 
此 方程 可 以 写 为 下 列 形式 ， 


C 


+ Зула 


106 ух)? +53 +18 ax ]— 0; 
因而 | 
(6 7 一 %)3 十 %Y8 十 18 ax =O, 
1.290. (ау? +2 bxy + сх?) у’ + Ьу? + 2 сху + іх? =0; 
全 微分 方程 和 齐 次 方程 。 
ау? 41-3 2х у? +3 сх?у+ф 4х3 =С. 
1.291. [b (By + ах)? — 8 (bg +ax)] у +a (Ву тах)? 一 
—a (by тах) =0, ар – Баз), 850, 


. 390. 


у= — 7% ЖЖ. 假设 y= — 57% tuca), 则 得 到 线 
性 方程 
В(ав— bayu? $Z (ай — Бах == 58и Ьиз, 


1.292. (ay -+ bx + c)2g' + (@g + Вх+у):=0; 
见 第 一 部 分 4.6 ЗН (c). 
1.293. х(у?—3х)у’ +2y:—5xy=0. 
除 以 *?7y16, 则 得 到 全 微分 方程 ， 
13 725 у-15 5 0726 yml О 
1.294. x(g? + x2—a)g'—g(g2+ x2 +a) :-0, 
Е u (z) = ауур (ж у ==, И 
(1+2 2)” = auw; 
SINI 
3-х + &= Cx y, 
1.295. x(g2+ xg — х?) у’ —gš° + ху? + x2g = 0. 
除 以 x2y2, ИУ E. 


1.296. x(g? +x°y + x2)g'=2 у? +2 x2g2— xt, 
. ` | 
y=— ЖЖ, В (= +E B. 将 4 取 


作为 自 变量 , 则 得 到 伯 努 利 方程 
ах x н 1 
аи Зы + (ви) ^0. 


1.297. 2 x(g"+5 х?)у' +y — х?у = 0: r E. 
s , 
х1 yS=C(3x2 + y), 
1.298. 3 xy’y +y:—2 x =0. 
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假设 u(x) = уз, 则 得 到 线性 方程 
С 
жи’ +u=2x, 因而 у%=® +, 


1.299. (3 xy? 一 Xx?)y + у3—2 xy 二 0; 全 微分 方程 ， 
YX—X2 y=C, 
1.300. 6 xz +2 у°+х=0. 
{К u (x) = уЗ, 则 得 到 线性 方程 
2xu'--2u+x=0, 4 ху? + z2 = O. 
1.301. (6 ху? + x2)g'—g(38g2:—x)=0. 
除 以 “7y， 则 得 到 全 微分 方程 
3 y2+ хјаху=Сж, 
1.302. (x2g2+ x)g'+g=0, 
除 以 х2у?, 则 得 到 全 微分 方程 。 
x у? —1 =Сху. 
1.303. (xz 一 1)2x8 + (x2g2 + 1)g = 0. 
Б &(®)= у, 则 得 到 可 分 离 变量 的 方程 ,由 此 求 


у*=Сехр( xy -去 ). 


1.304. (10 ху? + xy +2 x)g'-+5 x2g + ху? —Зу-=0. 
这 是 形 如 М, (xey) у’ ув: (xey) =0 的 方程 . 
所 以 ， 根据 第 一 部 分 4.13 W, 给 定 的 方程 具有 积分 因子 
Мо 
*у(&ү— h) 5ху(х?у?+1)* 
因此 ,得 到 | 
41а(5?у2 +1) + атс (ху) +2 шу—3 тшх=С. 
1.305. (5—3 x)g'—3g+x2=0; 全 微分 方程 ， 
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3 у—36 xy + 4 х%=С, 
1.306. (g°—x5)g'—x2g=0D; тк. 
(y3 —2 x?) =C, 
1.307. (y? х? + а) уу’ + (g2+ x2—a)x=0. 
全 人 微分 方程 .此 外 ,还 可 以 利用 变换 u(x) = у?, 
其 解 由 下 列 公式 给 
(х2 + у2)2— 2 а(х? — у?) =C, 
REM SC D|) J 206 BJ 25 Е, 
1.308. 2 g°g'+ ху? —х3=0; 齐 次 方程 
RA х2 + у?, ШЕ 001570 РА, 
(22+ у2)2(2 у2— ж?) = С, 
1.309. (2 g+ у) у’ 一 2 x3— х=0. 
全 微分 方程 ,同时 也 是 可 分 离 变量 的 方程 。 
Уж x2-+ C, 
1.310. (2g°+5x?g)g'+5 ху? + х%=0; 
全 微分 方程 和 齐 次 方程 
2 yt+ 10 42 у 1 =C, 
1.311. (200° —3 ху? +6 х?у +33) у’ 一 
— y’ +6 ху? + 9 x?g +4 х? 0; 
全 微分 方程 。 
5 多 一 43 十 3XY2372 十 3%37 十 %4 一 人 C。 


2 2 \ — 
1.312. (Z-Z) gy + х) +2 Uy —х) =й, 
Rix u(r) = 22,005) = у(х), ПИЗ Я] 
a+b 


t-ap G 600) 03 
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_ [_а+%, n. 2) | 
а 1=C exp —— 2 (У). 


1.313. (2а0° +3 аху? Бх? cx2)g' 一 
— ауз су? + 3 bx2g + 2 bx =0. 
ау? Нм +сху=С(х + у). 
1.314. хузу’ 二 9 一 xsin х=0; 伯 努 利 方程 . 
yt=( 48 38 jsin х 一 (4 一 下 十 和 9 jeosx +. 


я x: 
1.315. (2 xg°'—x*4i)g'—g*+ 2 ху = 0. 
Д х2у2, 则 得 到 全 微分 方程 ,由 此 求 得 
у%+4-х%-=Сху 和 у=0. 
1.316. (2 хузЗ+у)у’ +92 0°? —4=0. 
将 y 取 作为 自 变量 , 则 得 到 线性 方程 


ах y’ y | 
-T —— X = — —— 
Чу yi—3 2(у?—2)* 
因此 
| 2 
2%y?—4x+1=C exp( -2-). 


1.317. (2 xg°`-L- xg + x2)g'+ g2— xg = 0. 
除 以 x 地, 则 得 到 全 微分 方程 ， 


у In | x y| —5;=с. 


1.318. (3 ху? —4ху+у)9’ +9? (4—2) =0. 
RA 1+ 22, ИМЕ ЕЕ. 
х2у6 — 2 х2уі +2 ху —4 ху? + у =C, 
1.319. (7 хуз +у--5 х) у’ 十 2 一 5 一 0. 
RA 只 一 5， 则 得 到 全 微分 方程 ， 
10 ху(—5)2 +2 外 一 25 уѓ= С, 
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рал 


[ 


ww 


ший 


.320. (ху? + ху) = 1. 


WRR y PERA EERE х, WAIS FA 
程 ， 


因此 


1 ， 1 
= =2— у? + С expf 1). 


.321. (2 x2813 + x2g2— 2 x)g”=2 g+. 


将 у 取 作 为 自 变量 , 则 得 到 伯 努 利 方 程 ， 
(2 y+ ру y+1)—2 x, 
因此 


2 у — 2 y-+ In| 2 y+ 1| =С— 8 


х (2 y+1) ° 


.322. (10х?уз—3Зиу?—2)у’ +6 ху‘ + x=0; 全 微分 方程 . 


5 х%у%—2 у +02—4 у=С. 


.323. (axg + с) ху’ + (6х + с)у =0. 


двс, 


. 324. (2 x3g°— x)” +2 x°g°— y = 0. 


除 以 *sys, 则 得 到 全 微分 方程 


1 
4(®+ y) +з = C 


„325. g(g3—2 x°)g'+ (2 у%—х%ух=0; 齐 次 方程 ， 


经 过 变换 у= 4(*), 则 化 为 可 分 离 变 量 的 方程 ,由 
此 得 到 | 
taj g| =—_Ш]и—1| + 
(и +1) 4и , 
+ rat 
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右 疾 的 积分 可 以 借助 于 变换 v=u + 二 米 计 算 ; EET 


2 _— 2ъ+1 
—— 3 arctg 一 一 。 
7 УЗ 


РГ 
1.326. g[(ag +bx)3+ bx5]g” + x[ (ag + bx)° +agš] =0. 
ЕЕ (ау + bx)’, 则 得 到 全 微分 方程 。 
(ау +b)? (x? + y2—C) + му? 一 0。 
1.327. (xyt+ 2 x2g5+ 2 g+ x)” +g`+ gp=0. 
ВД (х23—1)°, 则 得 到 全 微分 方程 。 
у%#+ху=С(®у%-—-1), 
1.328. ах?у”у’ —? ху'+у=0. 
将 2 取 作 为 自 变 量 ， 则 得 到 伯 努 利 方程 


а "")= 2 
«(с T+ y?, 
1.329. y”x”(axy’ + Бу) + axy’ + Ву=0,} Н а8—Ра-0. 
假设 


A= 


тв—па тЬ— па 


а8-—- Ба? ара?’ 
则 可 得 知 , 24 #>>0 和 У>0 BF, u(x) = уа? Я (z) = 
у°х# їй ЖЕ КУ УЖЕ: 
Аб’ + 08—10 — 0, 
由 此 得 到 


иА vE 
Л ХЕ С. 


1.330. [«(у+х)?°+1]у' +а(у+х)?=0. 
(b+1)y+a(y+ х) =C 当 2 天 一 1 时， 
y+alniy+x| =C 当 b= —1 Bf. 

1.330а. [f(x +g) + Пу’ +f (x! g) =0. 
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У+Е(а+ у) =, 其 中 Ри) = уи) аи, 


р q 
1.331. y S foy = Y lg,(x)g'., 
v=0 


У =) 


此 方程 的 分 析 ， 见 P Appell, Journ. de Math. (4), 5 
(1889), р 361—423. 


1.332. (уху —1) ху’ — (уху + 190: 
此 方程 可 以 写 为 下 列 形式 : 


由 此 得 到 


. 1.333. (хх) ХР + xg2—g=0. 
除 以 (xy) 了 ， 则 得 到 全 微分 方程 . 
6(жууЖ—2 (хуу +310972) =O, 

1.334. (уу +x +Dy +1=0. 

2 一 一 和 和 >+2Vy+x =C. 

1.335. /g?—1g' = Vx2—1; W 1.61. 

1.336. (Уу? +1 +ах) у’ + ух? +1 +ау=0. 
此 微分 方程 可 以 写 为 下 列 形式 ， 

V yty + (аку) +Vx2+1=0. 
逐 项 积分 , 则 得 到 


s 397 = 


УИ + 1+10(у+ УЕ + 2axzy+xVx2+ l k 
+ln(x + V <2+ 1) =C., 
1.337. (Vg2+ х? +х)у’=у; УК. 
假设 sh u(x) = 则 得 到 可 分 离 变量 的 方程 


(sign ux + cth w)u’ = 


内 而 


Arsh 


x 
— —C 
ЕД А 


1.338. [y Vu2+ х? + (02 —- х?) sin а — 2 ху cos а] у’ + 


+ хуу? х? +29 ху sin а + (у?-- х?) cos а= 0. 
Б x =r (t) cost, y =r (t) sins, 则 由 比方 程 得 到 
[ cos (t +e) +1]r/=—rsin (Ее), 
因而 | 
r=C[1 + cos t +a)], 
或 者 


С(х? + у?) = ү у? 4 42 — х соза y sin z, 


1.339. [ху x+y + ]—g(x2+ у?2)] у’ — 
—gV x2+ g2 + 1 — х(х y?) = 0 


ВД (22+ у?) Уж? + у? +1, ИНН y; E. 
Их? -- у? 4+ 1 + атс (х/у) = С. 

х т-а 
гї 

"t= (х ат у?, 2 =: (х ауга y. 


这 是 相应 十 库伦 (Coulomb) 定律 的 电力 线 的 方程 


е! 


п) и 5-6) 0 


ха 
ке» 


1.240. Ге,” 


RA ?, 则 得 到 全 微分 方程 。 其 通 解 具 有 下 列 形式 : 


х +а х—а 
+ е, 
r, 7 2 


=C. 


Ei 


1.341. (xey-+ e“)y’ + е’+уе*=0; 全 微分 方程 。 
xey+ уе“—=С. 
1.342. х(3е* +2e™) (xy у) +1=0. 
除 以 *, 则 得 到 


- 1 
(3 е7 +2 e77) (ху)’+--=0, 


因而 
З esy— 2 e xy-+ 1п|х| =C. 
1.343. (ln g+ x)g”=1. 
将 > 取 作 为 自 变量 , 则 得 到 线性 方程 


d x 
d у 


—x=ln у, 
因而 
x= ey[ C 十 fam y Чу). 


1.344. ((пу+2х—1)у'=2у. 
除 以 52, 则 得 到 全 微分 方程 
2+ ш у=СУ. 
1.345. x(2 ху Ing +1)g”=2 g. 
将 ?> 取 作 为 自 变 量 , 则 得 到 伯 努 利 方程 
ах | 
2 -了 太一 2 АЗ ln y + X; 


2 y+ x2y2(2]n y—1)=Cx2. 
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у=ах 十 . 


In x y 
1.347. y'(1+sh x)sh y +ch x(chg—1)=0; 全 徽 分 方程 
(sh + 1)cb y—sh х=С, 

1.348. (x ch y +sh х)у’ +y ch x+sh g =0; 全 微分 方程 . 


ysh x+x sh y=C, 


1.349. ху’ ch 十 2xsh 和 一 g ch 和 一 0 齐 次 方程 
令 хи(х) = у, 则 得 到 


u’ cthu= — 2, 


因而 
x2sh% =C. 
X 


1.350. y’ cos y— cos x sin?y— sin 9—0. 
假设 u(x*) = sin у, ПИН 31483 Jy E 


2 。 _ 
u’ —u? cos ж —u=0; —— cos x + sin x =Ce*, 
sin y 


1.351. y cos y + x sin y cos?y —sin?y =0. 
假设 ulr) = tg у, НИЗ ВИН Я УЕ 


и’ + ми— из = 0, 


因此 
ctg2y = e" [C -2 f ех ). 
1.352. у (соѕ у 一 sinawsin х)соѕ у + 


+ (cos х —–ѕіп а ѕіп у) соѕ x=0; 


全 微分 方程 . 
2(У+х) + sin2 y+ sin2%—4 sinasin y sin x =C 


š 
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Еи. п, Уа х Й, 
1.353. ху’ cos у +sin у – 0; 全 微分 方程 。 
хэт у= 6С. 
1.354. (х sin y—1)y’ + cos у=0. 
将 > 取 作 为 自 变量 , 则 得 到 线性 方程 


їх 
dy 


cos y 


+x sin y =1, НХ = sin y + C cos у, 


1.355. (x cos у + cos x)g'—g sin x--sin =; 
全 微分 方程 。 | 


x sin у + у cos Ж =С. | 
1.356. (x? cos у +2 у sin x)y +2 x sin y +y? созх--0; 
全 微分 方程 
д? sin y у? яп x =C, | 
1.357. ху’ ln х- $11 у + cos g (1 —х cos g) =0. 
假设 “<(*) = cos y, 则 得 到 伯 努 利 方程 


xu’ шхи(хи— |) =0, 


假设 o(a) = 二 , 则 由 此 得 到 线性 方程 


xv їп x 十 2 一 4， 
由 此 方程 求 得 
(х +C) соѕ y=ln x, 
1.358. у’ sin y cos х + cos y sin x=0; 
可 分 离 变 量 的 方程. 
| cos x cos У=С. 
1.359. 3 y’ sin x sin у +65 cos x cos? у=0; 
可 分 离 变量 的 方程 。 
1 


10 
соу ~ С — 3710 sar, 
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1.360. у’ cos? ау 一 
=Ь(1—ссоз ag) V cos? ag — (1 ссозау)?. 
假设 u(x) = (cos ay)" 一 一 c， 则 得 到 
w= арии суу агаг тот]. 
此 方程 的 解 可 以 通过 椭圆 函数 来 表示 , 关于 这 些 解 的 研究 ， 
见 W Müller, Zeitschrift f. angew. Math. Mech. 10 (1930), 
р 241 以 及 以 后 . 


/ 


х __ х \ x 
1.360a. (сов*®_+- а )g” = у cos? 5 —y + a +1) їр о 


J _ Š _— l ни: ри 
假设 yE) = = 227 则 得 到 线性 方程 
x 


(ač +1) 十 了 一 5 
` =} 
п= +e (a+, 
1.361. [xsinxy + cos (x+y) —sing]g” + 
+ ysinxy + cos(x- у) + cosx =0; 

全 微分 方程 ， 

соз Ху — sin (x + у) — cos y — sin x =C, 
1.362. (x2gsinxg—4 х)у’ + ху?ѕіпху — g = 0, 

Е ибх) = xy, 则 得 到 = 


а 3 
— iy — `. 
75 ( cos u + пи?) = => 


因此 


cos xy + ах y! =C,. 
1.363. (ху’—и) cos? Z+ х=0; 齐 次 方程 ， 
假设 чих) = у, 则 得 到 
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1 
и’со$2и = — ——, 
x 


因而 


sin 2-2 4 ах =C, 
x x 


1.364. ( gsin 2 хсов 2.) ху’ — 


一 ( хсов Z + ysin 9 \y= 9; 


齐 次 方程 . 


2 
х y cos = =C 


1.385. [yf(r)—xly +g +xf(r) =0, Ж ү r= <x2+ y2, 
ба» = затоці — C. 
1.366. f(x? ау?) (ауу’ х) =у—ху’. 
假设 а(х) хау (х) =. ШИЯ ВРЕ 
量 的 方程 


ИС 


эра ди ， 


== fz du, 


1.367. /(x°g) (bxg'—a)= x“g°(xg'+ су). 
Бу и(х) =y, o(x)=*x°y, Ш [нуу Б 变 
量 的 方程 


因此 


一 225 дар _ о! 
u a+c и! =y a+ >C 


(о) ° 


368—517. Т y 的 二 次 微分 方程 


1.368. у’? -Tag + bx? = 0. 
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为 了 解 此 方程 ,将 其 改写 为 下 列 形式 ， 
y = ey + Вэ, 
并 对 这 个 方程 采用 第 一 部 分 4.15 i (а) 的 方法 .这 时 ,得 
到 方程 
dx _ 2 at 
dt 1—02 Вх * 
这 个 方程 是 齐 次 的 ,其 解 可 以 由 初等 函数 来 表示 . 解 出 这 
个 方程 以 后 ,我 们 便 得 到 原 方程 的 参数 形式 的 解 ， 
1.369. у’?- #2 =а?. - 
由 此 方程 解 出 У’, МИНИН 4 uj E НУ Уфа. 
由 这 两 个 方程 求 出 
1—С? 
1+ С? 


у=а sin x +a зов, 
ШУНАВ y= +a, у= — asin x, 
1.369а. g2—ag2+ b, 2-20, 5520. 
由 此 方程 解 出 у", 则 得 到 两 个 可 分 离 变量 的 方程 . 
由 这 两 个 方程 得 到 下 列 解 ， 
апя a=, Ьо, MA >= 5һа(ж +C), 
АЖ a=, 6 -—G282 MA у = Всһпа(х +C), 
如 玉 a= —а?, Б =а?[2?, 则 有 у = В соѕа(х +С), 
1.370. у’? + у? =? (х). | 
此 方程 可 以 化 为 阿 贝 耳 方 程 。 假 设 x= Jf эти(м), 
则 得 到 1.202 型 的 方程 
fu + f'tgu= + f. 
1.371. y 2—= g — g2. 
由 此 方程 解 出 y'， 则 得 到 可 分 离 变 量 的 方程 ， 由 这 
个 方程 求 出 2 的 下 列 可 能 的 解 ， 
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0, 1: (соз гү, 
1.372. y”?’—4 yg’+ay +b=0,. 
dy 
“| т 
у= (x+ C), 其 中 儿 (x) 是 具有 不 变量 82 二 4, вз=8 
的 外 尔 斯 特 拉 斯 函数 . 
Whittaker 和 Watson, 437,491 以 及 以 后 ， 
1.373. g+ a2g2(In2g —1) =0. 
假设 u (x) = In y, 则 得 到 可 分 离 变 量 的 方程 
и’ = а? (1--и2), 
因此 
y=expsine(x +С), БАЖ y=e 和 y=—-. 


1.374. 5 一 2 一 892 一 0。 
由 此 方程 解 出  ， 则 得 到 可 分 离 变 量 的 方程 ， 并 且 
1 У 52 +1+ Ут(И 2+1 у) =У(%+С). 
1.375. y? +-ау' +bx=0, 650. 
由 此 方程 解 出 x*， 并 和 且 采 用 第 一 部 分 4.15 市 的 结 
果 , 则 得 到 参数 形式 的 解 
bxX=—t—at, 52 一 C 一 二 2 一 >". 
1.376. y? -+ ау’ +Ву=0, 2520, 
由 此 方程 解 出 y ， 并 且 应 用 第 一 部 分 4.15 WAA 
果 , 则 得 到 参数 形式 的 解 
bx = —21--alt+C, ВБу=—Е— at, 
也 可 由 此 方程 解 出 y ,于 是 得 到 两 个 可 分 离 变 量 的 
方程 。 
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1.377. y? + (x -2)у’ут1=0; Я. 


4-2 
у=С(х--2) + +1 和 y=x— —. 


1.378. y + (х-а)у’—у=0; ЕЯ. 
y=C(x +а) +02 和 4у= — (zx +a), 
1.379. g2— (x r 1)g”+ g = 0. | 
由 此 方程 解 出 2”， 则 得 到 第 一 部 分 4.18 节 的 за 
多 方程 ,由 这 个 方程 得 到 
y=(`x+C(1—C) 和 э=-р(® +1)®. 
1.380. у'?+2ху' -y=0. 
ЕД Ух) y), ШОВ 1.381. 
1.381. у'?--2ху' + g = 0: 
拉 格 朗 日 达 兰 贝尔 方程 (第 一 部 分 4.19 35). 


y=0, у= 2, 以 及 参数 表达 式 


р (=! 
= 


NY = 


< 


— m æ mü ањ ú “u а s = s = ә а s = s Эш» 


< 
б+-% хх с ⁄ 
С> - HJ {=-/ | £ s= {= 2 
Ё 29 


- 40б» 


W KI 29. 
1.382. у?-+аху’ = bx2 -- с, 
由 此 方程 解 出 2 "4 a22+ 4 5>0 185, # 1 


y=C— atty Ta +48) x2+4c+ 


с — 46 — 
| 2 
УзА Ь n 人 =+ И в) 


当 a2 4 b= 0 时 ,此 方程 可 类 似 地 求解 ， 
1.383. y? +axy’ + bg +: ex2=0. 
此 方程 可 以 写 为 下 列 形式 ; 
д ‘2 уа? | 
(и) (Fee. 


如 果 2—0, 这 个 方程 不 难 求解 ， ПЯ 2560, 经 过 变换 
у= (x), 则 可 化 为 方程 


; a? а? 
(хи +2+-- = —с— Ви, 


2 
Bit 22—50 ри, 由 此 得 到 可 分 离 变量 的 方程 ， 
1.384. у”? + (ах -+Ь)у’—ау+ се =0, 140; WF J Fe, 
у= (ах +b)CO+aC1+ Ж 4ау=4с— (ах +b). 


1.385. 2 一 2 ху +-2ху=0; W, 1.404. 
1.386. y? -аху' —2ах?у=0; 广 闵 齐 次 方程 . 
假设 y= (5), Ë= x2 ШН Ёё 


/2 
y =Š” + 2-—. 


由 此 得 到 
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у=абх? +220 和 8 у=—=—аХ4, 

1.387. У (U”—g)e*=0. 
PE y= eu (z), 则 化 为 可 分 离 变 量 的 方程 
и = (2 u 1) + TVAuT1., 


1.388. у’?—2уу’—2х=0; 方程 1.390 的 特殊 情况 
由 此 方程 解 出 * ,并 且 应 用 第 一 部 分 4.15 节 (b) 的 
结果 , 则 得 到 解 的 参数 表达 式 
#2 t 1 1 — 
*= t. => + УЕ | C — z Archy # + 1 ). 
1.389. у'2— (404-1) у’ + (40 +1)g=0. 
积分 曲线 只 在 半 平面 > 一 地 内 存在 . 假设 2 e (z) 
一 42 二 1) 并且 将 所 得 方程 对 冯 求解 , 则 得 到 


у == С?е* Се” 和 y= _ 


Ba R JR УЖЕ У’; 这 时 得 到 可 分 离 变 量 的 方程 ， 
1.390. g 2+agg =bx-- c. 
对 % 微分 ,将 >》 ВИРАЗ Ek, 并 且 假 设 y (x) = 
p (5), 则 得 到 
(ay 十 2P)PP + ap2—b=0, 
由 此 得 到 线性 方程 
(ар? 一 芒 тару ар" = 0. 
с== 0 的 情况 , 见 1.405. 
1.391. y? + (ag + bx)g'” + abxg = 0. 
此 方程 可 以 写 为 下 列 形式 ， 
(у -ray)(x +ёх) =0; 
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因而 ,可 以 分 解 为 两 个 方程 . 
1.392. у?—хуу’ + у21 пау =0. 
由 此 方程 解 出 *, 并 且 应 用 第 一 部 分 4.15 市 中 指出 
的 方法 , 则 得 到 


ау=ехр(Сх— С?) 和 ау =ехр-ез?, 


1.393. y+2yy’ctgx— y=0. 
解 出 5’, 则 得 到 可 分 离 变 量 的 方程 ,由 此 方程 求 出 
y (1 = cos x) = C, 


1.394. J”2+2fgg' + ру? (g 一 户 )exp( —2 f фах \, 
f=/f(x), g==zg(z): УЕ 1.395 的 特殊 情况 ， 


y=Uexp(— f fdz ): 
这 时 | i 
арал) аки, 
=c о 当 8=/? 时 ， 
(Гута +c) эщ g< f: W. 


1.395. g”2-- 2 f(x)gg'+ g(x)g2?2+ h(x)=0. 
у(х) =10)ер(– f fda), = | EC ax 
则 得 到 


= exp (2 [ ға» )! 


s 409 。 


只 是 在 右 闪 + 还 应 通过 来 表示 . 

D Mitrinoviteh, Publications math. Belgrade 3 (1934) „р. 
172;4cad Serbe 1 (1933), р 107—117; 2 (1935), p 61— 
65. 


对 于 此 方程 的 解 >(z》， 如 果 假设 (a) <->, ҮН 
方程 得 到 


, —й + f р 
y= (Ta ) ' =) 
че Wa БУ Е ОНИ ЗЕ ЖЕ. 
就 得 到 对 于 4 ЮМ 程 ( 第 一 部 分 ,4.11 71) 


二 


(1 + РЭА = > gx. 


Т Peyovitch. Publications math Belgrade 5 (1936), p 
39—43. D $ Mitrinovitch. Є R. Paris 204 (1937), p 
1706—1708. 

也 可 参阅 1.461. 
1.396. g 2 + g(g —x)g' —xg°-= 0. 
ЖШ > ， 则 得 到 方程 
=ху И y'=- 2, 


H | 这 些 方 程 求 出 
F 2 i x +C ° 


1.397. у'?—2 х%у?у' —4 x2gš = 0. 
过 变换 ус! =1(5), Ба, ЕЖЕ 
п=& + и” 
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内 此 ， 得 到 
y=0, yxt+4=0, (Cx? + С?) у=1. 
1.398. g2—3 xg 2 g +9 gr =0. 

可 由 此 方程 解 出 x ， 然 后 利用 第 一 部 分 4.15 证 
(b) 的 结果 .但 是 ,采用 变换 y= 则 更 为 简单。 这 时 
得 到 克 菜 罗 方 程 

u= хи! — u’? 


由 此 求 出 


>= (#65 Ш ›=(=). 


1.399. 292+ (x—1)g' =u, Иа. 
У=Сх+С(2С—1) 和 8 у=—(®—1)°?, 

1.400. 2y 一 2 х2у’ +3 ху=0; 广义 齐 次 方程 。 
假设 у=^37(8), &=1 |х|, ЕАМ ulë) = 
于 Yi 一 67， 则 得 到 可 分 离 变量 的 方程 

4 ии’ - 6 и? + Зи=0, 
因此 
х3 


(3 у+С)2=2 Сх? 和 y = 


1.401. 3g”2—2 xg” +у=0, 
解 出 2% ， 则 得 到 
3 y =x V х?—3 у, 
乘 以 3 人 (fr 土 Yx2 一 32)， 则 得 到 全 微分 方程 
wx(2x2-9y) 士 2(0z2 一 3 у)? =C, 
1.402. 3 y ?+4 ху’ —у-х?--0, 
ix 3 y=x2(u2—1), ЩИ Я] 


ө 411 ° 


4(хи’ и)? =1, 
因而 


1 2 
у= — (3 +c) 十 4C2 


1.403. ау”? +Бу’—у=0. 
解 出 >， 并 且 利 用 第 一 部 分 4.15 11 tB #8 tH É 2 
法 ， 则 得 到 解 的 参数 表示 式 
ж=рае+ а +C, уай Бг, 
1.404. ау’? + Ьх?у' + сху=0; 广义 齐 次 方程 
假设 у= 3105), 5= 10 |х|, Иа 
27 + (6 а] + Буз + 9 ат +3 br, + сп 0. 
由 此 方程 解 出 9 。 以后， 采用 积分 法 便 可 得 到 解 。 
例 .. 32 — 2 xy +2 у= 0, 
(3 у 0) = 4 ҳу? A A Ov (29 —3 у). 
1.405. ay? + gg” — х=й, 
解 出 2 ,对 “微分 , 并 且 将 :=»′ 取 作为 自 变量 ， 
则 得 到 线性 方程 
4х x at 
“йт тету ‘тет O 
由 此 求 出 参数 形式 的 解 ， 


VI (C + a arcsin t) 当 [811 Hf, 
>] 

CFaarch F, 

артачак) 当 d № 


уат 
х 
y=—- dat, 
此 处 还 有 
y=+(x—a), 
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1.406. ау’? уу’ —х-0. 
解 出 >， 对 “微分 ,并 且 将 上 2 取 作 为 自 变量 ， 


则 得 到 线性 方程 
4х Е: at. 
dt це +1 0 
由 此 求 出 参数 形式 的 解 
, — 
=== tat V 2+1)]= 


=== Arsh t], y=at—— 
1.407. ху’? зу, 
МЕҢ x° , 则 得 到 可 分 离 变 量 的 方程 
y=0 Fi (у—^)*—2С (ум) +С2=0. 
1.408. х0/2—2 g + x= 0. 
解 出 >» ， 并 且 利 用 第 一 部 分 4.15 节 中 指出 的 方法 ， 
则 得 到 参数 形式 的 解 ， 


— С 2 _— 2 
"ЕР У= > +1), 


紫外 还 有 y= x, 


1.409. ху?—2у’—у=0; УЯ H АЖ. 
аа 
ШУР, У =0, у= +2. 
1.410. xg + 4 g'—2 9 = 0, 
可 以 采用 第 一 部 分 4.15 必 中 指出 的 方法 ,得 到 | 参数 
形式 的 解 : 
»=( = ) (самца +2), х= 22041. 


此 外 还 有 3 一 2x 十 4。 
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жый 


„411. xy”? + ху’ —-у-=0. 


解 出 > ， 并 且 利 用 第 一 -部 分 4.15 节 中 指出 的 方法 ， 
则 得 到 
У=0, ДМ х=СЁе', y=C(t-+ 1)e', 


.412. xy’? + чу’ +а=0, 


解 出 >》, 则 得 到 拉 格 朗 日 - 达 兰 贝尔 方程 


C a 2a 
-J 31 = —Cy t — BT 


.413. xy? + yy — х? = 0. 


假发 у= у [а [5 их), MIRET у ВИЛЕ 


хи! 一 -2u =y +14 sigux. 


.414. ху’? + чу’ + х= 0. 


假设 у = x2u(x), 则 得 到 可 分 离 变 量 的 方程 
2 хи’ = —би- Уи? —4, 
由 此 


(392+ 8) 5512 = Стб, тий e= -uty utd, 


.415. ху’? + уу’ — y=, 


解 出 x ,并 且 利用 第 一 部 分 4.15 ЩИ, 
则 得 到 
У(х— С?) =C, 


.416. xg? + (g —3 x)y’ + g = 0. 


”此 方程 既 可 看 作 齐 次 方程 ,又 可 看 作为 拉 格 妆 日 - 达 
АС, 可 以 求 得 у=0 和 y = x, 以 及 其 余 的 参数 
形式 的 解 ， 

ж =С(т+1),у =С(3:—1), 


‚417. ху’?--уу +а=0. 
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RIA у", 则 得 到 克 莱 罗 方程 
y= xx --— 
У 
由 此 
y=Cx-- 和 和 >?=4ах, 
1.418. xy” — yy’ + ag = 0, 
解 出 * ,并 且 利 用 第 一 部 分 4.15 市 中 指出 的 方法 ， 
则 得 到 ?= 王 0， 以 及 其 余 的 参数 形式 的 解 ， 
ol aye y=Cne Ë | 
1.419. xy? +2 уу’ —x=0. 
假设 у =хи(х), 则 得 到 Xu + 2 u= Буи? + 1. 然后 


经 过 变换 v(x) = и Vu2+l ,给 出 
х3(3 2 一 1)2 一 Cu3， 


内 而 
х2(х2+3 32 士 3 和 W 2 十 %22 十 C (у+ ү у? +3 =0 
或 者 ,等 价 地 ， 


x2(x2—3 y2)2—2C'y(x2—3 х2) 一 对 2 一 0 
1.420. ху/2—2 уу’ + a = 0. 40, 
解 出 у, 则 得 到 拉 格 朗 日 - 达 兰 贝尔 方程 。 其 解 可 
以 表示 为 参数 形式 


x 二 Ct 十 а —= + a 
一 з, 7—9 “о 


或 者 表示 为 下 列 形 式 ; 
16 ах%— 12 х?у?—12 Саху +8 Суз + С?а? = 0$ 
此 外 还 有 ，》= 土 2V ах. 
1.421，xy 一 2 yy 一 xX 一 0; КУ. 


• $15 ° 


积分 曲线 是 抛物 线 


y=} Cx? _ 1 


2 2С* 
1.422. ху”? 0 уу +4 x=0. 
假设 у =2 хи(х), 则 得 到 
хи" =u? — 1, 
因而 
>=Сх%+С-1 和 у= 02 х, 
1.422. xy? —?2 уу’ + 2g + х= 0. 
对 * 微分 , ТЕЗ АУАЗ z, 减 去 原 方程 , 则 
得 到 
2(®у”*—у'+4+1)у(ху'—у)==0. 
此 方程 可 以 分 解 为 两 全 方程 ， 其 中 每 一 个 都 不 难 求解 . 
于 十 得 到 
у= Cx2? 十 % 十 去 和 у=*(1+у 2), 


1.424. ху’? + аду’ 十 bx 一 0; 齐 次 方程 ， 
由 此 方程 和解 y , 并且 利 用 第 一 部 分 4.15 17 (а) +8 
出 的 方法 。 如果 256 — 1, 则 有 


___@+2 
a =Ct| (а+1) 4 b| KD, y=— (+), 


这 时 还 可 能 有 另外 一 些 解 ， 为 了 可 以 采用 上 述 方法 ， 作 
了 一 些 必 要 的 假设 ， 从 而 失去 了 这 一 些 解 ( 见 第 一 部 分 
4.14 证 )。 特 别 古 ,如 果 4== 一 2， 则 得 到 

у= Сә? + 5-Б, 34 БРО >= ху, 


当 а= —] ВЕ, 
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t? b 
x = Ct (т) у= Ж t+— ° 


1.425. (х+ Пу” — (g + x)” + g = 0. 
бен > ‚ШИЕ ЕЗШ. 于 是 求 得 
2 


С 
у=Сх тет’ 


以 及 参数 形式 的 解 : 
2—1? _í t 2 
Кр)? (27) . 


1.426. (3 x+1)}y 2—30 +2)g' + 9=0. 

ЖЕН У , 则 得 到 克 莱 罗 方程 
(у/—8)*, 
3 У’ ' 


y = y + 


甚 解 为 ， 
3Су=з C?a + (C—3) 和 和 十 4 y=12 7, 

1.427. (3 x+5)g22— (8 g + x)g' + g =0. 
解 出 >》 „ИМЕЕТЕ 3277 Pe 


#2 


5 
== № d —— 
y=xy + 
НЕХ): 
3 上 一 2 _ _ БВ 
РЕ, = (3—1)? ° 
以 及 


Dosp Š% 


1.428. аху? + (bx—ag+e)g' —bg =0. 
ЖШ y , 则 得 到 克 菜 罗 方 程 


с М 


У 
— f Д 
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其 解 为 : 


cC 
= + -CE 
FN 
_ bc x$ + ct 
TD ат b° 


1.429. аху’? — (ау +bx—a—b)y' + bg =0. 
对 于 x 微分 , 则 得 到 方程 
(2axy' —ay—bx+a+b)y”' =0, _ 
此 方程 可 以 分 解 为 两 个 方程 ,因此 ， 


С(а-+ь) 


y = (x 小 — CUE VLR бау + bz а Ьуз 4 abxy =0. 


1.430. (а›х- c.)g'2-- (ахуе) у 十 
+ ax -+ bog + co = 0; 
HU 1.479, 
1.431. xy —y* 1 g2=0. 
д >’, 则 得 到 可 分 离 变量 的 方程 。 


1 = sin ШО, 
y 


1.432. (ху’ 1-а)? —?2 ау + x° =0; 1-50, 
二 由 此 方程 解 出 y ,然后 利用 第 一 部 分 4.15 ту 
果 ， 另 一 种 方法 是 ， 经 过 变换 2 ау — 02-и? {А 
хии! —a(u— a) + x1=0 
然后 假设 u— a= xə(zx), 得 到 
(x+ ayo 十 22 十 1 一 0。 
将 v REJA RHE. ТЕ, IAH: 


х= (0? +1) з [C— ah (o + V u2+ 1) ]. 


* 


. {18 e 


1,433. 


1.434. 


1.435. 


1.436. 


1.437. 


1.438. 


1.439. 


(xy g + 2х)? ==4(ху-- x2+ a). 
В u=xy+x +a, ДМ и = +2y и. 
x28 —2хуу' —x2=0; ХЛ. 
2Cy + =? ==С 1, 
ху? —2 хуу +g(g-+1)—x=0. 
假设 >= zxu(x), 则 得 到 可 分 离 变 量 的 方程 


ху”? —2 хуу' + у? (1—х?) —х*-=0. 
假设 >= xu(2), 则 得 到 不 难 求解 的 方程 。 
у= + xsh(x +C), 
ху? — (2 xg +a)y’ + g2—0. 
此 方程 是 克 菜 罗 方 程 ， 
(XY — у)? =ау/, 
а 


y=Cz+V aC (aC>0) 和 y=- тұ. 


ху’ +3 хуу +2g*—0; УК. 
ху=С, x2y=C, 

ху" +3 хуу! +3 9? =0. 

此 方程 可 以 写 为 焉 列 形式 ， 


2 
( ху’ + >) += 0, 


所 以 它 只 有 唯一 的 解 =0, 


1.440. 


x28 +4 xgg' —5 g2=0. 
此 方程 是 可 分 解 的 方程 : 
(xX +5 У) (муУ’— У) =0; 


其 解 为 ， 
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у= С 8 和 2 一 Co2x 。 
1.441. ху? —4 х(у+2)у’ +4у(у +2) =0. 
解 出 ?”， 则 得 到 可 分 离 变 量 的 方程 。 
›={1Съ'—зС® 和 y=-2, 
1.442. ху”? + (x2g—2 ху + xy + (у?— ху) (1-х) =0. 
假设 у==ми(м), 则 得 到 可 分 解 的 方程 
(и +и) (и +1) = 0, 


因而 ,其 解 为 曲线 
У=0, у= —х%-„Сх, у= Охе“ 


以 及 可 由 这 些 曲 线 组 成 的 光 沸 曲线 ， 
1.442. x(xg”'—g)2= g. | 
ЕВ (第 一 部 分 4.203), AR Y2y = 
汉 , 几 此 得 到 参数 形式 的 解 ， 
«=Ү' = Х(5- к-с) * ; 


»=ХҮ'—Ү=( с—-- к) 2с)" 
1.444. ху’? —–у(у —2 х)у'+у? =0. 

解 出 * ， 并 且 采 用 第 一 部 分 4.15 节 中 指出 的 方法 ， 

则 得 到 

y(C—x)=C2, у=дх, y=0. 
1.445. x2g”-+ (ах?у? + b)g' +abgš=0. 

比方 程 是 可 分 解 的 方程 : 

(э'+ау%у(х?у” + b)=0; 

十 =24x+C 和 у= +C. 
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1.446. (х?+1)у'?—2хуу' 十 8 一 1 一 0。 
ДЕ у ИМЕ те УХЕ. 
(y—Cx)2=1—C2 和 52—42 =1, 
1.447. (х?—1)у'?=1, 
由 此 方程 解 出 Y. 
y= + Archy + С, 
1.448. (х?—1)у'?=у%—1; 也 可 参阅 1.60. 
X2 十 y2 一 2Cxy 十 C2 二 1 和 2 一 土 1。 
1.449. (х? --а?)у'? +2 xyy у? =0. 
此 方程 是 可 分 解 的 方程 
(ху + у +ау') (ху’+у-ёау’) =0; 
其 解 为 ; 
(x+a)y=C, 
1.450. (x2— а?) у?—2 хуу’ — х? = 0. 
解 出 x ,xF * 微分 , 并 且 假 设 p (z) = у", ШВ Я] н 
分 解 的 方程 
(wp'— р) (х?р? + ж? —а? р?) =0, 


最 后 求 得 
у= ?—@—С'), YR у#+х*%=а® (520). 


1.451. (х?-+а)у'?—2 хуу” + g2+ b=0, 
对 x 微分 , 则 得 到 可 分 解 的 方程 
Lxi а) у’—хуу" = 0; 
ВИН 
bx2+ay2+ab=0 和 у=Сх+С., 
其 中 aC? +C? + b= 0. 
1.452. (2 x2+1)g + (2+2 xg + x2 -2)g' + 2 g2-+- 1=0. 
Rix u(x) =x + y,v(%)= <“), ЕР В 
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v’? y иии! + (1— v)u? == 0), 


“内 而 
(>>) puz + 1—0= 0, 
然后 进行 微分 , 则 有 
(2 J + ии’) (ио! —и/р" ) == 0, 
由 此 最 后 得 到 


ху+С(х+ у) =С%+1, 以 及 x24 У +6 ху=4, 
1.453. (а2—1) ху? +2 хуу — у? + a2x2= 0. 
ЖЩ » ,并 且 采 用 第 一 部 分 4.15 节 中 的 方法 , 则 得 
到 参数 形式 的 解 ; 


_ 1. —— —- — 
х= С(12 +1) 2 (t+ yi?+1) и ‚у= х1 +фахулї? +i. 


1.454. ах?у'? —2 ахуу' + у? аба 1) х= 0; 125. 
此 方程 可 以 写 为 下 列 形式 ， 
a(Xy —у)? =a (a—1)x?+ (а—1) 52. 
假设 y==*u(*), 则 得 到 可 分 离 变 量 的 方程 ,由 此 方 


yty таят Сане, 其 中 a= y AL, 


д 


1.455. ху? + х?уу’ +а= 0, 
由 此 方程 解 出 > ， 并 对 x 微分 .假设 Р(х) =’, HI 
得 到 可 分 解 的 方程 
(x3p?—a)(p' x? +2 px)=0, 
最 后 得 到 
Сху= (Сх ta, E.R му?=4а, 
1.456. х(х> —1)0/2+2(1— х2) уу’ + ху? —х--0. 
假设 y -=хи(х) ‚ШШ Гар 2 s E ЕК) E 
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(ж? —1)и!2 =1-— u, 
由 此 
(y—C)2=(x=2—1)(1—C2), 
1.457. х‘у”?—ху’—у=0; 广义 齐 次 方程 
xy=C2x +C 和 4x2y=-—1, 
1.458. х?2(х?—а?)у’?=1. 
由 此 方程 解 出 x, 


ау 一 二 arccos — +C, 


1.458а. [(ах +b)? + c2]2(g”2—n?a2) + a2e2g2—=0. 


假设 
э(жу=пс УТЕРЕ), § = 2057, 
则 得 到 


(ра Eyy +1. 
解 出 7 , 则 得 到 拉 格 庆 日 - 达 兰 贝尔 方程 
па у + 1—m' . 
例如 ,此 方程 具有 解 7= 士 1， 由 此 得 到 原 方 程 的 两 
个 解 : 
у= +п УЕ, 
1.459. e 20/2 — (gf —1)2+ e 2y=0. 
对 于 x 微分 并 且 消 去 У. 假设 p(*) = у", ДИЗ Н 
分 解 的 方程 
[p+ р(р--1) 1072р -p+1)=0, 
由 此 
ey 一 Ce* 土 YY 1+C2, ДЖ e2y+ e22—1, 
1.460. (y + 1927) соз*х =a. 
y=a(cosx) 1 Е. НР ЖА У’ = yctgu | А. 
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新 函数 x(*), 则 由 给 定 的 微分 方程 得 到 
ycos2x = + asinu, 

”由 此 , 进行 微分 ,并 且 借 助 于 上 述 关系 式 消去 ЛП y”, WI 
得 到 方程 1.81, 其 中 变量 у жни, 

在 Ch Е Wilder, Amerie. Math. Monthly 38(1931),р.17— 
25， 一 文中 , 包 有 此 方程 的 运动 学 解释 ,以 及 积分 曲线 的 分 析 . Ч 
а 为 自然 数 时 的 积分 解法 , 见 本 Zbornik, Akad. Wien 166(1957), 
р 42 ARAI. 


1.461. 4y”? +2 Вуу' Су? +2 Ру’ +2 Еу -+- F'= 0; 


A= 4(х),В= В(х), 65. 
当 4=0 р, ДМ ИН 3. 
如 果 行 列 式 


A B D 
В С Е! =0, 
D Е F | 


则 给 定 的 方程 可 以 分 解 为 两 个 线性 方程 . 

(a) 如 果 40, A= B2 — ACHO, MAER DRETA 
写 为 下 列 形式 ， | 

(у +ау +в) (у +ау +8) =с (c==0), 
以 4(x) 表 示 第 一 个 括号 ， 这 时 ,如 果 4 隆 0， 对 于 给 定 的 
方程 的 每 一 个 解 , 则 有 


У taytb=h, у’ +ау +8=5-; 


因而 | 
_ 24 (b— Вул —се ‚аА + (aB— Db) ас 
2—09) o = ее. © 


第 一 个 表达 式 右 端的 导数 ， 应 当 等 于 第 二 个 表达 式 


° 424 ° 


的 右 端 。 因 此 ,得 到 对 于 送 数 1(z*) 的 阿 由 耳 方程 (第 一 
部 分 ,4.11 35) 


d 
(229) 2 = (МА? + МА+Р)А, 


如 果 解 出 此 方程 , 则 (1) 给 出 原 方 程 的 解 ， 假 设 对 于 这 个 
解 ,采用 该 方法 时 所 提出 的 条 件 成 立 。 
(b) 如 果 4560, 4 三 0， 则 给 定 的 方程 具有 下 列 形式 ， 
(4y'+B5By)2+ 44 (2 Dy: +2 Еу+Е) =0. 
假设 
| А5) =4у' + Ву, 
则 得 到 | 
41424-2 D). +a F ‚ 41В42 +2 АЕА+ВЕ 
= 5Е-ВР) © У = (АЕ-ЕВР) ’ 
以 后 同情 况 (a) 一 样 。 
D $ Mitrinovitch, Publications math. Belgrade 5(1936), 
р. 10—22; С. В. Paris 206(1938),p. 568—570. 
1.462. уу’? =1. 
由 此 方程 解 出 y% 。 最 后 得 到 
4 y3=9(% + CC}. 
1.463. уу’? =e”, 
假设 и(жу= у®, ШИ] u” = +e, ПАЗ 
4 yš=9(e*+C)2, 
1.464. уу? +2 xy —y=Q. 
假设 &(®) = у2, ШЗ Ж] та, ЖЕР уда. 
y2=2Cx +E? 
1.465. yy? +2 xg'—9 g=0; 方程 1.469 的 特殊 情况 ， 
假设 u(x) = у? 则 得 到 拉 格 朗 日 - 达 兰 贝尔 方程 (第 
一 部 分 ,4.19 li) 
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h 


1 


x 
tt = 十 一 -12 ， 


36 
由 此 求 出 参数 形式 的 解 ， 
t 1 t 12 
x =— + Ct8 2 -= — Y 一 一 
а, У = зв: 


.466. уу’? —2 ху’ +у=0. 


解 出 y ,采用 第 一 部 分 4.15 节 中 指出 的 方法 , 则 得 
“ 到 | | 
y?=20x—C? 和 у= +. 
另 - -种 方法 是 :假设 и(х) 一 “2 一 72; 则 得 到 不 难 求解 的 


方程 и? =4и, ШУК, 还 可 以 象 1.464 中 那样 来 求解 . 


‚467. gg'2—4 xy +y=0, 


解 出 x ,并 且 采 用 第 一 部 分 4.15 节 中 指出 的 方法 ， 
则 得 到 
a C t+1 
У тез 4 


或 者 ,等 价 地 ， 
129—3 x? yt + 2 Cx(38 у? —8 х?) + С*=0. 


.468. уу? —4 а?ху' + a?y=0, 40; 


方程 1.469 的 特殊 情况 . 
6 —3 а?2х? у! +6 Сах у? —16 Cx + C2—0. 


„469. уу? --аху’ + bg =0. 


出 此 方程 解 出 >, 并 且 采 用 第 一 部 分 4.15 35 Я 
出 的 方法 。 如 果 4 十 8 关 0, 则 得 到 参数 形式 的 解 . 
X24+p) = O*t2< ( z2 + b) Zato (tz + a+ Ь)а+2ь, 
(12 + b)y= —axt. 
д a + 5=0,а:>0,Д y = +x 4 也 是 解 ， 
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经 过 变换 zxz) 一 22， 则 化 为 拉 格 裔 日 - 达 兰 贝尔 方 
程 (第 一 部 分 ,4.19 节 ) 
` и’ + 2 ахи! -+ 4фби=0. 
1.470. yy? + ху’ — xy 一 0. 
采用 借助 于 微分 的 积分 法 (第 一 部 分 ,4.14 50), WI 
得 到 
yt +C =C 
1.471. уу’? —(у-х)у’—х=0. | 
此 方程 可 以 写 为 下 列 可 分 解 的 方程 的 形式 ， 
(y —1) (yy 十 YY) 一 0。 
因此 ,得 到 的 解 是 ， 半圆 2+ У? =С2( 720) 和 直线 
7 二 + 十 CC 以 及 可 以 由 这 两 种 类 型 的 曲线 的 一 些 部 分 所 
组 成 的 曲线 , | 
1.472. (y+ x)U”--2 ху’ —y =b. 
解 出 x ,并 且 采 用 第 一 部 4.15 节 中 指出 的 方法 ， 
则 得 到 y=0， 以 及 参数 形式 的 解 ， 
| x=C(—1), y=C(2t—1), 
1.473. (y—2 x)g 2—2(x—1)g'+g—2=0. 
解 出 y ,并 县 采用 第 一 部 分 4.15 节 中 指出 的 方法 ， 
旭 得 到 y==2, 以 及 参数 形式 的 解 ， 


_ 1 12 + 1 ЕК1) +1 
к= tÇ —a— y=2— а 


1.474. 2 уу’? (4х—5)у’-.29=0. 
由 此 方程 解 出 y ,并 且 采 用 第 一 部 分 4.15 š (а) 
指出 的 方法 ， 
， _ _ 5 
4 у?=(4®—5—С)С 和 у= &( = 5). 
1.475. 404/2 ху’ —у=0; 方程 1.469 的 特殊 情况 ， 
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假设 их) 一 入, 则 得 到 克 莱 罗 方程 
u= хи! +и/?, | 
由 此 得 到 
y*=0Cx +C, | 
原 方程 的 任何 解 ,都 不 对 应 于 克 菜 罗 方 程 的 解 44== — х1, 
1.476, 9 gg”2+ 4 xy —4 х2у—0. 
假设 У2==1(&), £= ж? , ИЕ D 
п= р + 
由 此 求 得 
у?==2 Сх?-+ 9 С?, " 
1.477. ayy”? + (2 x—b)g”—u=0. 
ТЕЛЕ yr) =E), E=2x—b, Е n ВИ 
自 变 量 , 并 且 假 设 上 =72(7)， 则 得 到 可 分 离 变 量 的 方程 
nu = и?-+ 4а, | 
由 此 ， 
y=C(2X%—b+aC); 
此 外 还 有 
Е2у —а y=2x—b 4 a<0 上 时， 
1.478. (ay+b) (8 十 1) 一 cc 天 0. 
对 于 每 一 个 解 ,显然 有 
ау-+ 5 
С 


0 <1. 


ау 4- b= c sin2z (1) 
这 时 得 到 
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5 cu sin2u = +4; 
因而 
с(и — sinu бов u) = ах +C, (2) 
(1) 和 (2) 给 出 参数 形式 的 解 ( 摆 线 )。 此 外 ,如 果 СА, 


则 у= —-—-+5ж 也 是 解 ,其 中 4 为 整数 . 


1.479. (Бу +а,х+с,)у'? + (ax + big + ci)9” + 
+ ах + bog + co = 0. | 
经 过 勒 让 德 变换 (第 一 部 分 4.20 市 ) , 则 将 此 方程 化 
为 线性 方程 
[A(A))+XB(X)IY—B(X)Y +C(X)=0, 
其 中 
АХ) =а,Х?+а,Х +a, В(Ху=Ь„Х?+Ь,Х + bo, 
C(X)=c,X2+c,X 十 co。 
J. Hofmann, Nova Acta Halle 110(1928); 在 这 篇 文章 中 详 
细 地 研究 了 奇 点 附近 积分 曲线 的 性 质 。 也 可 参阅 W у Dyck, 
Abhandlungen München 26(1914), Æ 10 Р 36 以 及 以 后 。 
J Weigel, Nova Acta Halle 96(1912),p. 277—343. 
1.480. (ау — х2) у'? +2 хуу’ — 9" =, 
如 果 у (х)5=0, ШАЛ х 看 作为 y НЕЁ. 
假设 * = уи(у), MR 
(Су-„х)%=4 ву, 
1.481. хуу”?+ (у? + х?) у’ +ху=0; 齐 次 方程 . 
由 此 方程 解 出 y 。 于 是 得 到 
у=0, xy=C, х? + y2=C2°, 
以 及 可 由 所 得 曲线 组 成 的 光滑 曲线 . 
1.482. ху’? + (хі у а) у -xy=0. 
假设 7G) = 2,5 = 02, Ш а 22 УЕ 
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而 如 果 4 隆 0, 则 得 到 共 焦 点 的 二 次 曲线 


х? > `: 
T Tera 1 (7520) 


和 坐标 轴 у = 0:24 а=0 时 , 则 得 到 半圆 
| ХЗ у? = С° (yÆ0) 
以 及 直线 
у=С, 
1.483. (2ху—х?у)у'?-+2хуу' +2ху-—у?%=0; ЖКУ. 
借助 于 变换 y= 二 *u(%*), 得 到 
х? + y2+ 2 C (x + у) +C2=0, 
1.484. (2 ху—х’) у’? —6 xgg'—g2+2 xg—=0; 齐 次 方程 ， 
此 方程 可 以 像 方程 1.483 那样 来 求解 。 也 可 以 和 用 
ТУ ху=и(х), ух ==0(0), 这 时 得 到 
ш = +u V 2u ,而 由 此 
2ху=(у—% +С)?, ДАМ у= 0, 
1.485. ахуу’? — (ау? + bx2+ с) у’ + bxg = 0. 
此 微分 方程 是 曲面 
Ax? + В у? --Cz2=1 
的 曲率 线 的 方程 ,其 中 
а= АВ(С-—В), b= 4B(4—C), c=C(B—4A), 
经 过 变换 (5) = у%,& = 02, ПМЕ Ху а, 3 7) Te 
(En — 1) (аз —b) =c, 
由 此 得 到 
(aC —b)y? =C (aC —b)x?—cC, 
以 及 
ay2—=bx2+ 2xV 一 2c 一 c， 
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1.486. 2°g”- у?2--а? =0. 
由 此 方程 解 出 y. 
积分 曲线 是 y= а, М 
f (х—С)?2 + y2= а? 
同 水 平 直径 和 铅 垂直 径 相 交 而 成 的 四 分 之 -: 圆 ， 以 
及 可 以 由 这 些 曲 线 组 成 的 可 微 曲线 . 
1.487. у?у”?—8 х?у' 4 х?у=0. 
经 过 变换 (5) = 3, & = xZ , 则 化 为 克 莱 罗 方程 


1 А 
1 = ёа! 一 可 7 


由 此 方程 得 到 
93 一 3 Сх? — С?, 以 及 《4 у? =9 x 
1.488. y?y? — 4 ayy’ +g2— 4 ax + Да 2—0. 
假设 и(х) =4 ах — у?, ШЗ] xu? 二 44, 由 此 ， 
чая — у?= (х +С)?, АМ у%?=4 ах, 
1.489. yy +2 хуу +ag2+ bx--c=0. 
假设 u(x) = у?, 对 * 微分 ,然后 假设 (x) =+, 则 得 


到 对 于 -人 -的 线性 方程 . 


1.490. yy —2 хуу’ +2g2—x2+ a= 0. 
假设 u(x) = у2— х2, 则 得 到 不 难 求解 的 方程 
и + $ u+ 4 a=0, 


因而 


= (C2— a) — (x +C)? 


此 外 ， 当 а=0 时 ,直线 У= tx 也 是 解 , 
1.491. у?у'?+2 ахуу’ + (1—a)u2+ ax2-- (a--1)b—0. 
假设 u(x) =y? + ax? 一 6， 则 得 到 不 难 求解 的 方程 
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u le4(a—1)u, 由 此 方程 求 得 
у%-„ах%ї—Ь= (a—1)(%* +0), 
以 及 x2+ax2—5=0, 
如 果 最 后 这 个 方程 具有 实 解 。 
1.492. (у2—а?) у’? + g2= 0; 
以 * ЕЛЕ а GB 52k) 2 
由 此 方程 解 出 YY 。 这 时 则 得 到 可 分 离 变量 的 方程 ， 
由 此 方程 求 出 


2 4,2 
a n| | уута С. 
У 


1.492а. (у%—Ь)у'?+2(ху—с) y + x2—a=0, 
旋转 坐标 轴 , 可 以 使 得 c 等 于 零 。 所 以 考虑 方程 
(和 一 2)3 + 2xyy' 二 42 一 4 一 0. (1) 
当 а=0, 5220 时 , 则 得 到 圆 z2+ (у-у Р )2 =С?, 
如 果 a>0 b=0, 交换 4 和 > 的 位 置 , 则 得 到 圆 
(+V a)? + у? =C, | 
当 a=b=c2 时 , 则 得 到 圆 的 浙 伸 线 ， 
x =c| cost + (t—ito) sint], y=c[ sint—(t—to) соз], 


当 a D0, 2220 时 , ИИИЙ] НХ 
к= ү a( costt =” [га 
у = "Уз sin 1—2 [за ) 


其 中 

52 —= a sin 21 + b cos 27 
且 两 个 积分 中 的 积分 篆 数 相等 。 而 当 a>0, 2<0 时 , 则 
{АХ НН ХНУ, 
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x = + "=( cht— А [зг , 
у= у (shr ЕЕ ү 


其 中 
s? == ash?t —bch2t, 
当 <<0,2>0 时 ， 同 上 面 一 样 , 交换 * ЯП У 的 位 置 。 相 
应 的 浙 伸 线 可 以 利用 椭圆 积分 表 逐 点 建立 。 
W Heybey, Zeitschrift f. angew. Math. Mech 23 (1943), 
р. 123 以 及 以 后 . 
1.493. (g2—2 ах а?)у? +2 ауу + g2=0, 
同 与 抛物 线 у?=2ах 相 切 而 中 心 在 上 #h ЕН ВИА 
正 交 的 胃 线 的 方程 ， 第 一 个 解法 是 ， 将 此 方程 看 作为 方 
РЕ 1.501 的 特殊 情况 。 第 二 个 解法 是 ， 将 7y 取 作为 自 变 
量 , 这 时 得 到 方程 1.432, 其 中 变量 z, y 分 别 换 为 х, 
1.494. (02 —а?х?)у'? +2 xyy + (I — а?) х?=0. 
由 此 方程 解 出 > ,并 且 采 用 第 一 部 分 4.15 节 中 指出 
的 方法 , 则 得 到 参数 形式 的 解 ， 
Ct С 
“VHT “упр 
1.495. [у?+ (1—a)x2]g 2-9 axgg” + (1—а) у + х?--0. 
RZ =г(®) cosp(2),y=r(%)sing(x), 于 是 得 


到 
Inr=C+oVa-—l1, 
如 果 4>>1， 以 及 > 一 C， 如 果 4 一 1 часі, 不 存在 
( 实 的 ) 解 . 
1.496. (g—x)°(g”+1)—a°*(g' +1)°=0. 


. 133% 


1; | 1 
解 出 у, 并 且 假 设 y = tex(*), Ни <. 
于 生得 到 
х == + а зїп и + С, У = + a cos и + С, 


И 


(®—С)?+(у—С)?=а?, 此 外 还 有 yx* 土 4V 2, 
1.497. 3 yy 一 2 xyy + á у? —х?—0; 


方程 1.491 ща= —— b= 0 时 的 特殊 情况 . 


.498. (30—2)?у/°--4(у—1) 0. 

解 出 y 。 可 以 得 到 

у2— у= (x —C)2, 

.499 (1—a2)g2g'2—2 alxyy 十 2 一 a2X2 一 0 

此 方程 可 以 化 为 1.559。 甚 解 是 ， 
У + (w —C)2=a2C2 和 (1—а?уу%=а?%х%, H#rhjal<i, 
.500. (a—Bb)g2g”2- 2 хуу? + ау? bx2—ab=0. 

假设 u(x) = x° + у?, 则 得 到 殉 菜 罗 方 程 。 由 此 方程 


mh 


шай 


а—Ь 


х? + y2=C'x + b — Та C2 


和 (a—b)y?— bx? = (a—b)b, 
1.501. (ag? -Бх+с)у’'2 Буу! + dg2 = 0, 
解 出 * ,并 且 采 用 第 一 部 分 4.15 节 中 指出 的 方法 ， 
从 而 ,给 定 的 方程 化 为 线性 方程 ， 
1.502. (ау—6х)? (а?у? + Б?) — с? lay’ + b)?=0, 
由 此 方程 解 出 ау рх ,并 且 对 x Эз 假设 Р(х) 
一 2 ， 则 得 到 可 分 解 的 方程 
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(ар —Ь)[ (а?р? + 5?) + аёср’] =0, 
因此 ,其 解 是 ， 直线 ay—bx= +CV 2， 以 及 全 等 的 酉 
圆 族 
(bx—C)2 +T (ay—C)2=c2 
其 中 心 处 于 直线 xy 一 24 王 0 E. 
1.503. (b;g--ajx-rc;s)?2g'2- (big + аух-+ су) y’ + 
+ by + a;x + eo = 0. 
НЕЕ (75—18) 4.20 节 ), 由 此 方程 得 到 
(b2X +a)? XY" L [2(b;X + as) (с —b,Y)X2 + 
+ (b, X +a,)X +b X +a, | Y’ + 
+ (Б.У —с,)2Х? + (c1— БУ) Х + c — bY —0, 
1.504. xg2g'2— (g? + х? --а)у + x2g = 0, < 天 0， 
假设 705) =, 5= 2°, ШИЙ Еи Я УЕ. НЯ 
#=ЖщЩ; 


1.505. ху?у'?—2 yy +? ху? — x3—0. 
假设 ua) == у, 则 得 到 可 分 解 的 方程 
(и — 2 x)(xu'!— À, u + 2 х2) = 0; 
у= +С, у2= 52 + Сх", 
1.506. х? (х0? —1)5'?+2 ху? (у —– х) у’ — y’ (х?у —1) = 0, 
PARZ ух, 072, х 都 是 解 。 假设 u(x) = + 


1 1 1 


ty у оО) ауа + ШИВА 
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32/2 —2 uuv’ 十 DUO 
НЯ 1.401, 此 方程 具有 通 解 
и(2и2— 90) +2 (и? —35)8=С 
或 者 
А 
1.507. (у — а?х?) у”? + 2 а?хуц’ + 9? (g2— а?) = 
А, у= ча. НЯ, м х; 


í —=— + 


УТ, 


然后 采用 第 一 部 分 4.15 5; Но ; 则 得 到 线性 方 
程 


d — 
2 PPD T —y = Жау p2+ 1, HE ply)=y (x). 


此 问题 的 运动 学 解释 ,以 及 按 方程 本 身 对 积分 曲线 性 质 的 
研究 , 见 Ch. E. Wilder, Amerie. Math. Monthly 38(1931),р. 
17—25 

1.508. (0° х2у? — х?) y? + 2 xgg'—g2=0, 

Rix У = хи(х), 则 得 到 


и! 


йт 7 
因此 ， 
% 一 土 ysh(y 二 C)， 以 及 у=0. 
1.509. 9 0 (x2—1)g” —B хуу’ —4 x2—0. 
假设 u(x) = x°, 则 得 到 
(%2—1)u/2— 2 хии! — 4 x2=0, 
HI Jy EW u ,3F H 2 H3S-— Ra 4.15 节 中 指出 的 方 
法 , 则 得 到 
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уз=С(х?—1)—-%, 


1.510. x? (х2! —1) y? +2 x (92 —х?) у’ 一 
— 9° (x'g'—1)=0. 
假设 7(5) = y2, š = x°, 则 得 到 方程 1.506, 其 中 变量 
№, 分别 换 为 变量 总 1. 
1.511，(a21/82 十 X2 一 X2) у’? +2 xgg' + 
+а?ү у?-+ х? — y=0. 
假设 х = (Е) cost, y=r(t)simnt, 则 得 到 
а?г/”?==к% — a?r? 
由 此 求 出 
r+ C 


r cos 2 =а?, 
2 


1.512. [а(5?+ x2)2— x2]J у’?+2 хуу' + 
+a (+x) y=, 
此 方程 可 以 写 为 下 列 形式 : 
а(у/? +1) (22+) = (z — y)2, 
根据 1.515 ,可 以 得 到 心脏 线 
2 аг =1- sin (t + O), 
其 中 光一 rcost y=r sint, 
1.513. g“ ?sinzy +2 ху'соѕ?у 一 Sinycos4 一 0 
假设 u(x) = tg, ИГ Dfe 1.464, 其 中 未 
тра у ВАХ] и, 
1.514. у’? (асоѕу + b) =ссозу + d; 
可 分 离 变 量 的 方程 
e= (тутт) 9. 
关于 这 个 积分 的 计算 ， A Denizot, Zeitschrift f. Math. 
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Phys. 46(1901),р. 471—479. 
1.515. f(x: + у?) (0/21) = (xy —g)°, 
Bit x =r соз, y=r sing, Кг 和 2 可 以 认为 是 
某 一 个 变量 上 的 函数 , 则 得 到 
fOr?) = 74”, 
因而 , 当 t=7 ВТ, 


gp == +f; [а О] ас, 


1.516. (+g f- ро —9):. 


Ух = 
借助 于 1.515 中 指出 的 变换 , 则 可 得 到 


Inr 一 土 | | Я 二 do + C, 


1.517. (+9) =) ч? +1) = (g —3)?. 


== 2 十 
此 方程 可 以 像 1.516 那样 来 求解 。 


518—544. HF 2 的 三 次 微分 方程 


1.518. y= (g—a)2(g —5b)2, | 
经 过 变换 из (м) = (уа) (уБ), 则 化 为 方程 
а Ьл? 
+ ( =) |. 
关于 这 个 方程 , 见 1.72.。 | 
1.519. y=f(x) (ау? +Ву+с)?. 
解 出 > ， 则 得 到 可 分 离 变量 的 方程 。 也 可 以 假设 
u3(x) =ay2 + by +c, 于 是 得 到 
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9/2 = (4 au? + 5? —4 ac) fs, 
В ЖЕНЖДЕ БОНУ ЖЕ. SETRA, E 
Ш] ЕН. 
Ince, 341. 
1.520. УЗ+Уу’—9=0. 
ЖЕ У, 并且 采 用 第 一 部 分 4.15 节 中 指出 的 方法 ， 
则 得 到 参数 形式 的 解 ， 


#=С + +11, УЕ. 
1.521. у’3-+ху’—у=0; WXP D. 
y=Cx + СЗ 和 yv=2( -5 ” (<0). 


1.522. y3—(x+5)y +y=0. | 
此 方程 可 以 写 为 下 列 形 式 ， 
y=xy' +y (S— у”), 
пох 0 IHE. 
y=Cx+C(5—C2) 和 27 у =4(5 +5)?, 
1.523. у’ —аху' + хз =0, 2550. 
xj жу” —y0 N, RERU) = 是 * 的 单 调 
函数 ,所 以 可 以 把 * 表示 为 上 的 畏 数 。 当 “天 一 1 时， 得 
到 


ан 
"тт. 
因此 
Чу ; dx _ ,u2(1—24i) 
йш TY GO) из)? + 
于 是 得 到 参数 形式 的 解 
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+ 
不 存在 其 他 的 解 . 
1.524. у? —2уу +-y:=0. 
解 出 y， 并 且 采 用 第 一 部 分 4.15 市 中 指出 的 方法 ， 
则 得 到 参数 形式 的 解 ， 
x=C+3Vl1—t+ 2in(1 干 JI 一切 ， 
y=t(1+Vl—t). 
1.525.0' —ахуу' +2 ag:=0. | 
xF x 微分 ， 并 且 消 去 y, 则 得 到 对 于 р(х) 一 2 的 可 
分 解 的 方程 | 
(2 р’?—ахр’ -ар) (9 р—ах?) =0. 
НЯ в, 22 ДЛЕ. ВЕЛ 


a а 
一 -一 已 —C 2 ` = 一 一 一 一 3 


1.526. yg — (g2 + xg + x2) 9’? + (узх + g2x2 + ух?) у’ 一 
—xg°=0. 
此 方程 可 以 写 为 可 分 解 的 方程 
(у — x3 (y У?) СУ ку) =0, 


x == 


由 此 得 到 
-lys = 1 у=Сбехр * 
y = 3 ^ + C, y= х +С? у= Сехр 2 ° 


1.527. у79—хцу%у' —g°=0. 
假设 <(x) =, x 微分 。 然后, 假 о) =, 


则 得 到 方程 
(3 v? —<*)u = 0; 
最 后 求 得 
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C°? 
УЕ 4I =27, у=0. 


1.528. y? +ау'? -Ъу + abx=0. 
解 出 y 或 解 出 *， 并 且 采 用 第 一 部 分 4.15 节 中 指 
出 的 方法 ， 则 得 到 参数 形式 的 解 . 
2 bx= —31?+ 2at— 2 a2]n(t + a) +C, 
by = — abx —1%— а; 
Ith, у= ах 也 是 解 . 
1.529. yy“ 十 xy 一 9 二 0， 拉 格 朗 日 - 达 兰 贝尔 方程 , 


х= Lr С _ 1 24 С? 
2 @—1 9 CI 


此 外 , y=0 F y= 也 是 解 ， 
1.530, 0° — уу’? +у?=0. 
解 出 y ， 并 且 采 用 第 一 部 分 4.15 节 中 指出 的 方法 ， 
则 得 到 | 
x=t+rFln|r+t—2]| + С, у= +, 


др = Ez, 


1.531. у? — (gt + xg? + х?) g”2 + 
+ (ху? + ху + ху?) у’ — хэу =, 


此 方程 可 以 写 为 下 列 形式 ， 
(у/— x?) (у —xy2) (y — y!) = 0. 
由 此 得 到 


3 у—х%=С, x2y+2=Cy, 3xy3+1=C 5, 
1.532. ag'+ bg” +су =g + d. 
利用 第 一 部 分 4.17 节 (a) 中 指出 的 方法 ， 则 可 得 到 
参数 形式 的 解 ， 


e 44] е 


ший 


тый 


*=C+Š r4 рыс |а|, рее? р bi? с-а, 


„533. ху’? уу’? +а=0, 


此 方程 可 以 写 为 死 菜 罗 方 程 


a 


y= xy” + y 72 ° 


而 具有 解 


а 
y=Cx-- ғ, 4 y3=27 ах?, 


.534, 4 ху? —б уу’? +Зу—х=0. 


解 出 y, 并且 采 用 第 一 部 分 4.15 节 中 指出 的 方法 ， 
则 得 到 | 
%=С(2:2—1), 3 y=C(4t3—1), 


.535. 8 xz 一 12 gg” +9 y=0. 


解 出 x* ,并 且 采 用 第 一 部 分 4.15 节 中 指出 的 方法 ， 
则 得 到 Е 
З 


зСу?=(®+С)%, АМ y=0 和 у= Lx. 


.536. (х?— а?) y” 6х (ха y? + y’ +bx=0. 


此 方程 可 以 写 为 可 分 解 方程 的 形式 ， 
(y +Ьх) [57202 — а2) +1 ]=0. 
由 此 得 到 


> 一 一 于 2x2 十 C 和 у= Чате sin 二 十 C， 


.537., ху’? —3 х?уу'? + (Зху? + хб) у’ —у—2ху=0. 


此 方程 可 以 写 为 下 列 形式 ， 
(xy — y) =x"(2 уху’), 
假设 y=xu(x), WAHR 9 УЕ 


u= хи’ us 
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1.538, 2(ху’+у)—уу’=0. 
假设 и(х)=ху, 由 所 得 到 的 方程 解 出 x ， 然 后 假设 
200) =u”, 则 得 到 


u=" V1i—8v. (1) 
对 微分， 求 出 
1 — D 
因而 
0(у1—8 0 —1)ехрзу1—8 == Сх? (VI—8 v +1), 
| | (2) 
(1) 和 (2) 是 参数 形式 的 解 。 


1.539. у'ѕіпх— (ysinx— соз?х) у/2— 


— (усоѕ2х + ѕіпх) у’ + ysinx=0, 


此 方程 是 可 分 解 的 方程 
(2 一 2)(2 — їп) (у sinx 4+-1)=0; 
其 解 为 ， 


y =Ce*, y = C — cos x, 4 一 Im 


с | +С. 


1.540, 2 yy —уу'?+2 ху —х=0. 
此 方程 可 以 写 为 可 分 解 方程 的 形式 ， 
(22 —1)(y» ?+*%)=0. 
于 是 得 到 


э=-у®+С 和 «| С, Жр *у< 0, 


1.541. yy’*+2 ху’ —у 0, 
解 出 * , 假设 xy) = 这 ,并且 对 y 微分 , 则 得 到 
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[ 


(yu! —u) (2 y + u3) 一 0， 
因此 
y?=2 Cx 4C, М 323+ 27 yt=0, 


.542. 16у?у3-+2ху’—у=0. 


假设 и(х) = x2, ШЕ] 2 УЕ 


u= хи! + 2 ц”З, 
由 此 方程 求 得 
y2=Cx + 2 СЗ 27 у*+ 2 ^3=0, 


.543. ху?’ — уу? + x(x2+ Пу’ — x2g = 0, 


Вт =>, #= %2， 则 得 到 克 莱 罗 方程 ， 由 此 方 
程 求 得 
рр + ит 


以 及 


y2=Cxš2° + 


С 
С +1 ° 


„544, х7у21'%— (3 ху — 1) 2 +3 x yy — хр 0, 


Вах 108) =у°, 5= 5°, ШАФ |а 2 DE 由 此 方 
程 求 得 
y=Cx3+C? 和 3 х?у= уа, 


545—576. 更 一 般 形 式 的 微分 方程 


.545. y= (y—a)?’(y—b)?, 


假设 y—a=u4 (x), 则 得 到 


4’ = +u(u2+ a—b), 


关于 这 个 方程 ， 见 1.72. 


.546. у'*++3(х—1)у'°—3(2у—1)у' +3 х=0. 
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解 出 >， 则 得 到 拉 格 裔 日 - 达 兰 册 尔 方程 。 
1.547. 2 一 42 (xz 一 2 g)2= 00. 
ЖН х ,并 且 对 微分 , 则 得 到 
(2 уу’ — y") (у/2—4 y?) 一 0， 
由 此 
у=С(х—Сс), 以 及 16 y= 4, 
1.548, у'°= (у—а)*(у—Ь)°%, 
假设 y—a=u (x), 则 得 到 
9u? =u? 4+ a— b, 
关于 这 个 方程 , 见 1.72。 
1,549, х?(у'?+1)%=а?, 
解 出 * ,并 且 采 用 第 一 部 分 4.15 节 中 指出 的 方法 ， 
则 得 到 参数 形式 的 解 ， 
x=aT, y=C—atšT' T= (2 +1) 5. 
1.550, у’ =ау' + bx", 


假设 4(*) =y F 则 得 到 齐 次 方程 


人 
1.551. y” =f" (x) (у а)” "(уБ)"! 
__р | 
йр” = ЗАТ ибх), 则 ЖЖ 
得 到 
у— Б р—а п 
ya =( m f fa ) 
1.552. y” = (х) ғ(у). 


RE >” ‚ЖЕЛ y 2 Е НАЈ УЖЕ. RAMA 
方法 , 亦 有 同样 的 结果 , 即 作 变 换 
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шай 


[ 


y(w)=nGD, = [тая 
而 得 到 方程 "= g (n), 


.553. ау” +by” =y; 


第 一 部 分 4.17 节 (a) 中 讨论 过 的 那 种 类 型 。 
当 и, nél 时 , 可 得 到 参数 形式 的 解 : 


am үт-1 + pn 
т—1 п—1 


x =C + 7-1, у=аі" + bt, 


.554, x"-l1g'"—nxg' + g=0. 


对 于 x 微分 , 则 得 到 对 于 p (z) =” 的 方程 
[nzp'+ (n—1)p](%”-2p” 一 1) 一 0 
由 此 | | 
у=Спх?г—С", [J у= (n—1)z= T. 
J. Rose, Mathesis 44(1930), р. 33—36. 


„555, Уу’?+1-+ху’—у=0; РЕЯ. 


对 于 非 线性 的 解 ， 可 得 到 参数 方程 
цаа уе, 
ВП ЛЕ у= + у 1 一 “2 因为 这 里 rto, 


.556. Уи”? +1 —ху?-+у=0; 拉 格 朗 日 - 达 兰 贝尔 方程 。 


„_УЙ+1 В+ Vt2+1) + C 
(2—1)? 


.557. х (V g2+1+g”)—g=0. 


假设 у =хи(х), 则 得 到 
2хии! + u2 + 1=0), 


由 此 
y= +V Cxxx? 


.558. ax V g'24 1 +xy’—y=0, 
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, y=s— ETTI, 


对 х мо, +Н t— y” 取 作 为 自 变量 , 则 得 到 


_ а dx а+ Vt2+1 
x dt | 12 +1 


+ 


给 定 的 方程 参数 形式 的 解 由 方程 
яч УТ) =C, y=xt}axsy F] 
来 确定 . | 


1.559. y Vy 2 上 +1 —ауу’ —ах=0. 
由 此 方程 解 出 y ,对 x 微分 , 并 且 借 助 于 原 方程 消 


去 x, 则 得 到 
d2 
xi 十 2 一 0， 
由 此 
y=sign (aC) y C2 (x O) 
以 及 УУ1—а? =ax, |а| <1 k. 
1.560. ay Vy? +1 =2хуу'—у?°-+ Xx’, 


| 2 2 
假设 4(%) = a oa, 由 此 方程 得 到 


因而 


其 次 ,由 此 可 知 ,所 有 的 解 满足 方程 
арх + C (Z° + у?) P= (w%* + у) — а у? 
或 者 
5 у= Бау, 
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这 两 个 方程 中 某 一 个 的 解 是 否 也 满足 原 微 分 方程 ， 对 于 
每 一 种 个 别 情况 都 应 当 特 别 地 加 以 检验 . 

- 1,561. f(x: 9?) Уу2+1 =ху'—у. 

{ЖЖ x =r (t) cost, у=г(Е) sint, 则 得 到 


_ ЛО?) 
一 -| ° 


1.562. а Vu FI + bxu 一 8 一 0; 
拉 格 朗 日 - 达 兰 贝尔 方程 。 
当 b1 时 ,得 到 参数 形式 的 解 ， 


b a 22-1 -4 
x = 1-5 | cr+ үс] (1+3) dt), 


y=bxt+a yi +", 
此 外 ,> 二 4 也 是 解 。 当 8== 1 时 , АЕ 方程 (第 一 
部 分 ,4.18 1), 
1.563. lny’ 十 xg +ay+b=0. 
如 果 45-0, а7=—1, 则 由 此 方程 解 出 >, 并且 采 用 第 
一 部 分 4.15 六 (a) 中 指出 的 方法 ,得 到 参数 形式 的 解 ， 
к= От, у= -CGt+Int +b), 


当 a= —1 Fr, 48 #l| sa у, УЕ 
y=Cx+nC+b 和 у= 5) +61 (#<0). 
当 a 二 0 时 ,由 此 方程 解 出 x ,并且 采用 第 一 部 分 4.17 15 


(b) 中 指出 的 方法 ,得 到 参数 形式 的 解 ， 


— -mra y=C + (b—1)lnt + (nt, 


1.564. Ing'+a(xg' —g)=0; WEF HE, 
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y=Cx + 二 InC 和 ay +1+ln(—ax)=0, 


1.565. ylny’ + yg’'—ylny—xy=0, 
解 出 * ,并 且 采 用 第 一 部 分 4.15 5 (b) 中 讨论 过 
的 方法 , 则 得 到 参数 形式 的 解 : 


х= lny 一 一 一 一 一 一 
y 


у’ 2y? у ° 
1.566. sing’ +g’ = х; 
第 一 部 分 4.17 “ü (b) 中 讨论 过 的 那 种 类 型 。 


2 
x =t -+ sint, y=->+tsinr+ cost + C. 


1.567. асозу’ + Бу’ + x=0. 
ЖШ x ,并 且 采 用 第 一 部 分 4.17 证 (b) 中 指出 的 方 
法 ， 则 得 到 参数 形式 的 解 ， 


. b 
ж == —acost—Bbt, у= С —– atcost +a sin 1-50, 


1.568. g”sing'=g; 
第 一 部 分 4.17 市 (a) 中 讨论 过 的 那 种 类 型 , 
y=t’ sint, x=tsint— со С. 
1.569. (2 +1) sin?’ (xy у) =1. 
J Jy P RE ya 37 7] fE: 
y = xx” + arcsin- mes 
其 解 为 : 


. 1 
у = Сх + агсѕіп 7 和 =, 多 一 4 十 arcctet 。 


_— 1! _ 
vV +I 
1.570. (07/2 +1) (arctgy’ + ax) + g' =0, 2-20. 

##uH x ,并 且 采 用 第 一 部 分 4.15 节 中 讨论 过 的 方 
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法 ， 则 得 到 参数 形式 的 解 : 


1 


+arctgt, —ау= Свт. 


ГА 
— алх == 
2+1 


1.570а. f(g) =уу’ + х, 
关于 一 个 解法 , 见 W. Heybey, Zeitschrift f. апае. 
Май. Mech. 23(1943),р. 124. 
1.571. ax"f(g') + ху’—у=0. 
x x 微分 , 则 得 到 对 于 p(x)— ° 的 方程 
anzx"-1f(p)+amxw"ff(p)p'+ хр’ =0; 
Р p 取 作 为 自 变 量 ， 则 得 到 伯 努 利 方 程 
1 _ 
dp а) kO О 
D $ Mitrinovitch. Acad. Serbe 1 (1933),p 113 以 及 以 后 . 
1.572. (xg”—g)”f(g”) + gg (g”) + xh(g') =0. 
借助 于 勒 让 德 变换 
y (x)=X, х=Ү'(Х), y(X%)=AXAT(A)—Y(X), 
则 得 到 ( 见 第 一 部 分 4.20 市 ) 伯 努 利 方程 
[X#(X)+AR(X)]Y”—zg#(X)Y +f(X)Yr=0, 
D $ Mitrinovitch. Acad. Serbe 2(1935),p 62. 
1.573. /(ху'?) +2xg”—g=0. 
H 1.576 ФИГ y—f(c))2= 4 Cx, 
1.573a. f(gg'+x)= g2(g”-+1). 
ЖИ УЕ НИХ, п y(*) 二 次 连续 可 微 ,那么 对 
х 微分 , 则 得 到 
7 (0) 29у lu (5) =0, Ни и(х)=уу’+х. (1) 
如 末 方 程 (1) 中 的 第 一 个 因子 在 某 一 点 不 等 于 零 , 那 
么 这 个 因子 在 此 点 的 某 一 个 邻 域内 也 不 等 于 零 ， 因 而 第 
二 个 因子 在 此 邻 域内 等 于 宕 ,这 意味 着 ， 
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и=а, 2 уу =—2x+ 2a, 由 此 y2= —– (х —а)2 +, 
将 得 到 的 表达 式 代 入 原 方程 , 可 以 看 出 ， 当 8=f(4) 时 ， 
此 表述 式 是 解 。 于 是 ,得 到 解 
y2=f(a)— (x —a)2, 
Е и" 320), 则 在 此 点 的 某 一 个 邻 域 内 , (1) 


中 的 第 一 个 因子 等 于 零 , 因 而 y= ГУ’ о) dz. 其 次 ， 


由 等 式 J” (и) =2у5' =2(и— ЭЗ (77 —2)ш = — 
所 以 


x= | у” (и)|1—--/” (и) | ааш) — E feu) +С. 


将 此 函数 代入 方程 , 求 出 C=0， 因 此 , 得 到 参数 形 
式 的 解 


*=u— G), 


Уи фи), 
如 果 f” (ие. 


Maria di Bello. Rendiconti Napoli (4),10(1940), р. 111—114. 


1.574. /( x— 5у? )+у?=э. 


经 过 微分 , 则 得 到 
(1 —35/ 5") у’ -rf( х 一 +> )] =0. 
所 以 
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1.575. у’/(хуу’ — у?) — xy’ + ху =й, 
不 难 验证 ,其 解 由 下 列 公 式 给 出 ， 
(52+С) (С) =Сх?2, 
由 此 等 式 能 否 得 到 所 有 的 解 ， 这 在 每 一 次 都 应 当 单 
狐 加 以 检验 . 
1.575а. Ф( f .+f,g”, f—x(f.+f,g7))=0, f=f(z, у). 
u f = y 时 , Ж [и 3& 22 NE f = x2 + у? 时 ,得 到 
方程 1.573 a。 为 了 得 到 一 般 情况 下 的 解 , 将 此 方程 对 * 
微分 。 如果 Ф,, Ф, 是 函数 Ф(ы, u) НЕ, ИН 
( f, + y Syy СФ, —x@,) =0, 
Б 5—75, = НЕ 
f(x, y)=4x+B, Ж (4, В) =0, 
得 到 解 。 од ла 
Ф,(..) — rP, .)= 0 
是 否 具 有 某 些 解 ,以 及 其 中 那 一 些 满 足 原 方程 。 
Maria di Bello, Rendiconti Napoli(4), 10(1940),р 281—287. 
1.576. ФИ (х, у, у”), g (x, у, 9’) ] =0. 
如 果 数 а, b 使 得 (a, 5) 一 0, 并 且 如 果 由 等 式 
А (м, у, У’) =а, g(x, у, у’) =Ь 
消去 у", 便 可 以 得 到 满足 这 两 个 方 程 的 n 1k АЖ 
у= убх), W] y(%) 显 然 是 方程 D= 的 解 。 


° 452 * 


99, 


#== “二 阶 线 性 微分 方程 


含有 代数 无 理 式 的 方程 ，61，62，142，263，276。 
НЕ РА ЖЕН Ва, 7, 17—20, 33, 34, 49, 51, 61, 63, 90 
100, 109, 156, 158, 283, 344, 

含有 对 数 函 数 的 方程 ，127， 156, 174, 183, 279, 283, 286, 


308, 412, 413, 


含有 双 曲 函数 的 方程 ，21，64，65，414，415. 
SAZA: 3—5, 8, 22—25, 66—71, 88, 91, 175, 


177, 178, 217, 218, 416—438. 


ЭН WA DN А НУ Е, 26—28, 72—74, 439—441. 
ЗЕ РАНО УЕ: 29, 30—32, 36, 38, 75—85, 128, 163, 


180, 205, 219—221, 236, 278, 303, 442—445, 


1—90.ay” +- 


?一 Ci+ Cax。 基 本 fe. 2-1-1. M, HFE 
一 个 齐 次 边 值 问 题 ， 格 林 函 数 具有 下 列 形式 ， = = 
Г, 8) =) +С) + я, 


ИЗНОВА Т Е, Вр НАЯ НАЛ У 0. 
对 于 有 具有 斯 图 姆 型 条 件 
ayla) + Ву’(а)=0, уу(Ь)-+ ду’ (b)=0 
р (А [8 Я, 35 x <š Br, 则 有 
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_ (ах аа — 8) QË — Ьу —Ó) 
[` (x, 5) = (b— ajay «д— Ву $ 


24 и ВЕ, т NPH м, 5 的 位 置 。 
xr T RA А y (@)==0, 2 (5) =0 的 边 值 问题 ， 不 
存在 格林 上 图 数 , 因为 y=C 是 此 边 值 问题 的 非 堆 解 。 
对 于 具有 条 件 
xy (za) 十 By(2) 一 0， уу’(а) +395’ (В) =0 
的 边 值 问题 ,一 般 说 来 ， 只 要 格林 了 数 存在 , 则 格林 图 数 
具有 下 列 形式 ， | 
PC +9)5—5(0 + В)х + асб – bhy 
(a + 8) (у + ó) 
I (%, 8) = y(e + В) х —а(у +0) + аад Ьу 
(а + 8) (У +9) 
34 х2, 
对 于 具有 周期 条 件 
уба) = (6), у’(а)=у’(Ф) 
的 边 值 问题 ,y==C 是 非 零 解 。 所 以 , 对 此 问题 不 存在 通 
稼 意义 下 的 格林 图 数 。 广 义 格林 函数 具有 下 列 形 式 ， 


~ lp r ŒE? ba 
r G,š)= >l|x—š] 26a) 15 * 


2.2. g” +у=0. 
y=C,cos x +С, sin x .基本 解 ， sin |w —Ë| 。 


2.3. g” +0 = 5іппх, 


sin n x 
Уу = 


priro H п = ИУ, 
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其 中 
30 一 ClicosX 二 С, sin x = Asin (z — B), 
2.4. у" +у=асозЬх. 


| — cos bx + С, sin % + Сосо; x эщ b2] 时 ， 
y 


(Jax +С, )sin z+ Cacos z 4 b= +1 RF. 


2.5. y” +y=sinaxsinbx, 
О Ре есере) AR 
据 第 一 部 分 22.2 节 , 求 得 


_ 605 (а—6)х соз (а Вх 
7—2 (а—58 2—2 (а+6)? 


如 果 la+ 引 天 1 和 [a 一 51 关 1; 当 |a 一 61 二 1 时 第 一 个 分 
式 , 当 |4+5| 二 1 时 第 二 个 分 式 ,必须 换 为 表达 式 二 xsinx. 


+ O, cos x С, sin x, 


2.6. у”—у=0. 
y =C e* + С,е7* = С*сһх + Ся м, 


基本 解 ， 工 sh1z 一 引 。 所 以 ,对 于 每 一 个 线性 边 值 问题 ， 


一 般 , 只 要 格林 国 数 存在 , 即 如 果 齐 次 边 值 问 题 具 有 唯一 
№ у= 0, WI ARRA ГУП Аа 


Гез, &)=С,(&)е* + СЕ) е-*+ 15| Е], 
例如 , SARRA ya) = у (6) = 0 F, 则 有 
Гб, Б) = ОО, 54 z< рр, 


而 当 边 界 条 件 为 7y(a) = у(Ь), у’(а) = x” (bht, ИЖ 
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ex—Ë+b 十 её—*+а 


Ге, у= ето) У * <š FF. 


ВЧ Хр эЛ (Е [n] але: Н ЗЕЕ Bu, PT РАЕН F , 28 
ЖЕЖ RIK Ах ИЕ Цу а, Вр 可 得 到 x 二 8 时 的 
r(x, 5). 
2.7. 一 2 了 一 4x?expx2。 
у =exp#2--O,expzwV 2 +С,ехр(—ху 2), 
2.8. g” + @y=ctgax, 


sin ах 1 — cos ах 
=Ü ,cosax+(C.,sinax+ ——  — а | 一 一 一 
> 1 2 十 а? sin ах 


2.9. y” + Лу 0, 
Cichy TA] +C;shay JA] ” 当 %<0 时 ， 
У = С, + Сх эщ 4 =0 В, 
С,созжху А + С, snz/ À МАО. 
在 第 二 部 分 9.2 节 (al) 中 , 有 第 三 类 齐 次 边 值 问题 
的 特征 值 和 特征 消 数 的 近似 表达 式 . | 
在 一 些 个 别 的 情况 下 ,对 于 特征 值 和 特征 函数 ,不 难 


求 得 明显 的 表达 式 . 
(а) y(a)=y(b)= 0. 
| . na N2 
特征 值 1 (522) (п=1, 2，3，……)， 

特征 函数 (规范 化 的 ) 

фФһ(®) = у 2 пл — 
(b) у' (а) =5'(6)=0. 

„= (Z) (п=0,1,2,..-), 
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特征 函数 (规范 化 的 ) 


— Ы 


1 2 я — a 
Ура рау 52 yes na ba "210. 


(с) у’ (а) =ау(а), 5’(Б)=ау(Ь) (070), 
¿,, 同 (a) 中 的 一 样 ， 


— а b—a . x—a 
十 “-—-—— sin пл 
—а пл р—а* 


x 
Фһ = Cos пл 万 
(4) У(а)=у(5), y'(a)=y (b). 
2 nm? 
=h 35) , 
фһ==С соз z V А„ 十 Cosin xV A; (n=0,1,2,-- .). 
除 № 以 外 ,所 有 特征 值 都 是 二 重 的 。 
(е) у(2) = — (а), у (0) = yy (а), 
„= т] (п ==1, 2,3, ** .), 
Фл = O, cos x y, FO,sinx Vin, 
竺 征 值 是 二 重 的 . 
(f) yla) =у(6), y Ca) 一 一 2 (b), 
Jep iF 48 AD х А 369867, НМ EMA. 
每 一 个 4 都 是 特征 值 ЭРЕ НЕА). KFE 2; 
р 
cos Á “т 当 ДА, 
ф= 1 Щщ ¿= 0 时， 
ch ( “一 人 эщ L= А. 


(g) су(0)=у(т), y'(0)=cy” (ze) (670, +1), 
所 有 特征 值 都 是 正 的 ,并 且 由 条 件 
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дс 


cos ¿i= 


来 确定 。 规 范 化 的 特征 函数 : 


pan= ү Z сов [(2п+ p) = +e] (n=0,1,2,..°), 


Piın-1 = И 2.0 (апр) а] (п=1,2,3,-.-), 
其 中 a 由 条 件 


_1_ sin <= а 
Уй+!’ ~ Vet+l 
来 确定 ,而 р ШІН ЖЇР 


Cos Q = 


4 д л 
180 (1—6), — <a < 


9с 


cos ря оү 


|, (0< p<1) 
来 确定 ， 
(b) 边 界 条 件 ， 当 1z1~co 时 函数 y(*) 是 有 界 的 . 
谱 是 连续 的 ,每 一 个 正 的 特征 值 都 是 二 重 的 ,特征 国 数 是 
Сусозху l +C,sinxy Á 234 АО. 
ORREN F 
y'—a2y=0, a>0, 
县 有 边界 条 件 “ 当 一 ce<*<+ оо, у(х) НН”, WI] 
相应 的 格林 函数 具有 下 列 形式 : 


ГО, 8) = лера я). 


2.10. y”+ (ax +b)g=0, 450, 
假设 (у= у(х), 5 二 ax +b, 则 得 到 
а?" + En=0. 
关于 此 方程 的 解法 , 见 2.14 和 2.162(10)。 
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2.11. 3 — (х? + 1)g=0. 
y= et“ (с, +o, f. ах) 
ПКЕ) |x | > co BF, у(х) 0” 的 情况 下 ， 
格林 函数 具有 下 列 形式 ; 
10—90, #)I (E, mo)exp 5092489) 
re, E) = эщ x< Bf, 
1 


У со) Т(— оо, Ё)ехр T (a24 82) | 


当 x= W. 
其 中 


1(и v) = ra, 
2.11а. у” — (х? +3) у 一 0。 
y= xe 7 (с +C f eda), 


2.12. 9” — (х? +a)y=0, 
退化 的 超 几 何方 程 2.273 (11) 的 特殊 情况 ,方程 
2.46 的 标准 形式 .假设 уб) =E), £= xy 2 , 则 得 到 
韦伯 方程 2.87 
41” = (Е2+2а)т, 


而 假设 <(*) = yexp 二 ， 则 得 到 方程 2.46 


и" —2 хи! — (a +1)u=0. 
对 于 方程 
э” — (22 +1) у тАУ = 0, 
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具有 边界 条 件 
y>0 34|+*] со}, 
НЕА =-2 л +2(%=0, 1,2, ')， 而 规范 化 的 特 
ПЕР 
фаб) = (2"п! у) Te 7% Н x (x), 
Жер Н „ 是 契 比 雪夫 - 埃 尔 米 特 多 项 式 ( 见 2.46)。 
关于 上 述 特 征 值 问题 的 格林 函数 , 匈 2.11。 


її, Gourant-Hilbert, р. 324. 
2.13. y” — (a2x2+ a)g=0. 
уе аз [2 +o, f -а д |. 
2.14. g” =сх°у, 
比方 程 同 桂 殊 的 黎 卡 提 方 程 (第 一 部 分 , 4.8 3) 以 
及 同 贝 塞 耳 方程 2.162 密切 相关 。 同方 程 2.60 和 方程 
2.105 也 很 类 似 . 
经 过 变换 >(x) 一 2(5)，# 一 二 ,此 方程 化 为 下 列 形 


式 : 
n” =c -tn 
当 a 二 一 2 时 , 原 方程 是 欧 拉 方程 ; 其 解 为 : 
1 de 
Ct? 4O? 当 4c+1>0 时 ， 
Y= СУх+С.У x lnx Má A c+ 1=0HW, 
CY х cos (slax) + С, У x sin (slnx) 


当 4c+I<0 时 ， 
其 中 2s=Y ]4с+1]. 
当 c 天 一 2 时 ,假设 "一 二 c++1 并 且 设 〈 上 面 的 符号 
是 对 于 а, 的, 下面 的 符号 是 对 于 b, 的 ; 不 包含 任何 因子 
的 乘积 认为 等 于 1) 
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"т (22—1)g—1 


a„ b АТ 当 * 一 01,2，.… 时 
11 291 Мый. 2 
1 
如 果 土 二 不 等 于 任何 自然 数 ; 
“т (2^--1)9=1 
а,, Ь, = П k4 F1 = 0 SS 时 ， 
0 4 ront, 
1 
ЯЛЖ -=2п+1 是 奇 自然 数 ， 
Ë 34 y<2 n Е, 
а,, b,= s (2А—1)9=1 
вант 4931 722" 时， 
1 | 、 
АЖ Е--=2п 是 偶 自 然 数 ; 最 后 ,假设 
а а 
уро ХХ А ХЗ+ ., 
b b b 
V. .— 21. —X2+ —Xš+.., 
XI c 
Rh X= 2 зуу 


VU weme x |, у ж =ex7, 
是 给 定 的 微分 方程 的 解 ( 饥 莱 的 解 )， 如 果 二 =2 п 1, 
则 通 解 是 СИЛ + СЫ, 而 级 数 U, Ua pii WRE= 


—(2n+1), ИЕ СРО. Е, Ш M V, V, rh 
断 . 如 果 第 一 个 条 件 不 成 立 , 则 О = Uk, 如 果 第 二 个 条 
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ERRIZ, M| V r= V ДЕВЫ РНЕ C Ur + 
Cr”, 


如 果 二 一 2 7 十 1, 而 二 是 整数 ,那么 经 过 变换 у(х) = 


nC)", ma х4, 则 将 给 定 的 方程 化 为 2.153 型 的 方程 ,于 
是 得 到 


y=x(x1-27D yn+1 сең ° х')+Суехр(—У ия) 


当 n> 0 时， 


у= (51-29 0) -" СЕТЕ ж) + Сехр(—-©«е\| 


= n<0 时， 


因为 原 方程 是 2.162(10) 型 的 方程 ,所 以 其 解 也 可 
以 直接 通过 贝 塞 耳 函 数 来 表示 ， 这 一 点 很 重要 , 因为 由 
塞 耳 函数 已 被 很 好 地 研究 过 并 且 编 制 成 表 ， 

如 果 考 虑 特征 值 问题 


у” +5%х”у=0, y(a)=x(b)=0, (a<0,b>0), 
则 对 些 回 题 存 在 无 穷 多 个 特征 值 ,在 一 般 情 况 下 ,这些 特 
征 值 浙 近 地 趋 干 复 4 平 面 上 的 两 条 直线 , 特征 值 和 特征 
函数 可 以 通过 贝 塞 耳 函数 渐 近 地 表示 。 其次， 关于 任意 
了 消 数 按 特征 函数 展开 的 定理 成 立 . 

УМ, В. Е. Langer, Transactions Americe. Math. Soe. 31 

(1929), p. 1—24. 
对 于 边 值 问题 
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入 十 六 一 0 (а) =у(а+1) =0 (420), 


55 FF. HARRERA РЯ. 


| Роу: -1 
Г(х, ë) = Уа S| mE | 


a 


м >Ë 时 ,在 此 公式 中 * ЖП £ 435 Pa hr a, 
Watson. [定性 结果 可 以 在 Bellman 一 书 的 第 六 章 中 找到 ， 
一 一 俄 译本 编者 注 .] 
2.15. у” =(а?х?”—1)у. HERA. 


А C Banerji P L Bhatnagar, Proc. Acad Allahabad 
8(1938),p.85-87 一 文中 指出 的 解 和 求解 方法 并 不 正确 。 
2.16. у” + (ах? +bx°!)g=0; И, 2.273(12). 
2.17. g” + (2—7) у=06; 见 2.162(23). 
2.18. у’тае”у=0; 也 可 参阅 2.162(23)。 
假设 у(х) =1(Е), &=ехр bx, 则 得 到 2.104. 
bën” + 52’ + am= 0, 
2.19. g”= (4а2Ь2х?е?* 一 1)y。， 其 解 未 知 . 
А С Banerji, P L. Bhatnagar, Proe. Асай. Allahabad 
8 (1938), p. 87—91 一 文中 指出 的 解 及 求解 方法 并 不 正确 ， 
2.20. y” + (ае? - Бе” +с)у=0, 
х AE М 2л: pA 76 75 Ж 2.30; 假设 
у(х) =1(5), &=іх 则 得 到 具有 实 周 期 2 的 方程 


1 
2.30. 假设 xy=1(8)e 27 „ея, 则 得 到 方程 2.154 
1 x 
2n” + (а 十 ЬЕ + с += 0. 
也 可 参阅 2.27314). | 
2.20а. у” = (а?е??+ а (26 + 1)e"+ b2)g; 
方程 2.29 的 特殊 情况 。 
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z | 
у=Е(С,+С, 全) 其 中 E =exp(ae* + bx), 


` 


2.21. g” + (ach2x+ b) g=0. 
经 过 变换 у(х) =E), E=ix, 则 化 为 2.22 型 的 方 
程 。 也 可 参阅 2.268 和 2.348. 
2.22. у” + (асоѕ2х -Б)у = 0; Hi Ju, y Ë, 
[文献 Whittaker 和 VVatson, 第 19 7; Янке, Эмде 
和 Лёш; Дж. Стокер, Нелинейные колебания 
в электрических и механических системах, 1953; 
М. Д. О. Стрэтт, функции Ламе, Матье и род- 
ственные им в физике и технике, Харьков, 1935; 
Ince; Sansone, У, 84; Кузнецов; Bateman 和 
_ Erdelyi. 俄 译本 编者 注 .] 
此 方程 也 可 以 写 为 下 列 形式 
у" + (2 ‹асоз %®з® +b—a}y=0, 
所 以 经 过 变换 9(E) = (ж), = cos2x, 可 将 其 化 为 方程 


р—а 
28(5—1)%” + (2 Е (або, 


HI 2.268 型 的 方程 。 所 以 2.268 也 给 出 求解 这 里 所 研究 
的 马 提 厄 方程 的 方法 . 

关于 其 他 形式 的 马 提 厄 方程 ,也 可 参阅 2.268. 

其 次 ,如 果 将 给 定 的 方程 写 为 下 列 形式 ， 

У" + (асоз2х +4) у= 0, (1) 

则 可 将 其 看 作 希 尔 方程 2.30 的 特殊 情况 ,并 且 应 当 注 意 
到 ,y 的 系数 的 周期 是 x, 而 不 是 2x。 有 关 希 尔 方程 的 
一 些 概 念 和 问题 ,在 应 用 于 马 提 厄 方程 时 也 起 着 重要 的 
作用 .特别 是 ,由 2.30 得 知 ， 对 于 给 定 的 数 4,4 存在 
解 y(%) 以 及 特征 指数 и, 使 得 
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на С ua =p 


y(x +z) =e у(х), (2) 
WR y1(%*) 是 方程 (1) 满 足 条 件 y1 (0)=1, 51(0)=0 
的 解 ,那么 ,根据 第 一 部 分 18.7 节 , 特 征 指 数 и 由 方程 
ch 2 пи = у, (2) (3) 
来 确定 . 
因为 利用 第 一 部 分 第 八 章 的 近似 方法 可 以 求 出 
У.С) ПА EMER RA ВА ВЕ, ВЕЕ рр ЕН 4, 并 达到 任 
另 一 种 方法 归结 如 下 。 为 了 求 出 方程 (1) 满足 边界 
条 件 (2) 的 解 ,将 》 写 为 级 数 的 形式 ， 


y= е?и* у, срез 


| 全 
并 且 将 此 级 数 代入 方程 (1)。 这 时 ， 对 于 cz 得 到 无 穷 齐 
次 线性 方程 组 .为 了 使 得 这 个 方程 组 具有 非 平凡 解 ,特征 
指数 4 应当 这 样 选择 ,即使 得 条 件 

chrrw 一 1 十 2A(0) sin Ут 


成 立 , 其 中 A(0) 表 示 希 尔 行列 式 


=> фо оао ое 


a 
— 0 0 0 
aA 
1 or 0 
4 ar 
40 =| т 1 + 0 
д 1 а 
о 1 
д 
0 0 — 1 


w ооо оу Фф ç то + $ $ G #f E + © з э b о 
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对 于 小 的 a, 可 以 由 下 列 方程 求 出 4 的 近似 值 ， 


chxrw 一 TI 十 2sin2 开 了 可 sin 77 И +0О(а*%). 


та? 
2Y аа ду 
借助 于 上 面 引 入 的 函数 y (x), 以 及 由 方程 (3) 确 定 
的 数 z, 可 以 得 到 关于 方程 (D) 全 体 解 的 下 列 结果 ， 
(а) 如 果 yiGe)>1, Ш 
у = Сеир (z) + C,e px), 
фь Ф 和 是 周期 图 数 , 其 周期 为 ze; 


(b) 如 果 0107) < Ы—1, Ш =e 为 实数 ， 


у= Се фр, (x) +C px), 
фа, P: АРЕ, 其 周期 为 2 z; 
(с) ЖИЖ 12.072) 1<1, Mj u=ir А, cos 2 лу 
Уб), 
y = (С, cos ух + С. sin rx)0i(x) 十 
+ (С. соѕ ух — Су sin >®)ф»(®), 
фа, 9: ЕЕ, НЯ z; 
(d) 如 果 у. (л) = 1, Шу Ж) HER Ө] ВН 
期 函数 之 和 。 
研究 一 下 对 于 确定 的 数值 a, А 而 得 到 的 所 论 方程 的 
周期 解 CXIES А 值 称 为 特征 值 2?)， 首 先是 周期 为 2= 
的 解 . 周期 为 2 称 的 解 称 为 第 一 娄 马 提 厄 图 数 ; 对 于 给 
1) 关于 特征 值 的 计算 ,在 实数 a ptm FU, Ince, Proceedings Edinbu- 
rgh 45(1926),p. 20—29,316—322; 47(1927),P.294 一 301; 在 虚数 a 的 情况 K, 
т. H. P. Miltholland, $. Goldstein, Philos. Magazine(7),8(1929), р. 
834 一 840. 关 于 方程 
y* + 2 tay! + (Z — w + acos 2 x)y = 0 


的 特征 值 的 估 值 , 见 D. Н. Weinstein, Philos, Magazine (7),20(1935), р. . 
288—294. 
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‘сы узр оф 


定 的 a, 这 些 函 数 只 是 对 于 л 一 “才能 存在 。 如 果 对 于 
其 一 对 数 a, 1, 存在 这 样 的 一 个 函 教 , 则 在 给 定 方程 的 、 

与 此 函数 线性 无 关 的 解 之 中 ， 不 能 有 第 一 类 马 提 厄 函数 
Q =n, < 一 0 的 情况 除外 ); 这 些 解 称 为 第 二 类 马 提 厄 本 


Жж. 将 iiA BETREE x， 则 得 到 所 谓 第 一 类 
和 第 二 类 马 提 厄 伴随 函数 ， 这 些 水 数 满足 方程 


у" — (ach 2 x +1)y=0, 
第 一 类 和 第 二 类 函数 的 线性 组 合 ,如果 当 x— co 时 
渐 近 地 趋同 于 
e-t exp y Taer) 
(精确 到 相差 一 个 常数 因子 ) ， 则 被 认为 是 第 三 类 马 提 后 
FEBER Z. 
第 一 类 马 提 厄 函数 具有 下 列 形 式 的 傅立叶 展开 式 ， 


С„(х, а) = У An ama соз (2т+1)х (n=1,3,5,* ` °), 
m=0 
C, (x, а) = 014 дт сое 2 mx (п=0, 2,4, -••), 


S, (x, ау= УВ, ,2m+1 Sin (2т+1)х (п=1,3,5, **°),` 


= | 


S, (x, a)= SB, ya sin 2 mx (n=2,4,6, ++), 
这 时 ,对 于 给 定 的 a, Co ЎЛА, ЕРА ФЕ ТРЕ (1) 
相应 于 最 小 周期 特征 值 的 解 ( 见 2.30) ;C1LS1] 是 相应 于 
最 小 半 周 期 特征 值 的 偶 的 [ 奇 的 ] 解 ;%Ccs [52] 是 相应 于 下 
一 个 周期 特征 值 的 偶 的 [ 奇 的 ] 解 ， 如 此 等 窒 。 此 外 ,这 些 
解 应 当 规 范 化 ,即使 得 


ө 467 * 


Гош» зет | a= јаме л 当 n0 ВЕ. 


эщ а= 0) kt, WA 5„= sm nx, с, = cos nx, Xt РН 
定 的 а, 88 — 2 Ll J B БЕ Ж, 并 且 满 足 齐 次 积 
分 方程 


л 


у(х) =x fe Via singsint y (t) dt, 


—7 


当 n=0,1,2 Br, Вах С S, 展开 式 的 系数 表 , 见 5 Goldste- 
in, Transactions Cambridge Soc.23, № ХК1927). R Е Langer, 
Transactions Amerie. Math. Soe.-36(1934),p 636—695 一 文中 
研究 了 当 x 为 复数 而 4 取 大 的 值 ( 或 a 取 大 的 值 ) 时 方程 (1) 的 АЕ 
的 渐 近 性 .下 列 著作 中 阐述 了 各 种 的 问题 ，Nielsen, Physical 
Review(2), 40(1932),p.445—456;Teller, Weigert, Nachrichten 
Göttingen(1932), р. 218—231; Pitzer, Journ. Chem. Phys. 5 
(1937),p 468,473;Crawford, [a] E ,8(1940),273; Wilson, Ohem. 
Rev.27(1940),p. 31 БАЖ I, 3 3;Brainer, Weygandt, Phi- 
los. Мавайте(7),30(1940),р.458;А. Erdelyi, Math. Zettsehrift. 
41 (1936), р.653—664. 

2.23. у” + (асоѕ?х + Б) у= 0; №, 2.22. 


2__ R2 
2 23a. у” =(absin эх + соз 2 x + 


2 
+ (2bc—a)sinx + (2ac + b)cosx + т + с? у». 


dx 
其 中 E ==ехр (a sin x—2 cos x + cx), 


2.24. у" = (1+2 ів?2х)у, 


С, Of sinx х 
sosy ТС? (жа + сорт). 


у= 


„ 468 a 


,—| m(m—1) nin- 
2.25. у = сох Г вїп?х +a у. 
假设 у(х) =x(ŠS)cosmzsinzx, 一 sin2%， 则 得 到 超 几 
何方 程 2.260 
&($—1)° +[ (e + 8 +1)š —у | + eË = 0, 


其 中 све (тап) Иа) y=n++- 


4 m= 0 sk = 0 Ff, = 2.424 212.420. 
2.26. g”=[4% (x) +B]g; HEFE. 

CR, Whittaker 和 Watson, № 23 童 ; Янке, Эмде и Лёш; 
Дж Стокер, Нелинейные колебания в электрических и ме- 
ханических системах; М. Д. О. Стрэтт, Функции Ламе, Матье 
и родственные им в физике и технике, Харьков, 1935; In- 
се; Н. И. Ахиезер, Элементы теории эллинтических фуикций, 
1970; М. А Лаврентьев и Б. В. Шабат, Методы теории 
функций комплексногопеременного, 1965; Кузнецов; Ва{етап 
和 Erdelyi, 俄 译 本 编者 注 .] 

同 拉 梅 方程 有 关 的 问题 ， 见 2 .408. 
比较 详细 地 研究 Ч еп (п + ПУЛ, НР n 是 自 
然 数 。 如 果 о o, 是 函数 乡 的 周期 ， 则 对 于 方程 
уи =[п(п+1)2 (м) +а]у, (1) 
H x = оу tlo, 中 的 每 一 个 ， 都 是 具 有 Я r = n+ 1, 
一 n 的 弱 奇 点 。 方 程 (1) 的 解 在 整个 复 * Eh ЕЕ 
的 ， 在 点 v =k tlo 的 邻 域内 ， 存 在 下 列 形式 的 解 ， 
у= (®— №: — los)” Y (х), 
y| = (x — ko — lo) “Y (x), 
ЖФ У, Y, 是 在 此 点 为 正则 的 函数 。 
п=1, ИЖ 
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= ЧС +9) „хл, 


=— la) (2) 
Z Pe (1) ВУ, На HRH 2 (а) 一 4 来 确定 ,而 ©, 
“是 椭圆 函数 理论 中 熟知 的 外 尔 斯 特 拉 НИВА 数 。[ 见 第 
一 部 分 18.8 W. — ЖЕЖ Е. ЛЖ 


азе, ео, ёз 


ne 
则 式 . (2) 两 个 解 线 性 无 关 。 如 果 < 一 ce， W 


с(х + 0) -tn 
ее Т”, ya=[E(x +o) Не, 


构成 基本 解 组 ;这 里 ， 当 7= 1,2,3 FF, 


1 1 | 1 
o=, -5 (+ 0), > 9° 和 =Ni, 71 + 12, 12. 


п=2, 如果 22523 g,(H 52, аз 表示 国 数 2 罗 (x) 的 
不 变量 )， 则 解 具有 下 列 形式 : 


|= оС +e) —sxctezy+83 | 
ах ol(%X) , 


其 中 a 是 方程 多 (a) ва (а Онун, 


#1 — 62 
B= 2? (a) 
2% (а) —аџ* 


如 果 а? =3 z, ЇЙЇ y=P (x) +103008, 


7—1 п 值 ， 也 存在 方程 (1) М. ЯЗ, 
у=” (х) 是 方程 y= 二 12 a)y 的 解 ， 方程 4 y” = 
з («уу ВНЖ 


рее, (5) 
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2.27. у" + (a sn2x +b) у=0; У, М 2.408. 
„|1 pw 1 gpu ` 
2.28. у = (35 ?%(х) + a (x) +a@?(x)+ b )9. 


在 下 列 书 中 有 此 方程 的 解 ， A. В Forsyth, Theory of Dif- 
ferential Equations, Gambridge, 1900—1902, T. IIl, р 464. 


2.29. y 一 { WPF (x) 1g. 
一 个 解 是 : y=exp | /(х)ав, 

М. Ельшин, ДАН СССР XVIII (1938), р 144. 

2.30. y” + [O (x) +Ау=0, Жн D(x) ИН 
ARIE. 

СХ, Whittaker 和 Watson 第 19 #; Дж Стокер, 
Нелинеиные колебания в электрических и механических CHCTE- 
мах, 1953,М. Д. О. Стрэтт, функции Ламе, Матье и родствен- 
ные им в физике и технике, Харьков, 1935; Г. В Бондаренко, 
Уравненне Хилла и его прнменение в области технических 
колебаний, 1936; Sansone, # ҮІ Ж; Кузнецов; Bateman 和 
Erdelyi, 俄 译 本 编者 注 .J 

这 种 类 型 的 微分 方程 ,在 物理 问题 ,技术 问题 和 天 文 
问题 中 常常 会 遇 到 .许多 重要 的 方程 ,有 些 是 直接 地 ,有 
些 经 过 以 适当 方式 选择 的 变换 之 后 ， 均 可 化 为 希 尔 型 方 
程 , 例 如 形 如 2.436 和 2.430 的 广义 勒 让 德 方程 ,退化 的 
超 几 何方 程 ( 见 2.273,2.154,2.20)， 以 及 贝 塞 耳 方程 和 
马 提 厄 方程 ， 

其 次 ,假设 中 (*) 具 有 实 的 周期 2 x 。 这 时 ， 此 方程 
不 可 能 有 两 个 周期 为 47 的 线性 无 关 的 解 ， 但 是 根据 弗 
洛 盖 定 理 ( 第 一 部 分 ,18.7 市 )， 此 方程 必定 具有 和 解 (»》)， 
当 适 当选 择 实 的 或 复 的 特征 指数 4 时 ,满足 函数 方程 

y (x + 2 ze) = e* y (x). (1) 
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解 у(х) Ж 为 稳定 的 还 是 不 稳定 的 ， 取决 于 4 是 纯 
虚数 还 是 具有 非 零 的 实 部 ; 解 称 为 周期 的 还 是 半 周 期 的 ， 
取决 于 exp(2zu)=+1 还 是 一 1， 相应 的 参数 值 ЖП Z, 
称 为 周期 的 或 半 周 期 的 特征 值 ， 

关于 特征 指数 的 计算 ， 见 第 一 部 分 18.791. вн 
以 按 下 述 方式 来 进行 ， 设 将 周期 函数 ФС») 表示 为 傅 立 
叶 级 数 ， 

Фк) = "gem 


= — с 


( 星 号 表示 当 取 和 时 去 掉 п=0 一 项 )》 根据 弗 洛 盖 定 
理解 是 存在 的 ， 且 相应 地 表示 为 下 列 形式 ， 


+ со 
у= е“ Уу? Бе, 


H = — со 


需要 计算 4 和 b, 的 值 ,其 中 6, У АЕ Ра. E y BJ 
表达 式 代 入 方程 ， 则 得 到 对 于 8n 的 无 穷 的 齐 次 线性 方 
程 组 ， 只 有 当 某 一 个 依赖 于 u 的 无 穷 行 列 式 等 于 零 时 ， 
此 方程 组 才 有 具有 所 要 求 的 性 质 的 解 。 该 等 于 零 的 行列 
式 给 出 确定 4 的 条 件 ;然后 ,5; 则 由 相 应 的 线性 方程 求 
出 。 如 果 是 纯 虚 数 ， 则 这 样 求 得 的 解 FRH F КРИ 


П Ж а= (a, 是 整数 ) , 则 这 些 函 数 具 有 周期 2 ло, 
作为 特殊 情况 ， 也 可 参阅 马 提 厄 方程 2.22 和 方程 


2.236. 
关于 希 尔 方 程 组 


= > Ф,.„(х)у, (p=1. *** ,n), 
(=) 


其 中 Фр, ç 是 一 些 具有 相同 周期 的 周期 И, ПМ G. Lemaitre. 
О Godart, Arad. Вещие Bulletins (5), 24 (1938),р 19—23; 
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L. Cesari, Memorie Асай. d'Italia (6), 11 (1940), р 633— 
695. 
2.31. у" =У(х)у. 

假设 y = yul), MARR Ка 方程 〈 第 一 部 分 

4.8 7) 
и! Ни? =f), (1) 

如 果 u(%*) 是 此 方程 的 解 ， 则 原 方程 的 解 可 以 作为 一 阶 
线性 方程 


у/—и(ж)уу=Сехр( — [ud ) 


的 解 而 得 到 ， 其 中 С 是 任意 常数 . 
如 果 YI 天 0 和 p 是 方程 


у" =[ f(x) +а]у (2) 
当 a=a,, a, 时 的 解 ， 则 | 
ula) =o | LY 
о) (22) (3) 
是 方程 
d? | 
и” = | рат 2-4 а, — а = 


=[2 (2) —fayta— 2 р (4) 
的 解 。 如 果 表 达 式 (3) 中 的 wz 8 № E (2) СЕ а=а,) 
所 有 的 解 ， 则 公式 (3) 给 出 方程 (4) 的 所 有 解 。 有 时 可 以 
应 用 上 述 事 实 ， 借 助 于 比较 简单 的 方程 的 解 ， 来 求 比较 
复杂 的 方程 的 解 . 


2.32. у" +16308) + 
+(—”)\#—) + g” y=0, 8=8(*), 


№, 2.162(14). 
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2.33. y” +y’ -+ ае-*у=0. 
经 过 变换 у(х) =ë), Ë= e" 可 以 将 此 方程 简化 ， 
得 到 方程 2.9 
n” +aq=0, 
2.34. y” —у' + ae”y=9, 
+5=—^ 取 作 为 新 的 自 变量 ， 则 得 到 方程 2.33， 
2.35. у’ +ag + бу=0; 自由 振动 方程 。 


(а) 42=а2— 4 Ь`>0, 
у= Сехр 一 4 十 4 x + С,ехр 2—4 х; 
(Б) 4420, 
2, 
y=e 2 + (cieos 于 jz+ Casin 4e )= 
| 2 2 
аж А 1 
= Че 2 sin A (w — В); 
(c) 4 b= a2, 


y=e T” (С,®-+ Сб), | 
CH Степанов, 第 Ур, 81; #11, 832. Rit k 
Е. ] 
2.36. y” ау’ + Бу =} (х); 强迫 振 动 方程 
将 此 问题 划分 为 和 2.35 中 同样 的 一 些 情况 ， 则 得 
到 |， 


x 
_ 2 free på 
(a) у= fro sh (9—0) dt; 
2 | 
(b) y= |/@) 24670 sin —(x —t)dt; 
ç 
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асек 


党 
(с) у= | Л) седе 2 dt. 


此 外 ， 还 应 当 疝 这 些 解 补充 方程 2.35 的 相应 的 解 
作为 被 加 项 。 
ВЕРА 7 (ЕЛЬНЯ, JE E ЖЕЙН (b); 这 时 ,如 
果 “天 0， 则 齐 次 方程 2.35 没有 半期 解 。 根 据 第 二 部 
分 1.2 节 ,由 此 可 知 , 韭 齐 次 方程 只 有 一 个 周期 解 ,并且 
其 周期 等 于 了 (%) 的 周期 ， 
特别 是 ， 如 果 在 情况 (b) 中 ， f=csinwx， 0550, 
Ро? 或 4 天 0， 则 存在 解 
y =ca sin о(х— у), 
其 中 “畸变 系数 ?cx 由 等 式 
| а2-= (b — (0%)? + а?а? 
来 确定 ， 而 “相位 移 ” 是 


y=-Larctg —ы 
сд b — с? ° 


ГПонтрягия: Степанов, Ур $ 1; Д. Стокер, Нелиней- 


ные колебания в электрических H механических системах 
1953. 俄 译 本 编者 注 .j 

2.37. у" т ау’ — (Бх? +с)у=0; 见 2.273(11). 

2.37а. у’ + ау’ + (Бе’-+с)у=0. 


a% — 2 二 ~ 
у=е Z, (2V BeF), 其 中 у= у а?—4С, 


2, ЛЕВА. 
Н. Görtler, Zeitschrift f. angew. Май. Месһ. 2801943), 
р 233. 
2,37, у” +ау' + be2%”g ==0, 
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Бу 0, Еее, 则 得 到 方程 2.9 


b 
n” +— 1=0. 
2.38. у”+2ау'-/(х)у=0, 
设 a>0, f (w ) 是 连续 的 周期 国 数 , 周 期 为 >, ЈЕ Н. 
т? f(x)< М?, 
如 果 а222 М? ДА ж-> co 时 ,每 一 个 解 都 趋向 于 
如 果 <M? + Ня 


P 
Јада ла сћар, 
0 


则 解 具 有 同样 的 性 质 。 
[更 详细 的 定性 结果 ， 例 如 见于 列 著作 ， Bellman, ү; 
Sansone， 第 亚 章 .一 一 俄 译本 编者 注 .] 
2.39. y” +xyg'+y=0, 


уе ( сүүс, fe” ах). 
2.40. у" + xy 一 8 一 0。 
— 1 15 
у= Сх +С, exp 一 可 +x ]ехр —>* dx |. 
2.41. у’+ ху’ + (п+1)у=0, п 为 自然 数 . | 


将 方程 2.39 (077 пк, ШЖ n ИВАНЕ y 
来 表示 ， 则 得 到 此 方程 。 所 以 


іп _ l lit 
2 一 本 52 2 (су+с, [е 2* dx ). 
2.41а. у” +хиу’ + (Бх? +а)у =- 0. 
1 
当 b= ГЫ, WA: 
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[б - - 1-а -х y А жа 
С. + Се "УЗ Mazy 时 ， 


x 
e + (O, + Cx) "a= BF. 


2.42. у" +ху’ —пу=0. 
假设 y(x) =7(8), 5 =ам, 则 得 到 方程 2.44(1) ,其 中 
变量 м, у HA E, 1. 
2.43. у”—ху'+2у=0; 方程 2.4 4 的 特殊 情况 ， 


1 + 
у= (2—1) (C, +C, foor “ dx ). 


2.44. у" —ху 一 ay = 二 0; 韦伯 方程 ， 


| a (а +2)...(a-+ 2v—2) ,, 
у=бС, (1+ > (27)! х? )+ 


а (а+1)(@+3)..(а+2>»—1) +, ) 


+С:(= + (327 于 1 


р y=u(%)exp 了 了 xs 则 得 到 
| 4и" = (^2-- 4а—2)и, 

即 形式 为 2.87 的 韦伯 方程 ;假设 y=), х=5У 2 , WIJ 
得 到 方程 2.46, 基 中 x, y, а RE 分别 换 为 所 1, — 2а; 
ВСУ =1](&), ®-=1&, 则 得 到 方程 2.41, 其 中 м, у, п+1 
各 量 , 分 别 换 为 5, 1, a, 

一 4 等 于 某 一 个 目 然 数 n 的 情况 ,可 以 化 为 2.41. 
ЖЕНИ, УЖЕ 
у"—ху’-пу=0 (1) 


经 过 变换 y=x(xz)exp 工 za 则 化 为 方程 2.41, 其 中 来 
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Ж у Жи, 
| 关于 & 为 自然 数 时 解 的 封闭 表达 式 , №). Zbornik, Akad 
Wien 166(1957),р.42. 


2.45. g"—xg' + (x —1)g =: 0, 
Сена" | ехал zæ а. 
2.46. g”—2 ху’ +ау 一 0。 
假设 y=u (+) exp 二 22%， 则 将 此 方程 化 为 标准 形 
u” + (а+1— х2)и=0, 
而 假设 >(*) =E) exp E, £= 2 , 则 得 到 书 伯 方 程 


2.87 | 
47” = (52 —@—1)1. 
如 果 a= 2 п, гц л 是 自然 数 , 则 通 解 是 


у= =" e x. [C+ o, f er d x j: 


特别 是 , 契 比 雪夫 - 埃 尔 米 特 多 项 式 


‚ 4 А 
y =H a(x) =(—1)"е* Tan e :一 


= E ср’ opga» 


я 
0<y< > 


是 解 ; 契 比 雪夫 - 埃 尔 米 特 多 项 式 也 作为 级 数 展开 式 


z 一 і" 
её" 一 У! Н „(х) = 


n=0 


的 系数 而 出 现 , 当 z?> kj, WA (к) =2 nHn_1(%*)， 
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ЖЕ РЕЖ |х| оор, ух) ВЕЛ РИ 
я RETR”, Jy #ë 
у" — 2 ху’ Ау=0 
具有 特征 值 4=27 (п=0,1,2,---) ЖЕ Н. 

[ Whittaker 和 Watson; Courant 和 Hilbert, |, # 1#, 
89; Д. Джексон, Ряды Фурье и ортогональные полиномы, 
1948; С. Szego, Orthogonal polynomials，1959{ 俄 译本 ,TT. Ce- 
ге. Ортогональные многочлены, 1962);Янке, Эмде 和 Лёш; H. 


Н. Лебедев, Специальные функции и их приложения, 1963; 


俄 译本 编者 注 。] 


Кузнецов; Bateman 和 Frdelyi, 
2.47. у” +4ху' + (4 x*+2)g 0, 
у= (C + Cre”, 
2.48. g”—4 ху’ + (3 х? +2 n—1)g = 0. 
假设 y=eVu(x), 则 得 到 方程 2.12, 其 中 а= —2n 


一 1, y Жи, | 
2.49. g”—4xg' + (4 2—1)g= e”. 
对 应 的 齐 次 方程 属于 2.55 W, Bigu) = уе", 
则 得 到 | 


u" +u=1, 


因此 


u=] + С,соѕх +C,sin x, 


2.50. g”—4 xg” + (4 х? —2)у = 0, 
у= (O, + O,x)e* 


2.51. g”—4 xg’ + (4 2 —3)y =e", 
y 一 ex (C e*t Сзе7* —1), 


2.52. у" аху! +6у=0. 
同 2.273(10) 相 比较 。 特 别 是 ,如 果 此 方程 具有 下 


列 形式 : 
у“ + аху’—пау=0 


(n 为 自然 数 ), 则 经 过 变换 y=1E), Esis y L, 
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化 为 2.46 型 的 方程 ， 其 中 变量 x, y № №5, т, Ша= 
2л; 因而 其 解 可 以 通过 契 比 雪夫 - 埃 尔 米 特 多 项 式 来 表 
示 . 也 可 参 虽 2.303. 

N. Sehwid, Transactions Amerie Math Soe. 31(1935), р 
339—362;J. H. Graf, Math. Ann-56(1903),p 442. 


2.53. y” +2 axz + а?х?у=@. 


ат у= ок y a + C,shx ү а 当 ао, 

e’ C cos x y —a + C,sinx y —а Җ а<0[]. 
2.54. у" + (ах b)g' + (cx+d)y=0. 

假设 

y(z)=n(Dexp[ —— ), 5 = Tall x+ + 222°, | 

则 得 到 


n” + Ëy” + a-3(c2 — abc + a2d)T = 0, 
其 中 取 上 上 面 的 符号 还 是 取 下 面 的 符号 ,应 当 根 据 2220 还 
”是 a<0。 关 和 填 所 得 到 的 方程 , 见 2.40—2.44 ЯП 2.52, 
2.55. у" + (ax+b)y’ + (ах? + Bx + y)g =: 0. 
假设 у=и(х)ехрзх?, R rB s 2 А 5+ 2as+a=0 
的 根 , 则 得 到 方程 2.54 — 
и” L| (a+ 45) + blu +L(B+2bs)X+y+2s1u=0. 
特别 是 ,如 果 原 方程 具有 下 列 形式 ， 


э” —2(ах +Ь) у’ +Li(axt+b)—aly=0, 
| 


a РД 
у= Су + Су», Ни y1=exp( -x+ bx )， 92 一 1。 
2.56. g”—x?g'-- xg = 0. 
3 3 
y=C;x +C, (ep —* f wexp я ). 


2.57. у" — ху’ — (x + 1)”g =0, 
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у=ехр (es + x [ее [ ехв(— 3-32 x ja !. 
2.58. g”—x2(x-+ 1)g'+ x(x*—2)g=0. 
3 4 3 
y= exp Zio, +, fep 7-5 )4» 1. 
2.59. у + ху’ ху = 0; HFE 2.60 的 特殊 情况 。 
д” 
y=O,x +С, [ж-ехр(—*-)ах А 
2.60. y” + ах?’ 1’ + 6х7 29 =0. 
эщ у =0 hF, ИВ: УЕ (95 22 22.3 35), M 
225 二 a(9 一 1) 有 时 ,此 方程 是 方程 2.162(16) ТЕЖ: 
经 过 变换 u(%) 一 yexp 人 >， 则 将 其 化 为 方程 4ur= 
a2x2q-2u 2.14, 2.162 (10) 4+8 k £. 24 b=—a, aq, 
a(9 一 了 时 ,wx exp( — 222), e- ) 分 别 是 其 特 解 ， 


根据 第 一 部 分 24.2 节 ,可 以 得 到 其 余 的 解 . 
ш b=amq 或 5=a(mg 一 1) 时 ,其 中 mm 为 整数 ,也 能 
够 得 到 封闭 形式 的 解 ， 


J. Zbornik, Akad. Wien 166(1957),р.43. 

2.61; y" yV +(„—1-=+Ж-в)р=хехр( —1-х®) 
е ө y 4 x 78 3 ° 
1 

Баба) = yexp[- = )， 则 得 到 
x 
и” —и= х; u= Сез Ce 33%. Ех 
| 1 
2.62. у” — EY фат (x+ Y х —8) у = 0, 


у= (са+© —Jexp/ z, 
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2.63. g”— (2e”+1)y’ + ey=es. 
假设 y(x) =1(8), E= e”, MA] 2.36 型 的 方程 
1" — 21 +1=&; 1=&+2+ e (O, + OË), 
2.633. у” + (ae”+b)y + (Ае?*- Be*+ C)g=0. 
如 果 Ч=—а(а+а), С= (6+8), B=—(aß+ 
+ Бе + 2 z B +- a) , ME 


у =ехр(ае* + Вх) |с, +6, exp[ — (a + 2 а) ex 一 


— @+28) 14а]. 
ЗЕЕ e= О, УБЕ e= —а 时 , 均 可 得 到 4=0 
的 情况 . 
2.64. у” +ay’thx+by=0. 
假设 y(x) =1) (8), Ë =shzx, 则 得 到 2.298 型 的 方程 
(22 + 1)0” + (a + Е’ + bn= 0. 
当 4 一 2 时 ,此 方程 可 以 写 为 下 列 形 式 ， 
(ychx)”+ (b>—1): ychx=0, 
所 以 存在 解 
С,соѕах +С, ѕіпах 34 b—1=a2>0 时， 
у | ан Сола 当 5 一 1 二 一 a2>0 В+. 
2.65. g” +-2ng'cthx-- (п? —a2) g=-0. 


у= (50 ў (Се + Caer), 
2.66. y” +y сх + gcos2x—0. 
y=C,cos sin x+ C, sin sin x, 
2.66а. y” +g'tex-agcos2x=0, 
假设 УС) =n), E= sin x, 则 得 到 方程 2.9 
n” 十 0 一 0. 
经 过 变换 y =u) созат, 则 得 到 下 列 方程 
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и” — (a +2)u’tgx + (b—a—1)u=0., 


ИЖ п ЕН АЖ, УЕ 
y'—2ny'tgx+by=0 (1) 
АНА 
1 dy 
y=[— =) > 
其 中 ”遍及 方程 
v! + (2 + п2)о = 0 
的 解 ; 方程 
у + 2 пу’ шех +by=0 (2) 
具有 解 


1 d ”>+1 
= COS 2п+14 — — Ф? 
У cosx ах > 


Epo 的 意义 同 前 。 后 者 可 借助 于 上 面 指出 的 变换 由 方 
程 (1) 的 相应 结果 而 得 到 . | 
在 奇 的 整数 ”的 情况 下 ,利用 最 初 指出 的 变换 , 可 以 
ШУ Ж. 
对 于 其 他 一 些 特殊 情况 ,指出 下 列 解 ， 


b=at1; у == cos “(Са + С, Í cos 72—24 4х), 
b=1—a, | 
у= Су sin x +Ca| cos “1% + (а—1) sinw | cos #-2xd x | 
2 一 24 十 4， у= С, sin x соз +15 + 
+c, суту (a+ 3) sin x cos ых cos 72-46 dx ) 
b=4—2 a, 
y =C;{(a—2)sinžx +1} +C (a—1) sin x cos 4-х 十 


s 183 * 


+ (а—3)[(а—2) sin ?x 十 可 cos 2-44 dal, 


—a? 


1 
= 一 一 


y=C,(1 + sin x) = + С,(1 — sim жу”, 
2.67. y” + y'tgx—ycos x=}, 
y= Сез! L C eTa 
ГМ, J. Zbornik, ZAMP 1(1956). [= 阅 本 书 第 763 页 
上 的 译文 。] 
2.68. y” + y'ctgx+v(v+1)y=0, 
假设 7(&) = у(№), = cos zx, Jl] 44 | 2.240 型 的 方 
程 ,其 中 变量 z. RAE 
2.69. у’— у’сЕах -zsin2x 一 0 
y =C; cos cos x + С. sin cos% ， 
推广 见 >. Zbornik, ZAMP7G956). [参阅 本 书 第 763 页 上 
-的 译文 。 俄 译本 编者 注 。 1 
2.70. у" +ау'+сх + by=0, 
假设 y(*) = 165), Š= sin ж, 则 得 到 2.249 型 的 方程 
(52—1)7” + (1— a)šm” — br = 0, 
当 4 二 一 2 时 ,此 方程 可 以 写 为 下 列 形式 ， 
(ycosx)”+ (DP+1):ycosx=0, 
因而 其 解 是 
С созах + Созтах 34 b+1l1=a2>0 НР, 
С chex + C shax 当 2 十 1 二 一 2 之 0 В. 
当 2 =2, b= 3 kj, HA 
y=C1c0s х + С. sin x (1 + 2 cos2x), 
2.71. у” +2 ау'сісах + (62—a’)y=0, 40, 5>=0, 
假设 а(х) = y sin ах, 则 得 到 


у соз ж = f 
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у sin ax =C; cos bx +C, sin bx, 


2.71a. у" + ау’сЕасх + bg=0. 
假设 >(*) 一 9(5)， £=cz +Z, 则 得 到 方程 2.70 


а b 
1" ——— ЕЕ 1 一 0。 
笃 别 是 ,如 采 c<= 王 2, 则 有 下 列 情况 ， 
2 
p=1— 7: у= С; sin7*% 十 Cazcos*X， 其 中 v=1—- 


a=2,b=-—1; Ы;у(^)=1($), Ë= sinz, 则 得 到 方程 
2.317, тн x, y ЖЖ, 13 


“一 2，2 一 一 二 :假设 >(*) cos =1(8), ео, 则 得 


到 方程 а х, УЖ) 5, 1. 
2.716. у" —? g'ctg 2 х + agte2x = 0. 
假设 y(x) =1($), Š= cos x*， 则 得 到 方程 2.187 
Eln — En + am==0. 
2.72. g” +а?' (x)g' + [a+ BF (x) — 4na222 (x) |g = 0. 
RL P Humbert, Atti Pontificia Ассай. 81(1928),p 71—84, 
Рз PP! FD! 2⁄2 PLP 2900” 
2.73. у" Еж 9 t—— ppr s= 0 
@ =). 
y=C,%@ (x) +Сье"®. 
[这 里 乡 和 “是 外 尔 斯 特 拉 斯 图 数 一 一 见 2.26. 一 一 俄 盈 本 编 
者 注 ，] 


ахспх 


2.74. у” + У, + 2gdn2x = 0, 


y=C, sin n j dn xd x + C, cos n f бпхах. 
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[这 里 snx,cnx，dnx 是 雅 可 比 椭 加 函数 。 关于 这 些 函 数 详 见 
Whittaker 和 Watson, 第 23 8; Н И. Ахиезер, Элементы Teo- 
рии эллиптических функций, 1970; М. А. Лаврентьев и Б. 
В Щабат, Методы теории функций комплексного перемен- 
ного, 1965 Янке, Эмде 和 Лёш; Кузнецов; Bateman 和 Erdelyi 
一 一 俄 译本 编者 注 ,] 

2.75. у’ ЕЛ(х) y +8(х)у=0 见 第 一 部 分 3$24. 


1 d — 
in R 250 和 TeT ДУ 16 + 二 一 “一 党 数 ， 


那么 经 过 变换 y (=E), £= Ју TET а=, 则 化 为 党 
系数 方程 
Igi 
2.76. у”+/(х)у' + U (x)+aly=g(x). ` 
当 此 方程 的 形式 为 
21 В 41 1 а Е\, 1аВ 
авта Т\еЕШ ЕЛ Т, й 
时 ， 这 里 к=Б(@) (接收 机 超 再 生 微分 方程 ) ,其 研究 见 А. Erde- 
lyi, Annalen Phys 415(1935),р. 21—43,р. 380. 


2.76a. g”+fg' —[a(a +1)f2+ afr]g=0,f=/f(zx), 


у= е (+o, f e QatDF d x ), 


n” + an ++ 1 =0. 


其 中 P= f fda, 


2.77. у" + [af (x) +610 + [ef (x) + d]g=0. 
如 果 a2d — abc +c? = 0, a==0, Wi] 


| C +C, fs | (25-2) х —а f fax Jax ). 


2.77a. у’ + f+zg)g'+ ОИ +fg)g=0; J= f(x), в=Е(м). 
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у=е-Р (с, + o, Í cp-edx ). 


其 中 F=f /(х)4х, G= |є(=)ах. 


2 и 3 
2.78. улоу (EE +a )у=0. 


假设 “ (x)=yexp | fdz, 则 得 到 
и" + аи=0. 
А ; ; _32°_2 — 
2.78а. y” +2fy + (f+ f +£ Де? в?) =й, 
f= f(x), а= а(®), а>0. 
其 解 为 ; 


y= І „Ја ааах | 
JS 


根据 第 一 部 分 24.2 市 ,由 此 可 以 得 到 通 解 。 
2.79. у" — a Fy + bf (x) y= 0. 


假设 >бю=т(Е), £= Гуа, ШИЯ 
(НЫ) f (х) =; 
РА, ЖИЛ 5-0, ДА n” + br = 0. 
2.80. у” — (F+2a)g + [ ајна Ыр )y=0, 
f = f (z). 
( С, 
y= ef O E + z), 其 中 B=expb Í fax, 
МО Olsson, Arkiv för Mat 14(1920), № 1 和 14. 


; 7 # 24/2 
2,81. g” + (ZP r) ри f = f G). 
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2 二 CI 二 Cai Kp u= f +V f2+ b, 
2.82. y”— Б -D£ ly + 


十 | (2—2) (=) 十 多 四 = 6=6(х); 


见 2.162(15). 


{= (х5), в=в(м); 


2.84. у” 一 122-827 (ә Г. 


очен 


f = f (х), g=g(x); №, 2.162(12а), 


2.85. у” — [E+ ern £k |9 /十 


№ g _ 2 а h” ољ 
+6 + (202—1) е? —— +8 |у=0, 
в==(х), й=й(х); W. 2.162(12)b), 


2.86. 45" +9 ху=0; 方程 2.14 的 特殊 情况 . 
将 此 方程 乘 以 本 4, 则 得 到 方程 2.162(1). 


2.87. 4y = (х? +а)у; 韦伯 方程 . 
关于 这 个 方程 , 见 2.273(13) ,以 及 2.12 和 2.44. 
如 果 a= —2(2п+1),п 为 自然 数 , 则 其 中 一 个 解 是 


HII 


其 中 


Н „(у= (тет 4, 
ERE ЖАЖДА, (И, 2.46). 
2.88. 4 g” +4 g'tgx— (5 2х +2)g = 0. 
yy | cos x | =C, +C,(x + sin x cos x), 
2.89. ag”—(x+ab-+ с)у' + [b(x + c) + ау =0; 
方程 2.54 的 特殊 情况 ， | 
假设 y(x) =e” (E), EV а =x—ab+c, ПВ 
2.44 型 的 方程 


— mà 


ё 


0" —57' + 4т=0. 
2.80. а?у” +-а(а? —2 Бе) у’ + b*e 22@@g =0. 


2 b , 
у= С.у + С. у», 其 中 y=exp( 767“ ), У =. 


91—145. (az 十 2) y” += 


2.91. х(у” + у) =соѕх, 
у= С, sln x + O, cos x + 
2 . 
+ sim + [== А х — соз x [^—ут—ах. 
x 2 x 


2.92. ху" + (x +a)g=0. 
H 2.134 得 知 , 此 方程 可 以 化 为 2.113 型. 
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关于 此 方程 的 直接 研究 , 见 М Frenkel, Zeitschrift f. Phys. 
05(1935),p. 599—629. 
2.93. ху’ +y’=0, HH(xg')” =0. 
2 二 C1 十 Cain|x*)， 基 本 解 ， 
1 š 


— | п -> 


2] x 
所 以 ， 对 于 每 一 个 齐 次 边 值 问 题 , 格林 函数 具有 下 列 JÉ 
A: 
Mx, 5) =) + Cas) в а], 
EUR RE YA) =0у' (1), М x—0 Ну) ня” КУБ 
m F, 


а+ш$ 妆 0<4# 委 5 时 ， 
а+іах ЩЕ Ш. 
2.94. xg” +g '+ag=0 12.104, 
2.95. xg”+g' + Аху=0; 方程 2.162(1) 的 特殊 情况 . 
УР И “У (1) =0, 当 x—0 FF y (z) AR” 
的 特征 函数 是 СЛо(2 Ах ), 其 中 特征 值 由 方程 
Jo(21 А) =0 
来 确定 ; 这 里 7, ДЕННЯ. 
Courant 和 Hilbert. 1 ‚339. 
2.96. хуу’ + (x +a)g=0. 
假设 у=1(8)ехр(-1%), #= 2 ix, ШН Я] J Ж 
2.113 


r G, = Í 


+ (1—8) n —-у (а #їа)ү==0, 
Watson. 105, | | 
2.97. xy’—y +ag=0;  ) 2.106. 
2.98. ху” — y’ —ахзу = 0; 
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方程 2.106 和 2.79 的 特殊 情况 . 
Ш а= у lal. АЖ РЯ, 


~ Cich-S ow?+ Cash-F ox м ао 时 
y = 1 1 
С, соз там? +С, sin ev 妆 <<0 ht. 


2,99. xy” —y' +(e" 一 22) 了 一 0 


假设 УС =), £=exp+-22, 则 得 到 贝 塞 耳 方程 


2.162, 其 中 变量 x, у 1 29 5,1. 


2.100, 


2.101. 


2.102. 


2.103. 
2.104. 


xg” +2 g'— xg = e“, 
›=-уе°+-у(Се*+ Сес). 

ху" +? g'+axg=0. 

假设 4(*)==%*>, 则 得 到 不 难 求解 的 方程 uw” + аи=0, 
ху” +2 у’ +ах?у=0; 方程 2.162(1) 的 特殊 情况 . 
假设 u(z) = x y, ШЗ] u” + ахи 0, НЕ 2.14. 
ху" —2 у’ 十 ay 一 0; 方程 2.106 的 特殊 情况 . 
ху” +vy +ay=0, 4 天 0; 

方程 2.162 (1) 的 特殊 情况 . 

如 果 2v= 二 27n 填 1 (п=0,1,2,3,.--), 那么 将 方程 


2.130 AD n w, WHF aA 2 a, п у 0 НУ 
来 表示 , 则 得 到 此 方程 。 由 此 得 到 解 


п 


4 sh 2y —ах 


dr — 
Сута СВ 2y —ax + O, 


y= шахо, 


d” ‚ d . — 
С, Яап cos 2 1 ах + Стя sin 2y ах 
当 ax— 0 В, 
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Ж = —2 n (n 为 自然 数 ) ,而 a= 一 x， 则 解 具有 
下 列 形式 


2 一 (6 一 1) (8—3)... (0—27 +1) 当 6= ТМ. 


2.105. xg” + ag' + bxy = 0; М2. 162 (9). 
当 “天 1 х>0 时 ,经 过 变换 
у(х) =1(&), х[9|[=5%, 9= 


1 
1—4 
则 化 为 2.14 型 的 方程 
n” = — 2229-21, 
经 过 变换 y (xz) 一 9(5),5 一 本 22 则 化 为 2.104 型 的 方程 


2 £?” + (a -- 1) + br = 0. 
#Жа=2 n (n A АХ), li) 


_с_4" 1 d” и ТЕ 
у=С, Чё” exp(2W ы) +C, dË" exp( —2 一 起 )= 


=c (+D ) exp (z у 59-0450 ) exp (— xy —b), 


| а 
НВ =-у—. 


=— 2n 的 情况 ， 见 5.6。 
如 果 0 二 4 二 2, ау®1, M 2<0 А 


x = | ch (x И — cos t) sin “itdi, 
0 
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рана f ch (x У — cos t) sin “tdt 
0 
构成 基本 解 组 ; 当 2>0 有 时 ,函数 


я 
x= f cos (x y b cost) sin 21.417, 
0 


л 


y| = к!“ f cos (х у P cos t) sin 1-<tdt 


构成 基本 解 组 ;如果 &=1 则 应当 分 别 由 


zt 


fo (x V —bcosiyln (х эт) 44 (b<0) 
g 
和 


я 


f cos (x y b cost)ln(x sin ?t)dt (b0) 


D 
u(w)=<x*“% y, 
原 方 程 则 化 为 下 列 形式 : 
ми" (2—a)u + охи=0. | 
2.106. ху’ + ау” + 6х‘у=0; 方程 2.162(1) 的 特殊 情况 ， 
特别 是 ， 如 果 此 方程 有 具有 下 列 形式 ， 
ху“ + (1 —а) у’ + 221 =), 
则 其 解 是 : 
4 一 Ci1cos (х +С), 
4 а=1—2а, 2 一 一 (2 一 1) 时， 则 有 
= у=Суехр(И 2 #19) + Суехр (— V Ë x10), 
2.107, ху’ + (x+ b)g” + ag=0. 
假设 y (%) =T(Š), E= —x, 则 得 到 方程 2.113, 其 中 
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_ ЖЕ м, УЖЕ, 1. 
在 一 些 特 殊 的 情况 下 ， 可 以 指出 下 列 的 解 ， 
当 2—0, а= + 1 Н; | 
у= хе° & y = x, 取决 于 4 的 符号 
24 6—1, а=1 hf; x= e *; 


1 
24 ó=2, a= 1 Ш: y=— 


X 
4 b=2, a=2 hf; у=е* 
2.108. xy” + (x+at+b)y +ау= 0. 
根据 第 一 部 分 22.4 节 , 其 解 可 以 表示 为 下 列 曲线 积 
分 的 形式 ， 
y (x) -人 -ea 一 站 2 一 1CL 


(处 于 积分 路 径 上 的 积分 号 下 的 表达 式 的 临界 点 ,应 
当 借助 于 小 的 半圆 绕 过 去 ); 这 时 


п | b x a £ 
>0 >0 Е в 0 1 
>0 任意 >0 0 + со 
>0 任意 <0 — c° 0 
+ Е >0 > 1 + оо 
Е ж >0 <0 — оо 1 \ 


当 а>>0, 220, x>0 时 ， 其 解 具有 下 列 形式 : 
一 -of mt a — 1(1—t)*- мо, etterl(t—1) ldt, 


Ince, 18837 Zbornik, Akad Wien 166(1957),р 47. 
2.109. xg”—xg'—g=x(x+1)e*“. 
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dx 
у= (02-та 1) ее t Cee Е 


2.110. xg”—xg' —ag=0; FFE 2.113 的 特殊 情况 。 
如 果 а=п(п 为 自然 数 ), 则 
dn-! 
Yı = zgi he7”) 
В. ВЕНЬ, у =и о, 其 中 4 是 方程 
хи’ — (x + n)yu=C 
的 任意 解 ， 如 果 а= n, 则 
y (%)=e*yi(—“z)s 
显然 ,此 解 是 某 一 个 多 项 式 ,由 公式 


y= E (=en) 227 


?一 1 
来 表示 可 以 准确 到 相差 一 个 常数 因子 ， 
2.111. xy’—(x+1)y +y=0. 
у= С1(х +1) + Coe”. 
2.112. ху” — (х+1) у’ —2(х—1)у=0, 
у= Се" +C,(8 х + 1)e”” 
2.113. ху” + (Бх) у’ ау = 0; 
退化 的 超 几 何方 程 ， 
文献 ， Watson, p.100; Янке, Эмде #1 Лёш. Н А Webb. 了 
В Airey, Philos. Мағагіте(6),36(1918), р 129 一 141 一 一 这 里 
还 有 相应 解 的 数值 表 ;HH Buchholz, Zeitschrift f. angew Math 
Mech. 23(1943),р.47—58,р.101—118. [也 可 参阅 ， Н. Н. Je- 
бедев, Специальные функции и их приложения, 1963, А. Крат- 
цер и В Франц, Трансцендентные функции, 1963; Кузнецов; 
Bateman 和 Erdelyi 俄 译 本 编者 注 。] 
如 果 2 不 是 整数 , 则 解 具 有 下 列 形式 : 
у= С,Е(а, b, х) + С.Г" Р(а—8+1,2-—6,^), 
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其 中 FE (a, b, х) = 


_ = (аа) ath) 
=, (а, b, z)=1 + > b(b+1)-- (b+ &—1)4! 


х ИН АЗЕЛЬ ВА A ВА 25, 或 者 由 级 数 表示 的 退化 的 超 
JU РИ Ж, 此 级 数 对 于 所 有 的 x x 值 是 收敛 的 ( 同 超 几何 级 


数 2.260010) 相 比 较 ) 。 此 函数 满足 下 列 函 数 方程 : 
F(a b, x)=e"F(b—a, b, — x), 


F(a, b, x) =F (a +1, b+1, x), 


F(a, b х) – Е'(а b, x) == 


а(а—) 


2& (а, b, х) ЬЕ (a,b, х) (ББ) 


РН 


хЕ(а+1,Ь+2, х), 


F(a, a, x) = e, 
并 且 , 按 照 定义 ,对 于 所 有 а<0 此 式 也 应 当成 立 。 其 次 ， 
如 果 m 是 非 负 整数 ,并 且 5 埃 0, —1, ++, — (m—1), ШШ 


+7 yË 
F(—m, b, x) = У (—1) ЕЛЕ. 
> BFI) (FRI) 


如 果 a=b= —т, 其 中 т 是 非 负 整数 , 则 
л ж" 
у = + gpr = F (—m, — M, x) 一 
&=0 


хт+і 
T (т+ 1)! 


是 原 方程 的 解 。 如 果 = n 
a40 ii, HERA TIER: 
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F'(1, m+ 2, х) 


自然 数 ， 则 当 n>2, 


y=O,F'(a. m х)- 


п—2 


5 (—1)"* (n—k—2) 10k npp tH o| Fla, n, s)1nx + 
R=0 


十 Са 


© ь-1 
pelte (a+ 2—1) ут i 1 1 | 
+ — п(п--1) • •• (п 5-1) Ус? GE ni 755) , 


mM n=], 4 天 0 时 ,其 解 具有 下 列 形式 : 


y=C,F (a, 1, х) +С, F(a, 1, х)1ах 十 


оо k k-i 1 
+ > Ck ki Gp (-=;- 7 7 > )]. 
和 用 第 一 部 分 18 .2 节 和 25.7 节 中 讨论 过 的 两 种 方法 可 
以 得 到 这 些 解 . b= 一 x 的 情况 ,通过 向 212 FE'(a —b +1, 
2 一 5,*) 转 化 , 则 可 归结 为 上 述 情况 . 

经 过 变换 уб) = |z TE, £= +x, 可 将 此 方 
程 化 为 退化 的 超 几 何方 程 2.190 (也 可 同 2.273 相 比 较 》 


Ра Е + | + (>- «5 (z —1)]u= о. 


假设 у = e*u(x), 则 得 到 方程 2.108 
хи" + (x + Буи + (b—a)u=0, | 
如 果 п = b—a 是 自然 数 , 则 此 方程 是 2.116 型 的 方 
程 ， 所 以 在 给 定 的 情况 下 , 原 方程 还 RAR 


-1 
1 | 2 | me 


у= е* іп 
因而 ， 方 程 
xy" + (т—х)у’+пу=0 (1) 
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(m, n 为 自然 数 ) 还 具有 解 


фтп 1 п! ‹ D 
— оё -w _., ' m— 


其 中 


т 
xnes 


L (z) = e° 4 


хп 


是 契 比 雪夫 - 拉 盖 尔 多 项 式 ; 因此 ,方程 (1) 是 契 比 雪夫 - 
拉 盖 尔 多 项 式 ( 见 2.137 ) 及 其 某 些 导数 的 微分 方程 . 
э а>0 时 , 则 有 


= ГГ -+ар—5) j -b/4 — yyb—-a-1 = 
Е (a b, Пао у“ (1—t) "le z dt, 


Ж K 是 某 一 条 来 自 无 穷 远 的 曲线 , ÆA OKKI E 
由 t+ 的 下 半 平 面 过 渡 到 1 的 上 半 平 面 ， 然 后 再 走向 无 穷 
远 ; 例 如 ,可 以 沿 着 从 сто] c+šco .(0<c<01) 的 直线 
来 取 积分 。 = 

关于 其 他 的 积分 表达 式 , 见 HH Bateman, Transactions Ame- 
ric. Math. бов. 33(1931) ,р.817—831. ИЖ Fla, Би, x), F'(a + 
т, btn, я), Flatn, b, x)25 9 cc 时 的 渐 近 线 ， 下 文中 研究 过 ， 
О. Реггоп, Journ. f Май. 151(1921), р. 63—78. 

特征 值 问 题 ， 
у" + (тя) у’ +1у=0 

(т 为 自然 数 ), 具 有 边界 条 件 “y(x) М x 一 0 时 有 界 ， 当 
z> ok AiE 2 的 某 一 个 攻 增 长 得 快 >, 存在 特征 值 4= 
п—т+1(п=тр—1,т, ++) ТЕРА Lim (x). 

[也 可 参阅 Courant 和 Hilbert; Л. Ландау и Е Лифшиц, 
Квантовая механика, 1963; Д Джексон, Ряды Фурье и 
ортогональные полиномы, 1948. — ЖЖ. ] 

2.114. ху”—2(х—1)у'—у=0; 
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t 7 ith PLA 


方程 2.273 (5) 的 特殊 情况 
Riz nE) =xe y, 6 =2 ж, 则 得 到 方程 2.134 
4 En” =(&—2)%.. 
2.115. ху” — (Зх—2)у' + (2 x—3)g = 0; 
方程 2.162(17) 的 特殊 情况 ， 
2.115а. ху’ + (3 х—1) у —– (4 х+5а+4)5=0. 
假设 у (0) ===” (8), E=—5x, WA) ХЕ 2.113 
En” — (#-„1) + (a +1)n=0. 
1— а? 
4 


2.1155. ху” + (ах +2) z —[ b2xe2% + 


х—а )g=0. 


у= ехрі ber Lx ќе, +С, ехр(ж—2 Бег) ах | N 


2.115с. xg”+2(ax+1)g' + (b5xe* (1—6е”) + 
+а?х +? a)y=0, 


y =—exp( 一 4Y — bez) jc， 十 С» [ехр(2 Ба) 4х | . 


2.116. ху’ + (ах+Ь-+п)у' + пау=0, п 为 自然 数 。 
解 为 y=xD, 其 中 心 是 方程 *w + (ax +b)u=0C 
的 任意 解 ， 当 2 为 自然 数 时 , 则 有 ==e 90-0, Жер о 
是 方程 xo” + (п –ах)о=С 的 任意 解 . 
2.117. ху” — (а-+ 6) (х+1) у’ +афху = 0, 2<5, 
利用 第 一 部 分 22.4 节 的 方法 ,得 到 


f В 0 
у = е, Гс, [еа а) С 
а у 


这 里 


而 а==а-—1со, В=у=а, =a +i, 如 果 0<a—)b; 
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а= — оо, В=у=а, =b (а=а, В=у=ф, ð= + оо), 
ИЖ 2<0<6, |a|>> Ж z=>0(z<0). 在 其 他 情况 下 ， 
应 当 考 虑 洛 着 复 平面 上 的 相应 路 径 的 曲线 积分 。 
2.118. ху’ + [(a +b)x+m+n]g' + 
+ (арх + an + bm)g = 0, 
m, п $) Ж НХ, azb 或 туеп. 
假设 < (х) = уехрая Фри (х) = уехрьх, HJ 得 到 
2.116 型 的 方程 
жи” -- [(b—a)x +m+ njw +m(b—ayu=0 
和 
хи" + [(а—Б)х + n +m и’ + n(a—b)u=0, 
由 此 得 到 


= Се ат xnea bs O e bz 4" 


x me(b-a)z 
+ 


当 a=0 时 和 当 2=0 时 ,在 解 之 中 还 有 多 项 式 ， 
2.119. xg”—2(ax-+ Б) у + (а?х+ 2 ab)g =0. 
y =e% (C + С„х?° 1), 
2.119 а. ху” + (2 ах +) у’ -+ (сх +ab)g=0; 
方程 2.162(17) 的 特殊 情况 ， 
48 _ — 1—5 
у=х 2 e а (ху с—а?), Н >= > 
2.119 b. ху’ + (ах+ b)g'—[( (a + e)x+ [су = 0. 
一 个 解 是 y= es. 根据 第 一 部 分 24.2 i (b), Жа 
的 解 可 以 由 这 个 解 得 到 。 
2.120. ху” + (ax +Б)у' + (ex + d)g = 0; 
见 上 述 方程 ,以 及 2.138(a) 和 2.273(9). 


假设 у=е 2 则 得 到 


• 500 • 


xu" 十 Би! + 【人 +4— u= 0. 


当 c= 全 时 ,得 到 方程 2.104， 4 4= “Bf, A 到 广 


FE 2.105, 
2.120а. ху” + (ax+b)y’ + 
+ (— с2х? +асх + (b+1)c)xy=0. 


解 之 一 是 ， y=exp( 一 号 z2?); ;根据 第 一 部 分 24.2 节 


(b), 可 以 得 到 其 余 的 解 . 
7.1206. ху” + (x2+ 1)y +2xy=0. 


x° х? 
y=e (с, +c, f2 e 2 dx ). 
2.121. ху’ — (х2—ху’ + (x—1)g=0. 
. 1 1 | 
у=С 1% 十 Сум firean x2— x )d x, 
2.122. ху" — (х2 —х— 2) у — x(x +3)g=0. 
у=ехрА С +С. жер —- 7 jax ). 
2.123. ху’ — (Фах? +1)9’ + Ьх%у = 0. 
Ш y (а) =и (+) exp (Zat), ШИН 2.162 GOM 
的 方程 
хи” —и'/ + (b — а?) x’u = 0; 
a ра? |}, {| ис. + См”. 
2.124. ху" —2(х?*—а)ц’ +2пху=0; ML 2.210. 
2.125. ху’ + (4х2 —1) y —4ху=4х°. 
假设 у(х) =l), E=, 则 得 到 方程 2.36 
17+ 2 =; 
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у= Се + Cet? 29, 
其 中 о, В 由 方程 +8 —2, аВ= 一 1 来 确定 。 
2.125а. ху" + (ax2+9)g' + bx%3g=0; 2.125 b 的 类 型 . 
假设 ху (х) =и(х), 则 得 到 方程 2.55 _ 


и” + axu’ + (bx2—a)yu=0; 


ща, = ЖА TIER: 


x = «уз 
—— x шр — 
и=е 4 (с, V3 +C,e у >), 


2.125b. xy” + (ах? + Ь)у' +f(x)y=0. 


i1— 


БШ у=а Те 1* u(x), MEADE 
2 ' 2 
atut ли" + [z Раа 1. 1 д Ш = )н=о. 
ЖЖ 


_ a(b+1) 4 3 
J=——— % +— + Вх ; 


2 A 
或 者 Ре 1-08 t Bs, 


则 所 得 到 的 方程 属于 2.162 (1) Жї, 
2.125с. ху” + (ах?+ bx-+ e)g' + (Ах? + Bx+ C) g =0. 
(а) A=aļ(b +k), B=2a—bk— k? C=b(c—1)+ ¿(c—2), 


2 
G 一 一 +x ) х 


ax2 
x fC, С? f == exp| 一 一 (b 十 2) | dzl, 
(b) A=a(b+ Л), B=a(c+1)—k(b+%), C = — ck, 
ax? 
= —— + Á 
y exp( 2 十 * )х 
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х fc, + С; f zexp| ах! _ (b+ 24) | dat, 
(с) 4=—ak, В=а(с—1)—(Ь+ 5), 
С=5(с—1) +А(с—2), 


2 
у =) +С, хе exp| 一 二 一 一 (2 十 2 ya | dal . 
(d) A= —аё B= —&(b +), C = —сё, 


2 
у==е^ fc, 4 cexp| -22 (b+ 2) 46 |. 


Н Görtler, Zeitschrift f. angew. Math Месһ 23 (1943),р.234. 
2.126. ху’ + (2ах? —Т)у’ + (а?х? + а) х?у = 0. 
y= (Ci + Cor?)exp( —-ax 
2.126а. ху” 十 (ах? +2)y +ex y=0. 
аж? 
ш сеа, a(b+1), ab 时 ,得 到 特 解 +-!,exp( 一 他) 
x -exp -5 ); ,根据 第 一 部 分 24.2 节 , 可 以 得 到 通 解 . 


关于 c= 二 amb sç e=a(mb+ 1) ИЖ, WJ Zbornik. Akad. 
Wien 166(1957),р. 42, 


2.126Ъ. ху” + (х°*1—а)уу' + Бх2° 1 у=0, аз&—1, 


у=Сүе®х-+-Се®к эщ Ьу, 


ytti ‚ 
=, e, о Е Ë: at + a+b=0 的 两 个 不 


同 的 根 。 当 b= FF, MA 
у==ех(С, +С„хе гу, 
2.127. ху” + (2axlnx +1) у’ + (а?х1п?х +alnx +a) yg =0. 
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ах 


у= Сузу (2), =í. 
2.127а. ху" —2(хїех +1) у’ +2ytgx=0. 
y =C (tgx —x) +С. (ztgx +1), 
2.128. ху” + [xf (x) +2]y +f (x)g =0. 
xy=Ci+Caf exp — Í f (x) dx |ds, 
2.129. (х—3) у” — (4х—3) у’ + (3х—5)у=0. 
y =е*| С, +С, [езх — 3) dz |, 


2.130. 2х0” + у’ тазу =0, 2550. 
2700 2.16201) 的 特殊 情况 。 (8 0 700) =У (x), 
2х = +52, 则 直接 得 到 
Cicos у 2 ах T С: зіп удах 当 2ax>0 了 时 ， 
| Cch y [2 ax] + C2shy [2 ax] 2 ax <o Hf. 
2.131. 2xg”— (х—1)у' + ag=0, 
假设 y (w)=T(š), х = +š2?, 则 得 到 方程 2.44 
+y” — ё +2а1==0., 
2.132. 2х0” 一 (2x 一 1)9' тау=0. 
假设 705) = у(х), z=¿š?, 则 得 到 方程 2.46 
n” — 2 т! 十 2a7 一 0. 
2.133. (2x—1)y” — (Sx —4)g”' + (x —3)g =0. 


у=е*|Сү+с, fem x—1) Tda |. 
2.134. 4xg”— (х+а)у=0. 
S 
经 过 变换 y=ze ибх), 则 化 为 方程 2,113 
и __ ‚_ {4 — 
жи” + (2—)u” +1) 0, 


* 504 • 


而 经 过 变换 у(х)=1(&), x= 2:£, 则 化 为 方程 2.92 
и. [í L; 1 
| 27 +(š 2 а = 0. 
2.135. 4ху” 二 27 —g=0. 
Cichy x + СВУ x м х0 FF, 
у= |с со и lz] +C;sin y |х. м x 一 0 |+. 


2.136. 4ху” + 4y' — (х+2)у=0; Jf 2.138 的 特殊 情况 


y=e т (с, +o, Í — dz ), 
如 果 边 界 条 件 为 :“ 在 点 *= 二 0 处 ?2z) 是 正则 的 ,而 
4 s> оо} y (z)-—> 0” ‚ЕКЕЖ НН ГУБЕ: 


Гав = Te [а 当 x< В, 
Е 
当 725 时 ,在 此 公式 的 右 端 ,* ЖП š 应 当 交 换 位 置 ， 
2.137. 4xg” +49’ — (х+2)у +ÀAg=0. ШНЕН] 2.138. 
相应 于 边界 条 件 “ 在 点 *=0 处 ?(x*) 是 正则 的 ,而 当 
хоо [ y (z)-—>0” НУ ШЕЙ № А=4п(п=0,1,2,...), 


特征 落 数 为 e р n(x) RESER - 拉 盖 尔 正 交 函数 )， 
其 中 
L = 216 1)7C7 (п — р)!" 


ВЕНАХ 这 些 多 项 式 是 下 列 展 开 式 中 


М, Courant 和 Hilbert, I ,324; Watson р. 100; REES A-M HIR 
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《在 正 半 轴 上 的 ) 正 交规 范 化 函数 
¿ (s) = = e z Lals) 
当 n=1,2,°°,10 和 0934 НЗ, № Е Tricomi, Atti 
della R Ассай. di Scienze Torino 71601941). [也 可 参阅 方程 
2.46 处 所 指出 的 文献 ,一 一 俄 译本 编者 注 . 1 
2.138. 4ху” + 4ту' — (х—2т—4п)9=9. 
假设 y= e- 立 *z(x),， 则 得 到 方程 2.113(1), 其 中 未 
ДР у OU u, 
2.138 а. 4ху” +4(х+а)у’ + xg=0; 
ДЕ 2.162(16) 的 特殊 情况 . 
y=x F e aV T? ах). 
2.139. 16ху” + 89’ — (x +a)g=-0. 
假设 7(*) =q), х ==ë2, 则 得 到 方程 2.87， 其 中 变 
х, y 换 为 7. 
2.140. аху” + byg’ + cg =0., 
将 此 方程 乘 以 z, 则 得 到 方程 2.162 (1) Ё Р W 
w. BER 2.104. 
2.141. axy” + (bx+ 3a)g' + 3by 一 0. 


| Ь | 3. 
y=exp[—— * ) | С1+ Са fx exp xda], 
2.142. 5(ax + b)g” + 8ay' + c (ax+b) g=0. 


假设 (8) = Буба), E=(ax+b) F, MBARA 
方程 


| 9 а?у" +5 су =0. 
2.143. 2аху” + (bx+ a)y’ +су =0. 
假设 у(х) =q), x= +E, Я 2.52 
+ aq” +91 + 201 =0. 
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2.144. 2аху” + (bx + За) у’ + eg = 0. 
Вх 700) =ġy (x), x= +š2, 则 得 到 方程 2.52 
+ am” + bE + (2 c— b)? = 0. 
2.145. (ах +Ь,)у" + (aix + b,)g + (ax + bo) g = 0, 
|а5| + |b:| >0. 
当 a,=0 时 ,得 到 2.54 型 的 方程 。 如 果 2250, А, 
经 过 变换 y(x)—=e%0(E), ag =a + ba HEP s ÆN AE 
425? 十 as 十 40 一 0 的 根 ， 则 化 为 方程 


b, —¿a;,b, 


пы" + | (2 sa, +а,)& + “2 a, + 


а 42 


+( а, — 4gb + а,Ь — a,b; А ул=о. 


如 果 这 里 2 sa,+ a,=0, ЭЕ) E, 则 得 到 方程 
2.162 (1) 的 特殊 情况 。 在 一 般 情 况 下 ， 此 方程 属于 退化 
的 超 几 何方 程 2.273(9) 的 类 型 。 关 于 借助 于 由 线 积分 
的 解 的 表示 式 ， 见 第 一 部 分 22.4 15, 

关于 mm=0 时 的 多 项 式 的 解 , 见 第 一 部 分 22.5 节 和 人 如 Sansone, 
Atti Acead. Lincei (6), 15(1932), р 125—130, 194—197; 
А Mambriani, Annali Рёа(2),1(1938),р 191—194, 


如 果 对 于 原 方程 ,有 
(asb — аро) (a b;,— аР) = (asb; — asbo)2, 
则 е^* 是 解 , 其 中 4 是 两 个 方程 
а? + + ao ==0, b2? + b,k + bi=0, 
的 公共 的 根 ， 


2.145a, (ах Б) у” + $(сх-+4)у’— 
— $2 [ (a + с) х +b + dl]g =0. 
це, у= е: 根据 第 一 部 分 24.2 节 ， 可 求 得 其 余 
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的 解 。 
146—221. х?" + 
2.146. х?у”—69=0; 2.14 和 2.148 КЖ. 
2.147. x2g”—12g=0; 2.14 F0 2.148 的 类 型 。 
у = C ^^ 十 Cx? 
2.148. ху” -ау= 60; 2.14 FN 2.187 的 类 型. 


| Ст cos (Рах) +С, мт (blox) 24 5=а—>0 Е, 
У 


=== Сух? БС, w 2-1 — аъ) БГ, 
ух 4 
Ci 十 Clnx ща= 0, 


2.149. ху” + (ах +) у 0; 方程 2.162(1) 的 特殊 情况 ， 
2.150. х?” + (х? —2) у = 0. 
у= LC, sin (+O) + Ekes 60) 
2.151. x?’y” = (ax? +2) у; У 2.153 的 特殊 情况 . 
y=c( ya i)e = e VE jen, 
2.152. ху" + (а?х?—6)9=0; 方程 2.153 的 特殊 情况 ， 
УС cos (ах +С.) + (1-2) (ах + С.) |. 
2.153 x2g” + [ax2—u (p—1)]g—=0; W 2.162(7). 
假设 u(z)= x ?9， 则 得 到 方程 2.105， 其 中 y, а, 8 
н Я) и, 2" 4， 如 果 v 二 nn 是 某 一 个 自然 数 , 则 有 
y=ar( + 22) (Cie С.е), 
如 果 一 ?二 a ЗЕЕ, МУ (7—1) п (0+1); Ы, 
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— ypynti 1 d "+! C Та С - МА 
Ух x Zx (Се Б С2е ) 。 


2.154. х?у” + (ах? +6х+с)у=0. 
№, 2.273 (6), ИМ 2=0 上 时， 也 可 参阅 2.153。 假 
В у (x) = Ey x, £ =1nz, 则 得 到 方程 2.20 


n” +( aet + Бес 2.0, 


这 里 讨论 的 方程 在 物理 学 中 称 为 “辐射 波动 方程 ?。 
当 a= — 82, b= — 208, c= — а? 时 , 则 有 
= y? P —2а „-2В 
у= же (с, +o, f 266—2 dx), 
基于 此 方程 的 近似 解 ， 见 F Arnot, Proceedings Cambridge 
32(1936), p 161—178; 封闭 形式 的 解 ， 见 J Zbornik, Akad 
Wien 166 (1957) р. 61.[ 书 末 的 附录 中 援引 了 本 文 的 结果 ,一 一 俄 
译本 编者 注 .」 
2.155. x:y”+[ax*—b(b—1)]y=0. 
方程 2.162(1) 的 特殊 情况 。 
假设 у= xP (£), Ë= x1-25 则 得 到 2.14 型 的 方程 
РА 
(1—2) ао, Йир r=— 2. 
而 假设 у= 21-20608), = 020-1, 则 得 到 另 一 个 2.14 型 的 
方程 | 
7 Я — 一 一 № 
(1—2 6)" + а8%=0, Kh #=ъу—у—7. 
НШ, ЯН г 0 或 ;= 二 0, 则 得 到 和 常 系 数 方程 . 


J 2х 
2.156. x2g” + [ах xe (2+ xlnx). 


d x 
y = e*]n x + C In z + Cana |, 


2.157. х?у” ау’ — ху = 0. 
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关于 此 方程 借助 于 定 积 分 的 解法 , 见 Graf. Маф Ann 56 
(1903),p. 432 以 及 以 后 . 
2.158. ху” + ау' — (b’x? + ab)y=0. 


у = е С, 十 С, [ехр(— 2 bx Jaz ]. 
2.159. ху" + ху! —у=ах?, 
а С 
| = +O, +Ë, 
2.160 x2g”+ xg'+ag=0; 欧 拉 方 程 (第 一 部 分 ,22.3 h). 


сер | 当 a= —% <0 hy, 
y | Grin ове +оо (viala) А а==72`>0 |, 
Сү+ Са |2 | 当 a=0 ht, 


究 特 征 值 间 题 时 (对 此 也 可 参阅 2.164), 通常 
利用 此 方程 的 自 共 罗 形 式 , 并 且 假 设 a= — 972, 


ҮР у? 
(ху ) ——y=0. 


关于 ?二 0 和 人 2.93. 如 果 
_1 |5 x \* 
4r =-(=) 
相应 于 边界 条 件 “ 当 х0 В у(х) НЯ, eyd) + 
Ву’ (1 一 0 的 问题 的 格林 图 数 为 ， 


| = rau F) 当 *<E 时 ， 
Г(х &) = 


Са =) Ня, 
2.161. ху” + ху’ — (x +a)g=0; W 2.162(3). 
2.162. ху" + ху! 十 (Xx? 一 V2)y 一 9; 贝 塞 耳 方程 。 

[研究 贝 塞 耳 方 程 和 贝 塞 耳 图 数 的 文献 非常 丰富 . 在 Watson 
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的 书 中 ,有 十 分 详尽 的 叙述 ,还 包含 各 种 表 . 也 可 参阅 Whittaker 和 
Watson， 第 17 &; Янке, Эмде 和 Лёш; Sansone， 第 亚 章 ，8 6; 
Couraut 和 Hilbert ү; Д. Джексон, Ряды фурье и ортого- 
нальные полиномы, 1948; М А Лаврентьев и Б. В. Шабат, 
Методы теории функций комплексного переменного, 1965;Н. 
Н. Лебедев, Специальные функции и их приложения, 1963; 
А. Кратцер и В Франц, Трансцендентные функции, 1963; 
Кузнецов; Bateman 和 Erdelyi. HÆF AAE XMARA E 
хах, iini T. Карман и H. М. Био, Математические мето- 
ды в инженером деле, 1948; Э. Грей и Г Мэтьюз, функции 
Бесселя и их Приложения к физике и механике, 1953.-—— Е 
本 编者 注 .] 

贝 塞 耳 方程 属于 退化 的 超 几 何方 程 2.273 的 类 型 (也 
可 同 2.403 НЕЕ). ДЖЕН НЕЛЛИ Т: 


(у +( #— 7 )у=о, 
其 不 变量 ( 见 第 一 部 分 25.1 ү) Ж: 


__ 1—42? 
《一 1 十 Ax? ° 


经 过 变换 y(%) =), $ 一 一 x， 此 方程 的 形式 不 变 。 所 
以 ,如 果 只 限于 实 的 * 值 ,那么 研究 区 域 * 二 0 便 足 够 了 . 
如 果 ? 不 是 整数 , 并 且 我 们 不 限于 z2>0 的 区 域 , 那么 以 
后 ,我 们 将 x" 理解 为 治 着 由 点 *= 0 发 出 的 射线 剪 开 的 
М x 平面 上 的 单 值 解析 函数 .对 于 对 数 项 也 应 当 是 这 样 .。 
дати 
А (— 1) (= zy" 
7.09 токо 


O 不 等 于 任何 负 整 数 , 对 于 所 有 х ERR 9k) 和 第 二 
З ДЕ НЯ 
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J (х) созул J (х) 
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Y, (x)= (2 为 非 整 数 )， 


Y, (x) =limy „(х) = 


x Ipak Di(2 ko 


2 
= Шат — = £! 
k=0 


улі х үт?" 
_ 1х 042) Pests 01р) 
л — А! (п + А)! (п -+ A)! + АШ 
(п 为 非 负 整数 ) 
均 为 给 定 的 微分 方程 的 解 。 如 果 ，” 为 非 整 数 , И 
y,=C 7, + С, | 
是 通 解 ;特别 是 , 当 v=n+ -4 (n=0,1,2,3, +- “时 , 通 解 
为 
HEL d 1 . 
Уа = x = =) É (С; sin x + С, соз =) |. 


在 任何 情况 下 (> 可 以 认为 是 非 负 的 ) › FER Жї 
2,(х) =6,7,+6,ї, (Ci, Ca 为 任意 常数 ) 
包括 了 所 有 的 解 ， 这 是 一 些 超 越 函 数 , 并 且 如 果 2 > 等 于 
奇 整数 , 则 它们 可 以 通过 所 谓 的 初等 超越 函数 来 表示 ( 见 
2.14; Watson. р. 38,117,120, ) 
在 ?为 韭 整数 的 情况 下 , 朗 斯 基 行 列 式 等 于 


2 sin ул 
ЖЭ (Jy, J_,)= Zx * 


HP) =J, (x) +11 ,(%), 

Hx) =J, (x%)—iY, (x) 
к А Ж = ЖЩ ЭЗЕН РЕ ЖОТА УИК ВА С. РАЖ TAP) 
pu S+ C— x) ,如果 对 于 所 有 的 寡 次 均 取 主 值 , 则 


e 512 • 


ХРА, КВАНГ: 这 是 贝 塞 耳 方程 满 
是 边 盘 条件 
Пи Я (ге) =0 lim H%2(re-i9)=0 

(2<9<л— E, 8>0) 的 唯一 的 一 些 解 ，( 见 Courant 和 
Hilbert, p. 408, ) 

详细 地 研究 一 下 贝 塞 耳 函数 。 这 里 必须 指出 贝 塞 耳 
函数 的 下 列 性 质 . 

对 于 整数 п, 3 /是 展开 式 

беъ) y У, (x)t"” 


Fi = == es 


中 的 系数 .如 果 形 式 上 假设 7 _,,=(—1)J,. Ta 


3 


7t 


而 对 于 自然 数 *， 


ә Z 9 % 
7 _3 (х) =(—) cos x, Ја б) (с) sin x, 


(—1) (25) 8+5 4 (тя) 


J pt4 (x) = = PTEE AN ий 


1 
2 
(由 绝对 值 组 成 的 级 数 ,在 每 一 个 有 限 区 间 上 均匀 收敛 ); 
4"Ү (z) 
“4 (=?) ° 


ж „= (> + 1)/,.1— (+3). ,st (+5) ав ++ * 


Y, (x) =(—2х)" 


поел (w +e о ©”) 


(C 一 0.577. .一 一 - 欧 拉 常数 ); 
d у e у | 
"2, (я) 22,108), 
а УА -17 
Zx” „(x)= — x „+1(%), 


222,05) 一 4%LLA (%) tZ) | 


® 513 • 


在 最 后 三 个 公式 的 第 一 个 和 第 三 个 中 的 > 一 1, 第 二 个 中 
Н) v, 均 不 能 取 负 的 整数 值 . 

x 36328 n 0 和 大 的 *, 则 有 

yax J ,„(х) = ( —1)"”( cos x+ зтх)--О(х-?), 

Уля J ,,  (z#)= ( —1)”t1(cosx— sin x) + О(272), 

同一 类 的 方程 。 在 各 种 数学 应 用 中 遇 到 的 其 他 许多 
方程 , 均 可 化 为 贝 塞 耳 方程 。 对 于 下 面 指出 的 方程 ,其 相 
应 的 变换 可 以 从 解 的 形式 直接 看 出 , 由 此 也 不 难 找到 使 
这 些 方程 彼此 之 间 相 互 转化 的 变换 。 要 了 解 这 里 所 列举 
的 方程 的 详细 情况 ,也 可 参阅 本 手册 适当 之 处 ,那里 引入 
TEJE. 

xy" +axy + (ba”+c)y=0 т5&0; (1a) 


1—@ 


650, y=x 2 z, (Рух?) 


щ у= УЧ) 46 时 ， 
С 1х — + С.х n7" 
4 u =y (1—a)2—4 c 520 时 ， 
=“ (С, + Colnx) 
34 (1—a)2—4c=0 时 . 
х?у” F (1—2 a)xy + (b2c2x25 L 42—92?) у=0; (1b) 
“Z, (cz) 当 6520, cÆ0 时 ， 
»={ Сух» L Сода зи 20, c=0, v0 时 ， 
“(С + СЛах) 234 b=0 в b>==0,c=0,>=0|FF, 


b = 0; y= 


ху" му" — (71) у=0; Z, (ix); (2) 
му’ tay — (x +22) у=0; Z;,(2:V z); (3) 
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муку + (ато, ZVE); (4) 
х?у + жу” + A4(#1—12)y=0 Zx); (5) 
ху" + (1—27) (+1) 0; xZ (x); (6) 


xy” — [см + р(р—1)]у=0; V zZ _ 1 (тү cx); (7) 
2 
ху" + (1—20) у + xy=0 x*Z,(x); (8) 


-i — 
ху" —2 py —cxy=0; x 2 Z 1 (уся); (9) 
2 - 


у^—в#'тзу=о VZ (ү), (10) 


也 可 参阅 2,14; 
э” 土 Xy 二 0; (11) 


(2+5 g’ —=) -一 AE) te” = 0, а) 


=} (=), g=g(2); y=f(2)Z,[e()]; 
»" [25+ Пе’ + 
+065 + (221) +205 )— + в”? |у=0, (12b) 


AN = 
g=g(x), k=hk(x); y=hg'Z, (g€). 
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(13) 


#/ f 
›" [65 + 0-06 jy+ 


+a- (E) ее ]|у=ъ aD 
y=8"Z, (8); 
y?y! —[ (2 a—1)+ 2bcx°]x у” + 
+ [a2 — 282 + (2 а —с)Ьсх° + b2c2x26 + о? 82х28] у=0; 
y=x“e% Z, (wË); 


(16) 
х2у" —[(2а—1) + 2bcx°._]# y” + 


Г (a2 — у2с2) + (2 а—с)Ьсх° + (52 + b2)c2x2c 7] y = 0; 


(17) 
у= xe" (dx); 


х2у" — [ (2 а—1) + 2 íbcx° |w y” + 


+ [ (a2 — y2c2) + (2 a — c)ibcx° ]y = 0; 
® 516 • 


(18) 


у= “ет, (bx); 
xI (х2 — 1) у" + [(1—4 а) м —1 ]х (2 Пу’ + 
+ [ (2 — 12) (2—1) +4 а(а+ 1) 4—2 ах? (x2—1)]y=0; 
(19) 
у == |42 —11%2,(х); 


XYy + (х —2x2tgx) у— (хх +v?) y=0;——Z,(%); (20) 


ж?у” + (x + 2 x2ctgex) y 十 (xctgx -一 22) у=0; (21) 
1 
я. 


му" + (s —2x2f)y'+[%2(1+ fff) фм] у=0, (22) 
f=); y=Z,(#)exp Í Ла, 
X23 “十 2 ах у’ + [ (62е200— у2)с2х2 + а(а—1)]у=0; (23) 
y=x-%Z,(be%), 


жу” (ем уо уса (е), (24) 


А 


也 可 参阅 2.343。 ЖАГ ДЗЕ Н НАТ 
分 方程 ， 号 数 如 下 ， 
3.6,3.8,3.32,3.35,3.42,3.43,3.51—3.53,3.61, 
3.67,3.83;4.22,4.24—4.26,4.33,4.36—4.38; 
5.9,5.11. 
也 可 参阅 J. Zbornik. Akad Wien 166(1957),p 21—56. 
2.163. х2у’ + ху’ + (х? —02)у=ј(х); 
非 齐 次 由 塞 耳 方程 . 
H 2.162， 可 以 求 出 对 应 的 齐 次 方程 的 解 . 如 果 已 
知 非 齐 次 方程 的 一 全 特 解 , 则 其 所 有 的 解 也 便 可 以 得 知 。 
因为 
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JY, 一 7 了 一 人 
лі 


见 第 一 部 分 ,24.2 Эу (а) ) 


ZY ‚(х) ІА (х) fda, (х) ү, (=) f(x)dx 
是 解 . 
(A) 如果. (x) = 二 x*, 则 有 熟知 的 解 的 级 数 展开 式 ( 洛 
T КРИ), 
(а) f(x) ==", п 为 自然 数 
у= (—1)” 1(n —1)!2 "12-2 x 
v+2Á L G+ n) 
xDD (5 ) ГОАО} 
这 里 
ТО у овп) тс) А+. 


(b) (5) =, ЭСИР +r, М Eer, ЛЕО 
的 整数 ， 


(с) f(x) "2", п 为 非 负 整数 ，* 不 等 于 任何 去 mn 
的 整数 ， 


太一 站 х © (п А-1)! x \7—2п +24 
en 2 Lro ipla) g 
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Б x y+9Ë | 
020965) (по, гозер у, 
А!Г(э+й-+„1) V Г(#+1) Г(э+ & + 1) Н 


k=0 
这 里 , 当 n=0 时 ,第 一 个 和 认为 等 于 零 。 


Watson, 345; Whittaker 和 Watson. 


Н (а) =\1(—1)^ 
к= 


是 解 . 
如 果 р(х) 是 有 具有 任意 函数 / (2) 的 原 方 程 的 某 一 个 


解 ， 则 
x“g (bx°) (650,650) 


是 方程 
x2y” 十 (1 一 2 а) x y’ + (bcx? + а? — y2c2) у = c2x<“ f (bx) 
(1) 
的 解 ， 而 
C2 (4 x°) 
是 方程 | 
ху" —[(2а—1) +2 Босх у’ + 
+[ (a2 —y2c2) + (2 а —c)bczx° + (52+ 42) с2х 72°] у = 
= с?“ exe f (d x°) (2) 


的 解 . 
2.164. x?y” + ху’ + (Ах? —12)у=0. 
根据 2.162(1), Бї y= Z,G@G V 1) ЖЖ. 
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ЯП Ж > 固定 , 而 4 为 参数 , 其 值 由 边界 条 件 “y(1) = 
0， 当 #~>0 有 时 ?xz) 有 界 “来 确定 ， 则 相应 的 特征 示 数 是 
y=J,(x УХ), НЕ А НАЕ J (ИА) =0 来 
确定 ; Е п ARE, ШАА. inr)’, 

对 于 具有 边界 条 件 “ 当 0<*<co 时 ?2(*) Җ М” 
问题 , М ЗЕ НВА у = 7, (ху À) (420) 是 特征 函数 ; 因 
此 ,这 个 特征 值 问 题 具 有 连续 谱 。 同 给 定 的 函数 f (x) E 
特征 函数 展开 相对 应 ， 这 里 有 下 列 积分 表示 式 ， 


Ро) = [ак вое, нина © = fE, EDS EAE, 
9 0 

Courant 和 Hilbert. р. 293, 424. 
2.165. ху" -- ху’ + 4 (5х —12)у=0. №\2.162(5), 
2.165а. х?4” + (хта) у’ 一 7 一 0。 

y=C,(x + a) +O,xe” 

2,166. xy" —xy + g = 3xš. 

y= (С, + C, In x) +, 


2.167. ху" —ху’ + (ах” b)g=0;, ML 2.162(1), 
2.165. x*g”+2 xy = 0, HI(x2:g')” = 0. 


对 于 具有 条 件 “?(1)=c2 (1), М х>0 В у(х) 
11 LEPA, АРА ГУБЕ, 
а+1— Е xá 0< zx ЕН, 


Г(х, 5) = 
а+1—-- 当 5 志 xX 全 1 时 ， 
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2.169. х?у’ +2ху’ + (ах—6?)у=0; 
方程 2.162(1) 的 特殊 情况 . 
2.170. х?у’ + 2xg' + (ax2-+- b)g=0. 
方程 2.162(1) 的 特殊 情况 。 如 果 b= п (n —1) 
(2 HARRO, ARARE y =x lua) ‚ШЖ 5 1®2.105 
хи! + 2 пи! + axu=0, 
所 以 ,例如 ,方程 
ду’ +2 ху! — (алх? +2) у=0 
具有 人 解 
x? y =C (ax —1)e” + С,(ах +1)e 2 
2.171. ху" + 2xy +[ÀAx2- ax—n(n+1)]g=0. 
Ап Жн] Jy ЖЕ POE КЕ “y (z)2 х—0 时 趋向 
于 确定 极限 ,而 当 x 六 sc 时 保持 有 界 ” ,那么 ， 第 一 , Ы) 
下 数 第 二 ,使 得 /二 -二 为 大 于 п 的 整数 的 那些 
负数 4, 均 为 特征 值 ; 因此 ,其 谱 由 连续 部 分 以 及 收敛 于 
等 的 可 数 序 列 组 成 。 当 求 此 方程 融 级 数 形 式 的 解 时 ， 可 
以 得 到 对 应 于 谱 的 第 一 部 分 的 特征 图 数 。 对 应 于 谱 的 第 
二 部 分 的 特征 国 数 具有 下 列 形式 ， 
уа бя ду» ) 
其 中 L, 是 契 比 雪夫 - 拉 盖 尔 多 项 式 。 
Courant 和 Hilbert, р 294—296. 
2.172. xy" +2(x—1)y 二 az 一 0; 
方程 2.162(17) 的 特殊 情况 . 
2.173. x2g” -2(x+a)y —b(b—1)y=0. 
假设 у(х) = (8) e, = 1, ИЗА 3 97У 
ЖЕ 2.16209) 
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ёт” + 2 Ьа —a2£7 = 0. 
2.174. ху" —2ху' +2у = x°]n<x. 


xŠ 7 
y =С,х 十 С„х? 十 (ағ ==>). 


2.175. ху” —2ху’ – 40у = xsinx + (ах? +12а + 4)созх. 
2а+1 
x 


у= Сх + Cex 1—acos х — sin x, 


2.176. х0" —2ху/ + (х? + 2) у = 0; 
方程 2.179 的 特殊 情况 


4 一 CiY sin x +C% cos x, 

х 

22" __ / 2 =— 一 

2.177. x2g”—2 xg” + (x:+2)y созх ° 
я 

tex 

x 


也 
y =x sin а |æ | — x cos æ È dx + С,х sin x + C,z cos х, 
0 . 


J Rose, Mathesis 45(1931),р 31. 


2.178. x2g”—2xg” + CET у= 0. 
у= ж? sin х + x cos xin | cos | + C,x sin x + Сх cos ж. 
2.179. x2g”—2xg' + (а?х?+2)у=0; 
方程 2.162(1) 的 特殊 情况 ， 
у= Сух соз ах + C.,x sin ax, 
2.180. x2g”+3xg' + (х2+1—12)у=Их). 

对 应 的 齐 次 方程 是 方程 2.162(1) 的 特殊 情况 ,并且 
具有 解 二 2,(*)。 所 以 ， 给 定 的 非 齐 次 方程 可 以 按 第 一 
部 分 24.2 节 (a) 中 指出 的 方法 求解 

如 果 f(z)= pez tnt (р 任意 , n 为 整数 , ?为 非 整 
Ж, 或 者 ?为 大 于 7 的 整数 )， 则 洛 梅 尔 函 数 
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[= 
ЖЕ 


р 2" 7—1 гов 28-7-1 
ГОУ п) у» | >) 


Ж. 
Watson, р 276. 
ДИ ?= 二, 而且 
дед = (ИО 并 为 偶数 ) 
п (nz 0 并 为 奇数 )， 


则 下 列 诺 伊 曼 多 项 式 (过 的 多 项 式 ) 满 足 方程 


2.181 . 


2.182. 


2.183. 


2.184. 


2.185. 


2.186. 


y=0,(x) =} у) УЦ" 


u<k<— m 


34 > 0 时 
和 O (z) =. 
x2g”+ (3 x—1)g”+ g=0. 


1 1 1 1 
y= exp ——) [| +C, | --ехр--4х |. 
x?y” —3xy’ +4у=5х, 
4 一 5 х +C? Са |х|. 
ху” 一 3xg — 85у = x2] nx. 
C x? 
=C, x’ + —2 — Inl: 
y 1% + 元 9 InÍ+*|_ 
x2g7” —4xy + 6y =x! — х?, 
4 
у= т] +C? Car, 


方程 2.162 (1) 的 特殊 情况 . 
ху” —5ху’ +89 =x’shx, 


shx 
x? 


ах. 


у= С? С. — ch 十 == f 
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2.187. xy" 十 axy 十 by 二 0; 欧 拉 方程 (第 一 部 分 ,22 .3 池上 
由 条 件 ， а+В=1—а, «В =b Е о, В. жа ЯП 6 
是 实数 , 则 解 具有 下 列 形式 ， | 
С,х° + C,xË 当 а5=8 时 ， 
=} (с, +-С. 1х) °`? c= В, 
如 果 а, В== r +s 是 复数 , 则 解 具 有 下 列 形式 ， 
у= [Су соз ($ In x) +С, ѕір (s In х) |, 
2.187 а. ху" +2аху’ + [ (Ь?е?°*—-»?ух? +а(а--1)]у 0; 
2.162023). | 
2.188. x?y” + (ax +b)g'+cg=0. 


假设 y (z) = (В, ЕЕ. 其中， 是 方程 


0% 7(1—а) +с=0 的 根 , 则 得 到 方程 2.120 
En” + [(2—b)š£ + (2r +2— a) | + 
+ [(1—5)5 + 2 y +2—a—br])=— 0. 

当 b=1,c=a—2 时 , 原 方程 具有 解 ， 
1 _ 1 ` 
у=х?-ве% (с, +C, ate? ах ) 


2.188а. x2g”+ (ax +b)g” + (сх? +dx +e)u=0. 
а P 
Би у=х 2 e2*wu(x)( 见 第 一 部 分 , 16.3 35), 01) 
得 到 方程 


х2ц" +| + 42 + e + 5(1-=)+ 


因而 ;特别 是 ,如 2 一 0, 则 得 到 
жи" 二 | сх? 4- dx + e + = (1 —-у)|=0, 


2.189. ху’ taxy’ + (6х”+е)у=0; М 2.162(1),6.84. 
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当 且 仅 当 ,8 二 0( 欧 拉 方 程 的 情况 ) › вх 4 [(a —1)2—- 
—4c]=m2(2 п +1) GE n HARRO PF, 此 方程 的 解 
可 以 通过 初等 超越 吨 数 来 表示 。 
2.190. х?у”-єх?у/' + (ах у=: 
檬 化 的 超 几 何方 程 。 见 2.407. 


假设 =u(%)exp( F-a ), 则 得 到 方程 2.273 
2, т 2 一 一 
xiu + ( T 2 十 04 十 )u=0. 


当 а=0 时 ,此 方程 是 方程 2.162(1) 的 特殊 情况 . 
在 取 卡 面 的 符号 的 情况 下 , 当 a=0,5= — 2 有 时, 则 有 
2 一 C1 (1-2) +c, (1 +2 je。 
Whittaker 和 Watson. р 337. 
2.191. х2у” + x27 一 2 = 0. 
+O, 55 e, 
2.191а. ху” + ху’ 十 аз 4 by 0 
当 方 程 2.162(16) 中 的 常数 取 下 列 数值 时 ， 
za 一 5- 工 c= [>= 1 a= a — + v? = — —Р 
9? + д’ 4 , 
则 可 得 到 这 一 特殊 情况 . 
2.192. х?у” + (х2—1) у 一 2 一 0 


y 一 Ci 二 


yexpx =C; +C, fexp( & 一 + )4х. 


2.193. x2g”+ x(x+1)g' + (x —9)g = 0. 


x2— 8 x+ 20 / f x9e z ). 
=— a C, C ў 
2 tha) а w T 2052 


2.194. ху + {3х —1) у= 0. 
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x 2 | 
уа (8) Са, — yr). 
2.195. х?у” + (х+3) ху’ — у=. 

假设 =x 了 е 了 u(x)， 则 可 作为 惠 特 克 方程 
2.273 的 标准 形式 得 到 
4 х?и” = (м6 = +7)и, 
2.196. ху”—х(х—1)у/' + (x—1)g=0. 


y = (Сх + Сол | ecx-sdx。 


2.197. ху" 一 (2x: 一 2x)2 — (х+а)у=0; 
方程 2.162(16) 的 特殊 情况 ， 
2.198. ху” — (х —2x) у’ — (3х + 2)у=@, 


y==e"[ C, +C, Í = dx ). 


2.199. x:y’—x(x+4)y +4y=0. 


y= зе С, + с | x te-d x ). 


2.200. ху" + 2х?у' —>(>—1)у=0; 
方程 2.162(16) 的 特殊 情况 ， 
当 2=n 十 广 时 的 解 ， 在 下 列 著作 中 研究 过 并 且 编 成 了 表 ， 
Т Okaya. Proe. Phys.-math. Зое Japan (3), 21 (1939), 
р 287—298. 
2.201. ху" +х(2х+1)5' —49=0. 


й 2х2 —4 х +3 
y=Cr фат 


2.202. ху" —2х(х+1) и’ +2(x +1) у =0, 
у= Сх +Сохе?. 
2.203. х2у" аху’ 一 29 0, 
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алу=С,(а^—2) +С.(ам + 2)уе ©®, 
2.204. х?у” + (a +2b)x2g' + [ (а +Ь)Ьх?—2])=0; 
方程 2.162(17) 的 特殊 情况 ， 


_ [l a\ ox (+ A \ сам 
> 一 Cl( 却 Zle + С., току) е 
2.205. х?у” + ах?у' +} (х)у:=0, 
假设 
y=u exp( — ах ), 
则 得 到 


х?и" +Í f(x) 一 地 aax2 |u=0, 


L 2 


2 
2.205а. ху" + хх + а)у' + (Tse) y=0. 


假设 y=x 了 u(x)， 则 得 到 方程 2.107 
1 -一 
2 
2.206. x?y” + (2ax 十 B)xz + (сх? тах +d)g = 0; 
НЕ 2.162(16) 4 c= 8=1 时 的 特殊 情况 . 
2.206 а. x2g” 十 (2ax 十 D)xD + (ax? + ex + а) у= 0; 


a: 
u= 0. 


хи" + (x 十 1)2 + 


方程 2.162(16) 当 c=1, p= 地 时 的 特殊 情况 . 


2.207. х?у” + (ax+ b)xg' + (ах? + @х-у)у=89; 12.215. 
2.207 а. xy" + (ax + b)xg” + (А (a — А) х? + 
+ (aB+bA—SAB)x- B(b—B—1TJ))u=0. 


y= x Be 4” С, + С, (28-е “Od x ). 


2.208. х?у” + ху" + (хх? —2)у=0. 
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2.209. х?у” + (x2 +2) xg” + (х? —2) 5 = 0, 


Е 1 Е гах 
у= Сут + ст =). 


2 
其 中 Е=Е(ху=ехр( ——). 
2.209 а. х?у" —x(x2—1)g”— (х? +1) 0:0; 
方程 2.162(17) 的 特殊 情况 ， 
Ea 
== с. + C,e г). 
2.210. х0" —2х(х—а) у’ + 
+ {2пх? + [(—1)”—1]a}yg =0, 


在 解 当中 存在 多 项 式 Pa), 即 当 a> 一 去 和 
п=0,1,2, ` 时, 如果 使 得 1,2, х?, ., Е 2 45; 


Је аР, x) Pa(x) ах =0, ш тёп 时， 


Шар 315 26 22 МИА, 
2.211. xy" +4х3у' + (4х +2х +1) у = 0, 
假设 u(x) =е у, 则 得 到 方程 2.187 
№2" +и= 0), 
因而 
y= V x 2-*[С, cos (а In z) + O, sin (z In х)] 


1 — 


2.212. зу" + (ах? Б) ху’ +f(x)y=0; 
见 2.125a， 而 对 于 特殊 形式 的 函数 /(z=), Ш z 
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[8] 2.215, 
2.212 а, ху" + (ах? + bx + e) ху! + 
+ (Ах? + Bx + Cx + П) у= 0. 
(а). A=ar, B=as +br—r?, C=bs+cr—2rs, 
D=s(c—s—1):; | 
2 
утте С +o, Í ж?°-©ехр| (2г—5)ух—-5— |ах |. 
(b) 4=a(b—r), B=a(c—s+1) +r(b—r), 
C=bs-+ er—2rs 0 =5(с—5— 1), 


ах? 
y=xexp 一 全 一 — x ) x 
| 2 | 
2 
х fc, +o, f x2s-Cexp (27) |а |. 


2.213. ху” + (х? +1) xg” —g=0. 
His y (x)=), 35 二 x*3， 则 得 到 方程 2.195 
221" + (Е +3) —n=: 0, 
2.214. xy” +[—xt+ (Оп +20 +1)x° + (—1)”а—а?]у=0. 


ME уи (а) z“exp[ 一 去 *?), 则 得 到 方程 2.210， 


其 中 未 知 国 数 > ви, 
2.215. х?у” + (ax”+b)xy + (ax” + Вх" +у)у=0, 
п 不 一 定 是 整数 . 
如 果 4 在 方程 
п? + (b —1)&n +y=0 
的 根 ,那么 经 过 变换 y (xz) = (Е), Еее", ИЕ Ж Я 
па" + [паё + 2 Ап? + n (n —1 +b) | + 
+ (аб + kna + R)m= 0. 
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此 方程 属于 2.120 型 ， 而 在 某 些 情 训 下 ， 即 当 
4 ара? 和 2В=а(6+п—1) 
时 ,属于 2.162(17) 型 ; 此 外 ,在 某 些 情况 下 , 原 方 程 可 以 
化 为 2.162(16) 型 . 
| gly" + (ax + 2c)x y” + 
+[a(b+c+d—1)x2+ce(c—=1)—d(d—1)]y=0, 


b b 
у= я-°ехр( —“ J| Ci +C, [ажр == dx } 
х2у” + (ах? + 2 c)z y? + 
+[а(с—4ух° +с(с-——1) —4(4—1)1у=0, 
| b 
y=] О, +C, {ж-ёехр( -as |. 


2.216. х2у" + lax" +b) ху’ + 
| + (4x + Вх" +Cxf + D)g=0; 
М, 2.162(16). 
2.216а. xg” —2x y tgx +ag=0. 
Biz u(x) = y cos х, 则 得 到 方程 2.153。 
хи" + (x2 + ayu= 0, 
2.216Ъ. x’y’+2x’y’ctg х+ау=0. 
假设 (у= узш Xx， 则 得 到 同情 况 2.216 а 中 一 样 
的 方程 ， 
2.216 с. ху” — (2x tg x—1)xg'— (x tg x+ a)g=0. 
假设 4(*) 二 ycos x*， 则 得 到 方程 2.162 
хи" + хи’ + (x?—aju=0. 
2.2164. х?у’ + (2xctgx +1)xy + (xctgx—a)g=0. 
假设 и(х) = у sin x*， 则 得 到 同情 况 2.216 c 中 一 样 
的 方程 
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чи г. 


2.217. x2g”— (2х1 х—х) у’ — (хех та) у-=0; 
М 2.162(20). | 
2.218. x2g” + (2x2ctgx + х) у’ + (x ctg x +a)y =Q; 
М 2.162(21). 
2.218 а. xy” + xfg'-+ [хў + (a—1)f +a (1—a)]g=0, 
f=f(%). 
у= хее (СС, | <-> naa ) 其 中 к= f: z, А 
2.218 Ъ. ху” + x(f 2а) у’ + 
+ (а + фх)ј —b2x2+a(a —1)]g=0, =} (х). 


у= чес +С, exp ( 2 px— [СЭ ах Jax | „ 


2.219. х?у” +2 xfy + (xf + /?—/-+ ах? +Ьх-+с)у=ф, 
/=/(), 
假设 ис) = yexp f Lda, 则 得 到 方程 2.154, 其 中 未 
яй У 129 u, | 
2.220. х2у” 十 2x2fg + [х? (ИР на) (+1) 100, 
=} (х), 
假设 и(ж)=уехр{ fdx， 则 得 到 方程 2.153, 其 中 
ЕР у Хи. 
2.221. х?у” + (х-—2х°?/) у” + 
+ Дә Й) х ру 0, 
f=f(x); W 2.162(22). 


222—250. (ха?) +... 


2.222, (х?+1)у” + xg +2у=0; 方程 2.297 的 特殊 情况 . 


* 531 ° 


у=С, сози + С. зти, и=у 2 ln (z+ V #2+1), 
2.223. (2+1 у’ ху’ —95=0; 方程 2.297 КЖ. 
y=C1(4 52+ 3)х + С, (4 x22+1)V 2+1. 
2.224. (х?-++1)у”-+ху +ау=0; У 2.297 的 特殊 情况 ， 
2.225. (х°+1)у”—ху' + g=0. 


, х? + 
у= Сух Сах Тая, 


2.225 а. (х?+1)у”— ху’ --24у 一 0. 
假设 y(x) =n), £=¿x, ME 2.231 a 的 第 二 个 
特殊 情况 ,其 中 变量 x, У АХ) Š, 1. 
2.226. (х2+1)у’-+2 ху’ —vw+1)y=0; NN2.240(1). 
2.227. (x2-+1)g”—2xg' +2g=0. 
| у= Сух + C,(x2—1), 
2.228. (х? +1)5у° +3xy +ау = 0. 
将 方程 
(х?--1)и” xu! + (а-—1)и=0 
微分 ， 则 得 到 
(x2+1)u”+ 3 xu” + au” =0. 
所 以 2 二 ww， 其 中 4 是 方程 (1) 的 任意 解 。 方程 (1) 
可 以 根据 2.297 ЖЖ. 
2.229. (х?-„1)у” +4ху' -2у=2созх—2х; 
全 微分 方程 。 


3 


2.230. (х2+1) у” +аху’ + (a 一 2)y 二 0， 全 微分 方程 ， 


—{! | ү 


1 一 | р а, 
у = (52-1) ` 2 G +G, ( (224-1) 2 dx |. 
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2.231. (х2—1)у”—>(»+1)у=0; 

方程 2.240(14) 当 2=n=1 时 的 特殊 情况， 
2.231 а. (x2—1)g”— xy’ +ау=0; 

方程 2.247 a 的 特殊 情况 ， 

а=—3; у=С,(2х%—3 *)у-+С,|х?—1 27, 

а= —24, у=С,(64 х5 — 120 м“ + 60 х? —5) + 
+С (8 ж®—8)|х%—1|7Т, 

2.232. (x2—1)g”—n(n- 1)g+ P; (x) =0, 

Pa Z: n КИ, Q, 是 第 二 类 n ШИ 

АГ, 2.240. REEERE. 


1 
у=- Р-Я) +C (P, —P,_ 1) (1—1). 


2.232 а. (х?--1) у” +ау' 一 59 一 0. 
解 之 一 是 : 
у=|х+1| ра (4 яа), 
根据 第 一 部 分 24.2 节 (b) 的 方法 ,可 以 得 到 其 余 的 解 ， 
2.233. (x2—1)g”—n(n + 1)g + Q; (x) =0. 
3: 2.232 4-5, ЖАА F jN: 


1 
у =-0,-16) +C (СР... Panai) + С. (О. — Фа) . 


2.234. (x2—1)g” + xg” 十 2 一 0. 
这 是 对 于 >” 的 一 阶 线性 方程 ， 于 是 得 到 
y=C1+ Cyu tu’; 
| ж| <1, И u=arcsinx, 并 县 应 当 取 上 面 的 符号 ， 
如 果 121>>1， 则 xz= 一 arcax， 并 且 应 当 取 下 面 的 符号 。 
2.235. (х2 —1) 9” + xg'+ag=0. 
(а) а=о2>>0. НХ 
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СС соз (аагоһ | |) С» sin (carchlx1) — 34] | >1Pf, 

= сыра arccos% } + Соехр( — а arccosX ) a | д | А; 
(b) а= —о02<0, Ж). 

-fe arch|%|)+Cexp(—aarch|x|) 当 |zx| 污 1 肝 ， 


~ (С, соз (а агєсоѕх) + С, соз (а arcsinz) м }ж|<1Ҥ[; 
(с) 如 果 a= —п?(п 为 自然 数 ), WER Zp AR 
比 雪 夫 多 项 式 


Г„(®)у= 2-71 cos (п arccos x), 
Courant 和 Hilbert. I, р. 75, 283, 439. 
(d) 特征 值 问题 : 
(2 一 1)3 ху! —-Ау=0,“24 х= +1 时 ， уба) 
正则 的 >, 一 一 具有 特征 值 1= пап 为 整数 ), 而 特征 函数 
是 契 比 雪夫 多 项 式 Ta). 
2.236. (x*—1)g”+xg' +f(x)y=0. 
当 |%*| 之 1 时， 经 过 变换 
у(х) =1 (5), x= cos E, REALEL(R+1)N, 
则 化 为 方程 
n” = f ( cos Ë), 
即 化 为 希 尔 方程 2.30, 而 当 |1xz|>1 时 ,经 过 变换 
у =1(5), |®|=сһ 
则 化 为 方程 
n” +f (eh) = 0. 
原 方程 的 直接 研究 ， 见 Ince. р 385 以 及 以 后 ! 也 可 参阅 
Poole. Proceedings London Math Soc (2), 20 (1922), 
р. 374. 
2.237. (x2—1)g”--2 xg'=0. 


y=C +C, ln 


+ 
Хх +1!” 
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1 (®*—1)(#+1) 
ЖЕЙ. "г атту |, 


在 边 究 条 件 为 “在 区 间 —1<x—<1 上 y) ER 
ER F, y =C 是 非 零 解 .所 以 , 对 此 边 值 问题 ,只 存在 县 


有 下 列 形 式 的 广义 格林 函数 ， 

1 1 
К 5 (1—x)(1 +ë) + ln 2—5 
1 1 
| —> In 4+4) —5) + 1 2—5 

4 +> hF, 

2.238. (х—1)9”’+2ху’—а. 
у=аш |x+1| +С, +С, 1а = | 


2.239. (х?—1) у” 十 2x2 —Лу=0. 
РЕЗ ERAEN e 2.240 是 一 样 的 ， 边 界 
条 件 “ 在 区 间 一 1<x*<1 上 у(х) 有 界 ” 相 应 于 (简单 的 ) 
RIE A= n(n +1), п=0,1,2,-- Е IEP ЛЕРА 


жү n+ 1 P,(), 其 中 P, EELT, 


Courant 和 Hilbert, L p. 280. 
2.240. (х2—1)5° +2 xy —p (p+ 1)g=0; ， 勒 让 德 方程 . 

P CAR, Courant 和 Hilbert, 1; Whittaker 和 Watson. 第 
15%; Янке, Эмде 和 Лёш: Sansone; Д. Джексон, Ряды 
Фурье и ортогональные полиномы, 194% М А. Лаврентьев 
и Б В. Шабат, Методы теории функций комплексного пере- 
менного, 1965; Н Н. Лебедев, Специальные Функции и их 
приложение, 1963; Кузнецов: Bateman 和 Erdelyi Е 
微分 方程 的 联系 ， 例 如 见 ，C Л. Соболев, Методы математи- 
ческой физики, 1954 (中 译本 ，C. Л RAIE, 数学 物理 方 
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法 , Pa ФИ hik H: 1958) X X I X, ХХХ. 一 一 俄 译本 编 
ФЕ. 1 | 

直方 程 2.407， 当 ау —1,, 22 一 0， a,=as=b,= 
bs=1 а: == В == аз == Bs = 0, == —*, B;=* +1 时 , 则 得 到 
此 方程 ,因而 可 将 其 化 为 超 几 何方 程 2.260。 其 次 ,由 方 
程 2.410, 当 4 一 1,2 一 2 р=2, 9 二 0, "二 一 ?(Y 十 1), s= 
0 时 , 也 可 得 到 此 方程 

也 常常 将 经 过 变换 y(*) 二 7(#), x= cosè 得 到 的 方 
程 

n” sin £ +y’ cos Ë + v (z + 1)7 sin £ = 0, 

БЕ УТЕ Ж. 

РУЖНА RHEA Т: 

Lœ =y 1 —7(0+1)у=0, ` 
ЖЕНУ Л НЛ АР 
| [= 1 __ (+ 1) 
(х?— 1)? 2—1] ° 

经 过 变换 ya) =E), 5 一 一 % 此 方程 化 为 其 本 身 . 
所 以 , 如果 限 于 实 的 数值 *， 则 只 游 虑 区 域 2 — 0 EE 
T. 如果 不 局 限于 区 域 s>0, 则 对 于 非 整数 ww* 应 当 
看 作 是 沿 着 从 扩 * 二 0 出 发 的 射线 剪 开 的 复 4 平面 上 的 
单 值 解析 函数 。 对 于 对 数 项 ,也 应 当 是 这 样 。 

Моя Жел, 

(A) 当 1x*1< 1 时 , 利用 上 面 指出 的 勒 让 德 方程 同 超 
几何 方程 之 间 联 系 , 则 得 到 下 列 形式 的 解 。 


y=C18( —-- 11” > кї }-+ 


2 2, 2’ 
Жр F 是 超 儿 和 何 级 数 2.260(10)。 
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(В)24 |х |221 时 ,假设 


Y, (x) =x" + > ср Н и, 
这 里 2? 不 应 当 等 于 任何 奇 的 自然 数 ; 如果? 是 自然 数 ， 
则 在 上 述 公 式 中 应当 去 掉 分 子 包含 因子 零 的 各 项 . 


(а) 2r 不 等 于 任何 奇 的 自然 数 。 这 时 , 通 解 是 . 
у= Су, + СУ v1. 


(b) 2y=2p+1,p=3Ef 363. ХЕ, ВАН F 
IVER: 


у= Суў +Y- 


这 里 
1 
кы; (0—2) уь — Ар (7) 1 
у Z UM- 
У 6—7 р — У 
-+ 
— Ë >(>›—1)-+-(>»—2Ё-„1ух”-?® 
= CD mo a Rt 
k=0 2 227 一 1)0227 一 3) (2”—2^-+ 1) 


НА, (У, In x + 


(о +1) (0+2). (r42 я о 


}, 4 — a a a 
HAO) 2 AVSER aw +3 (2 +5) (027 十 站 二] 


其 中 
À (r) = 
=(—1)”* * р(0—1) - (р 27) 


‚+ -Ll ; 
22 (7 +2-)1020—1) 022—3). (20—29 +2) 
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2Ь 


ма = (2р) 5 


— 2 2»+2хя+1/ 2 
而 在 У 的 表达 式 中 第 一 个 和 式 的 第 一 项 等 于 x 
(с) 22= —(2g+1),7=1,2,3,- BE: 
у= Су, Су, 
其 中 у” BAC) ФЕНА Е, 


(4) >=—— M Wa, 


y= Ciy- T Соу" -了 
这 里 


| НУ In «Усс Ah) (4 хуя” 
其 中 4: 具有 (b) 中 指出 的 数值 , 
HLERA. эң z2>1 时 , 如 果 2 ”或 者 是 负 整数 ， 或 者 
是 正 的 奇数 , 则 假设 
_ Г(2”+1) 
P(t) =з тууту?" С? 
(Г Жи Eb EFI 22) 而 如 果 27 不 等 于 任何 小 于 一 1 的 整数 , 则 假 
їх | 
= 2°*Г(>+1)Г (+1) 
Q G) = ру) У. 
这 些 函数 称 为 第 一 类 和 第 二 类 勤 让 德 函数 ， 也 称 为 第 一 类 和 
第 二 类 球 函 数 ( 带 谐 函 数 )， 关 于 这 些 函 数 的 积分 表示 式 ， 见 
第 一 部 分 ， 19.5 W. 
WR =z 为 目 然 数 , 则 
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Salar) + 


=} 


d 
y =a) 1" [C1 +C їп 
J. Zbornik. Akad Wien 166 (1957), р. 50. 
这 时 ,我 们 得 到 第 一 类 勒 让 德 多 项 式 
Р„(®у)=27"_ У] (CRC natnm 


0<k<— 
1 а" 
一 TY 1), 


由 此 
P (x)=1, P (z) = x, Р(х) = (3 х? 1), 

Р,(х) =G x3— Зх), P, (z) =- (35 х4—80 22-63), 

同时 ,例如 ， 

0,0) = х 2 


_ 1. я 
22) = l Z 2 ж—1 b 
0,09) =P, (к) n ZEE, 


当 一 co<x< +oco 时 ,，P-(x) 满 足 所 研究 的 方程 。 对 于 自 
然 数 v=n ЖП| * | >1,38 f B РА. 
y=OCO, P, (x)+ С,0,(х), 

为 了 解 非 齐 次 方程 所 应 用 的 朗 斯 基 行 列 式 具 有 下 列 
形式 ; 

IW (P n, Qu) = Р,0,— Р,0,=(1— х2)-1, 

勒 让 德 函 数 已 有 详尽 的 研究 ， 这 里 必须 指出 下 述 情 
况 ，P,.(x) 是 展开 式 


-i = 
(1—2xt+t2) 2 =) P, (жк) 


п={) 
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的 系数 ， 其 次 ， 
vP, (м) = (2—1) (zz) 一 (> 一 1) 已 -2(2)， 
(x?—1) P (х) =ухР,(х) —УР,_,(х); 
由 此 得 到 
*Р„(х)у—Р,_,(жу=>уР,(х), 
多 项 式 忆 .(Y) 的 所 有 零点 都 是 实数 ,并 且 处 于 一 1 和 +1 
2.181, 我们 有 
P) =1, Р,(—1) = (— 1)”, 
| 97)! 
Pang 1(0)=0, Pan(0) =. 
P,(x) # X š|—1<x= +1 .上 构成 正 交 系 , 并 且 
Р,„(х)Р, (х) =] 2 
一 ! 2п +1 — т=п у, 


З (z) 在 区 间 一 1<x< +1 上 是 有 界 变 差 国 数 ， 则 


ЭС) + sz 一 0)]= E а„Р„(х), 
中 
+1 
а„=( п rg) S IOP 


特别 是 ， 
до"! ул СПАТЬ р 


224! (2 п 2+1)! п-2(), 


о<ь<я 

关于 多 项 式 Р, 作为 特征 值 问题 的 解 , 见 2.239. 

勒 让 德 冰 数 也 能 够 借助 于 曲线 积分 来 表示 ,例如 
P (x)= f РИ” д 


271 202—5)" 3 
Нр Щщ БЕНУА РЕЖЕ ДАЛЕ ERA :二 x* 的 封闭 
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曲线 。 其次， 
P (x) == [ (У x2—1 cos 9) "4 p, 
0 


oo dy | 
о Кет rap (>> — 1), 
关于 借助 于 积分 的 表示 ， 也 可 参阅 第 一 部 分 19.5 
р. 
同一 类 的 方程 . 如 果 通 过 »y,(*) 来 表示 转让 德 方 
程 的 解 , 则 以 下 指出 的 方程 具有 后 面 的 解 : 
(x2+1)y +2 4y 一 2(2 十 1)7 一 0， у=у,ах); (1) 
(2X2 一 1)37 十 2(2 +1)му’ — (и +п +1) (7 — п) у==0, (2) 
у= yy (X); 
2x(x—1)y”+[(2”+5)x%—(2x>+3)]y + @ +1)y=0, 
(3) 


УЕ}. x+] 

y=% ? У} 
(X? Iy” + (202 +1) у, (Пр ху=0, (4) 

| у=у,(У =? +1); 

х(х24+1) у + [2 (в + 1)x=24-2n+1]y' — 

— (7—п)(и+ n+1)zy=0, y= 2+1); (5) 
4x2(x%—1)y”+2x(3 x“—1)y” (У +1) (5—1) у=0, 
| (6) 


x2(x2 +1) у + x(2x?+1)y — [rr +1)x? + п] у =0, (7) 
у= х"у9(у ^2+1), п>о 并 且 为 整数 ; 
*®%(®?—1)у” + 2 x3y” +r(v+1)y=0, (8) 


e 64] ° 


_ (2), 
у= у, ү; , 


x2(%2—1)5” +2x3y—vr(v+1)(x?—1)y=0, (9) 
__ ( х? +1 ) 
VEVA 2х $ 


x%2(%2—1)y”+2*[(1—a)x*+al]y + 
+ ([a(a—1)— (+ 1)]x2—a(a+1)1y = 0, (10) 
у= %%у,(х); ` 
х2(52—1) у [2 bcx°(x2—1)+2(a—1)x2—2 а\ху' + 
+ {62c2x2 («2 1) +5с(2а—с—1) 2+2 bc(2a—c+ 1)x° + 
+[4(а—1) —+#(7 +1) 122 —а(а +1) у =0, (11) 
у= еу, (х); 
(2 — 1)" +2 5(52-—-1) у" – [2+ 1) (082—1) + + n2 у=0, 
(12) 


у |2112" 0090), n>0 并 且 为 整数 . 
& Ж > 是 自然 数 , 则 解 | 
Рз (а) = (1—2) 2” P(x), Оз (жу = (1—х%у% "ОЭ (ж) 
KAERA A о Исп Вт Вр ik t PE BË PR Ж. ШЙ. 
2.371. 

(х®—1)%у” —2(2а—1)х(хї—1)у/ + 
+{[2a(2a—1)—rv(r+1)]x?+2a+r(»+1)}y=0, (13) 
у == |5%—1|°у,(); 
(w“2—1)2y” +2(n +1—2 a)x(x2—1)>” + 
+(4a(a—n)x2—[2a+ (э-п+1)(—п)](х%—1)}у=0, 


(14) 
у= |x%2—1|%2x%2(x), п>0 并 且 为 整数 ; 
4х?(х—1)?у” +25 (5—1) (3 5—1) 一 

— [+ +1) (5—1)? +4 n2x |у =0, (15) 
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x +1 十 J 
у=) + суо; (52), 
х (2 —1)?у" (2—1) (3х2 —1) y’ + 
+[22—1— (27 +1) ]лу=0, (16) 
у = CETERA (LE ) 
(а2х2° _1)x2y!” + [а (Ь +1) +-Ь—1 му’ — 
— (2+1) 425228, = 0, (17) 
у= у,(ах?); 
(62° — 1) 52" + [(1 +с— 2 а)Ь2х2 + 9 a +c—1 ]z y + 
+42? [а(а—с) —с27(+-+1)]42° —а(а+с)}у=0, (18) 
у= х®°у„(Ьх°), 
y” sinx + (2nt1)y cosx + (у— п) (ут Ту зїп х=0, 
(19) 
у = yz (cos x); 
у" sln 22 + y” зіп x cos x + [v (? + 1)sin2x — п? ]у=0, (20) 
y = sin x у" cos x); 
J ?2€'(g2—1)y” + [218872 (g2—1)(/ g” +27 е) ] Ру + 
+i DEF Се +255] 
—[ 2f g +r +1) 18” ] 5} у=0, 
F=f (х), g= g(x), (21) 
у= (м)у,(8(м)); 

(х2--1)2у +10 x (x?—1)y”+ 
+48(3%?—1)—2[u (u +1) 十 >(2 +1) 1052-1) у” — 
—6x[ulu +1) +0 (2+1) —2]y + {ulu +1) — v + 1) 02 — 

—2и(и +1) 2007 +1) уу =0, (22) 
у= 5,09) у, (м) из» 有 时， 
天 于 一 个 三 阶 方程 , 3.82, 
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2.240 a.(x: 一 1)2“ 一 2xz +2у=0. 
э==С,х +-С.( +1), 

2.241. (х2—1) у" —2ху’ 一 (人 2 十 2) œ —1) у= 0; 

方程 2.240(14) 当 п=а=2 ЕН. 
2.241а. (х2— 1) у? +3xy +ау=0. 

假设 и(ху=у(хуу |w2—1], 则 得 到 方程 2.235 

(х2—1)и" +xu + (a—1)u=0, 

2.242. ОИ 


у= (= +1) , +C, € зевая). 


2.243. (х2 — 1) у” + 4х9’ + (x:+1)y=0. 
2—1) у= С, sin x + С,соѕ zx, 
2.244. (x2—1)g”+2(n +1) ху’ — (>-++п-+ 1) (2 一 由) 了 一 0， 
п 为 非 负 整数 ， 见 2.240(2) 
2.245. (х?—1)у”—2(т—1)ху'— (—п+1) (+п)у=0; 
方程 2.240(14) 当 а= п НРО. 
2.246. (x2—1)g”—2(—1)xg”'—2ug=0. 


у= |а СС, [#2 — 11712). 


йп Ж y =n ве #k3 ВА У п КЕ НВА и(х) = 
у, ШЕЕ ЛЕ 2.240, ЕН у=л, ЖАПЕ y 
P u, 
2.247. (х? —1) у” +2аху’ +a(a—1)g=0. 
у= С] +1] +C [м —1 1“, 
2.247а. (х? — 1) у” +аху’ +by=0. 
Бї |1 < 1 时 ,假设 yr) =1(8), х = sin g, 则 得 
到 方程 2.70 
n” + (1—а)з+6$— b= 0, 
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mA x> Ж < —1 В, ЯНЕ у(х) =1 (5), X= 二 ch 
和 y(x) =1 (5), % 一 一 ches, 则 得 到 方程 2.65 
n” + (а—1)т/сїһ £ +5n=0. 

其 次 , 经 过 变换 у= |x? 一 1|!"3wu(x)， 则 将 原 方 程 
化 为 方程 

(x?—1)u” + (4—а)хи’ 十 (2 一 4 十 DJ) 一 0. 
Ж 4 是 奇 的 整数 , 则 上 述 变 换 中 的 第 一 个 更 为 可 取 。 

2.248. (х?—1)у’ +axz + (Бх? + сх ъа) у= 0. 
假设 у=е И 1(5) 一 4 一 1 和 2 一 一 2 则 得 到 
ECE +2)m” +[ —2 АЕ? + (a— 44А) + a w + 
+[(c—a))Ë +b +c+ d—akl]u=0. 
关于 这 个 方程 , 见 2.261。 关 于 原 方程 , 也 可 参阅 2.240 
(14). 
关于 c=0 的 情况 , №) А Stratton, Proceedings USA Aca- 
demy 21 (1935), р. 51—56, 316—321; Е Fisher. Philos. 
Magazine (7), 24 (1937), p 245—256. 
2.2493. (х2—1) 8” + (ах+6) у’ + су=0. 

关于 这 个 方程 ,首先 可 以 参阅 勒 让 德 方程 2.240, 以 
及 那里 列举 的 其 解 能 通过 勒 让 德 函数 来 表 示 的 一 些 方 
程 。 假设 y(*)=?7G)，25 三 4 十 1， 则 得 到 超 几 何方 程 
2.260 


801007 + (48 — a +b W teso. 


关于 利用 定 积 分 解 此 方程 , 见 第 一 部 分 8 19. 

如 果 <>2 和 4+2>0, #24 E. 4Х 24 c= n(1—n—a) 
( 为 某 一 个 非 负 整数 ) 时 ， 在 解 当 中 存在 着 多 项 式 。 在 
这 种 情况 下 , 雅 可 比 多 项 式 是 解 ( 见 2.260), 

特别 是 可 以 得 到 ， 


e 645. 


当 b=0 时 ,一 一 超 球面 多 项 式 ， 

ч2=0,а=1 Br, —— 第 一 类 契 比 雪夫 多 项 式 
T, (x) = cos п; 

4 ó=0,a=2 hf, —— HLE АВ 

当 2 二 0,4 王 3 时 ,一 一 第 二 类 契 比 雪夫 多 项 式 


_ sin(n+1)2 
U ,,(%) =— mna 3 
214 b=1,a=3 FF, 

. L) 
sin ( n + — |9 
un sos >.) = 2. ; 

2 sin ç ` 

2 


这 里 ,处 处 有 Y= cos 9, 
2.250，(x2 一 a2)97 二 8xz' +12у=0. 
y=C |x +а| +C |x –а|3, 


251—303. (аа? +6ж+с)у" +: 


2.251. x(x+1)g”—(x—1)g' +g = 0; 
超 几 何方 程 2.260, 自 变量 为 一 %， 
y=C, (%#—1)+C,[(x—1)!1n|*x | —4 x]. 
2.252. х(х--1) у’ + (ax+b)g” +су=0. 
Wit y(x) =1(Е) ,$= 一 *, 则 得 到 超 几 何方 程 2.260 
505—1)" 十 (ea 一 2)9 +cr = 0. 
2.253. х(х+1)у” + (3х+2) и’ +y=0; 
方程 2.252 的 特殊 情况 . 


= 过 (CI 上 Cainlx 二 1 
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2.254. (х? +х—–2)у" + (x?— х) у’ — (6x? +7x)y=9. 
у=(«—1)е**®\С, +С ‚| =?) edal, 
2.255. x(x—1)g'”+ag —2у=0. 


此 方程 是 全 微分 方程 ; 它 每 价 于 线性 方程 
z(w—1)y”— (2и—а—Пу=С, 


其 中 C 为 任意 常数 ， 

2.255а. х(х—1)у” ау’ +by 一 0; 方 程 2.260 的 特殊 情况 ， 
b= 一 6: y=|*|!**?|#—1|]'“ (4%—4—2); 
а—2, 2 一 一 6: у=; 
а=—2, 6=—6; у=(5-—1)%; 
a= ,=— у=|=[*. 


2.256. x(x—1)y” + (2x—1)y’—r” (w +1)y=0. 
Б yC) =n), E =1—2 x, ДЗ 77 2.240, 其 
中 变量 2, у 5. 1. 
2.257. x(x—1)g”+[(a +1)x+5b]g”=0. 
y=C1+Cf [| м — 1 [7972714 


将 此 方程 乘 以 一 2 1(1 一 x*)“”， 则 将 其 化 为 自 共 
вм] =0. 
当 0х ‚51, ЖЖБА АЯ ГУБЕ: 


if = 
врет | тоа щ “M, 


其 中 
Тс = (1—4) 7i 
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具有 下 列 条 件 的 边 值 问题 ， 
І. 3 xz—0 时 ，» 和 2 ER, 


a4 x>] 时 ， (=a 40; 
H. 3 x->1 F, vry AR, 
М 
ао, x #——>Ву40; 


f 
Ш. х0, z ZBO, 


щ ха В, (1—2) +61 2140, 
对 应 于 下 列 格林 函数 ， 


ё f 
г. =+ [тоа (<0, —1<а+ь<0); 
1 


г. 0 р S TO (—1<5<0,а+5>-0; 
0 


Е" { 
гео T'dt + н таг + 1) 
0 1 


1 
1 1 
(—1<5<0, -—1<в+%<0,б=т—у+ | Та, 


етене x< ВЕН Г ВИЙ: 24 5226 时 ,在 
КАЈ а 5 代替 ®,[ Кб. 
2.258. н (ах+Ь)у'+су=0; 见 2.260, 
当 < 一 4 一 2 时， 此 方程 是 全 微分 方程 ; 在 这 种 情况 
一 它 等 价 于 线性 方程 
х(л—1)у’ + [(а--2) pb T УС, 
其 中 C ЖЕ. 
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(а) ф=с=—а, уа frr) 


1 а З 
(b) => t, =: 


у= wl e +e; del ay } 
y 1x—1| | 
(с) b=4, c= —3(a +2): 
at 
y= T ав) С, tC Аах l, 
(d) a=2 i—1,b= —91—1,с=1—21, JZ — RE 
у=5 x+ A:—3. 
也 可 参阅 2.268，2.268 a，b，2.269. 
2.259. x(x—1)g”+[(a +1)x+ b]g'—Ag=0; 见 2.260. 
相应 于 边界 条 件 “ 当 0<x<1 时 , y(*) 有 界 ” 的 特征 
是 4 一 n(n+a) (п=0,1,2,.--), Wu EER ВО в 
EMEC a, n +a, b, х) (BL 2.260). 
2.260. x(x—1)g”+[(G@ +8+1)x—vy]g' +аВу=0; 
高 斯 超 几 何方 程 ， 
[文献 ， Whittaker 和 Watson: Courant 和 Hilbert, 1; Sans- 
опе, 411, 84.5; В И. Смирнов, Курс высшей математи- 
ки, Ж ШЖ, 52 部 分 ,1949,，369 一 376( 中 译本 ,B.， H. 斯 米尔 诺 
k, 高 等 数学 教程 , 第 三 卷 ,高 等 教育 出 版 社 ,1954) Jl Джексов, 
Ряды Фурье и ортогональные полиномы, 1948. Янке, Эмде 
和 Леш: H. H. Лебедев, Специальные функции и их прило- 
жения, 1963; А. Кратцер и В. Франц, Трансцекдентные py- 
нкции, 1963; Кузнецов: Bateman 和 Erdelyi 俄 译 本 编者 
Ё. 
РАЛА АЈА ЛИЕ, М Р Appel, J Kampė de 


Fériet, Fonctions hypergéométriques, ро]употез d Hermite. 
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Paris. 1926. 
原 方程 可 以 简写 为 下 列 形式 : 
H (о, В, у, у, X) = 0; 


(1) 


此 方程 和 实质 上 与 其 等 价 的 方程 2.403， 包 含 着 许多 重 


要 的 特殊 情况 ， 


此 微分 方程 的 不 变量 ( 见 第 一 部 分 , 25.1 好) 等 于 


1—22 + ]— 2 42+ и? — 9—1 
452 4(х—1)? 4 x(x—1) ? 


其 中 
¿=y—1, н=0+8—у, у=а— В, 
荣 一 个 基本 解 组 的 朗 斯 基 行 列 式 等 于 
yiya— yay =C |771 x1, 
方程 的 变量 代 换 。 经 过 变换 
>09) = |2 |1200), 250 
可 将 方程 (1) 的 解 相互 单 值 地 转化 为 方程 
H (z—y+1,8—y+1,2—vy, 1, x)=0 
的 解 ; 经 过 变换 
у(х) = |x —1|77 (%). х1 
可 将 (1) 的 解 转化 为 方程 
H (y—ea,y— B, у. т х) =0 
的 解 ;经 过 变换 


yC) = |æ |E). g=} Жо 


可 将 (1) 的 解 转化 为 方程 
H (а. а-у+1,а—В+1,,5)=0 
的 解 ; 经 过 变换 


убх) = |а), £=—, х1 
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(2) 


(3) 


(4) 


(5) 


(6) 


(7) 


(8) 


可 将 (1) 的 解 转 化 为 方程 

Н (%у—В, у, т, Š) =0 (9) 
的 解 。 如 有 果 人 允许 变量 取 复 数值 , 则 绝对 值 符号 应 当 去 掉 ， 
或 者 换 成 括号 。 关 于 变量 代 换 , 也 可 参阅 2.407. 

ERIR ст. 因为 经 过 变换 (6) 和 (8) 能 将 半 直 
ЖАР Яй z<0 转化 为 区 间 0 过 5 过 1; 所 以 ,如 果 只 限于 
实数 值 *， 则 对 于 区 间 0<`*<1 求 方 程 (1) 的 解 便 足够 
了 .这 个 解 可 以 用 超 几 何 级 数 来 表示 : 


F(a, В, у, x) = 
_ naleti) (eri ПРО: (8+5—1) , 
=1+ 2. kly(y +1) (y+%—1) 
=: оты, k, (10) 


Св 1 


这 里 , y 不 应 当 等 于 任何 入 0 的 整数 ， 当 |1*1<1 时 ,此 级 
数 显然 是 收敛 的 ;借助 于 解析 延 拓 , 可 以 得 到 在 沿 着 实 轴 
№ х=1 F] х= +co 剪 开 的 整个 复 平 面 上 为 正 则 的 单 什 
函数 . 超 几 何 函数 的 一 些 特殊 情况 (n 为 自然 数 ): 


Е(а. —п, п, х) = Е (—п,а, —п, ку VCR Е 
R= Ü 


К(1,1,1,^) =Е(1,0, А, х) = Е (а, 1,0, х) = 


1—5 


Е(—п, В, В, —x)= (1+ x)”: 
nF (1—n,1,2,x)=1—(1—*): 


281 5,01, 1,2) (1 жу" + а-я)", 


п— | 


л “3 
»— 7 tl, 5> 


2 пхЕ( —— 5 2 


la (1++)”—(1—*)"; 
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Е(— п, 1, —n. x) = Ут x, 


k=0 
xXF(l,1,2,—%)=ln(l+*); 
1 3 | 1+ x 
2 ®Е(--, l, а? )= in 
F(s L, Z,a? )=arcsin х; 
2 2 2 
Е (- 01,95 — x? ) 一 arctg x; 
1 1 27n! 
а Е 
| п "+2 972 J (—1) 1-8:...(2л—1) 2п( 2) 
3 3 NO n onn! 
xF(—n, п +-у, > ==) 1:3.:.0 1+0 Png (z), 


其 中 Pm(*) 是 勒 让 德 多 项 式 ; 
F (—n, n +a, b, х) = 
_ xi- а) а d” 
 b(b+1)---(b+n—1) dx" 
这 是 雅 可 比 多 项 式 。 
由 (10) 直 接 得 到 


[xta (1 _ х)а+п727], 


F' Ca, 8, у, ж) = EF (а +1, В +1, у +1, ®), 


只 要 是 7 不 等 于 任何 <0 的 整数 ， 
*4 |< |<1 Rt, JL Be Fla, В, у, x) 满足 方程 
1). м 0 之 * 过 1 时 ， 通 解 具 有 下 列 形式 ， 
(а) у 为 非 整数 : 
C IF (а, В, у, х) +C% YF (—у-+1,8—у+1,2, —y, X); 
(b) у= —с 为 整数 ,c 宇 一 1， 
Ciy + C;x*, 
其 中 
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у= iF (а +с+1, 8+с+1,2 +c, х), _ 


lim ЕС В, 7, х) — 


y= 
—— x ?IF(g—y+1,B—y+1,2—y =) | 
y +c э. А ; 
y" = РО, 
1 
| Е x )— 
im TLE (e, p, у, ж) 


Щ c= —1 时 
和 
1. ор. (у 十 C 一 1) Щщ c=>1 FF, 
7 aß w c=0 IF, 
| 当 c= 一 1 时， 


2” 也 可 以 表示 为 下 列 形式 ， 
y =h Elt ш ж. Е(а+с+1, В +с+1,2+6, ж) + 
С» 


c ` CE LESTES b 
+ У (—1)5< ый frei xk + 


R=0 К 


Ас y? Sirom breth gwerith, 


k 
k=! с+ь+1 


— ыы U U м 


а У (1 г) 
= & сх В+с+х c+] 4х x , 


2》 中 的 第 一 项 等 于 1， 当 c= 一 1 时 假设 此 和 式 等 于 零 ， 


R=0 
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E. > rh A 的 分 母 与 处 于 4 表达 式 中 的 分 子 形式 上 可 


k=l 
约 ， 甚 至 当 A 的 分 母 等 于 零 时 也 是 这 样 
(с) у=, с 是 >2 的 整数 。 经 过 变换 (2)， 则 将 这 种 
情况 化 为 情况 (b). 
用 定 积分 表示 的 解 。 例 如 ， 一 个 这 种 形式 的 解 是 


у= |18-1!(1—#) 78-1 (1—1) *dt= 
0 


_ГГо-В p 
т Гу) (а, B, y, х), 


其 中 y>8>0,|z|<1. НЕ В; 19.5 h: 第 
一 部 分 ;25.3 Ý. 

有 限 形 式 的 解 ， 除了 超 几 何 级 数 为 中 断 的 那些 情况 
不 算 以 外 ,在 下 列 情况 中 ,有 限 形式 的 解 是 熟知 的 ， 


H( aat 5, За+1, у, а )=0, «70; (11) 
у= Си?" + Сух 2и? u=1 + y 1—5 . 
| 1 1 ү 
H( а, a= > > X, х )=05 (12) 


y= A +V x)! 26 LO,(1—V я ) 172", 


н а, а+ =, Z у, * )=0; (13) 


у= С 1 Fatu) 2 4 C,+(1—u) = 22 u=y x, 
H (1,B, у, y, *) =0; (14) 
у= ар ре ©, + а ler а |. 
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y=|%—1| |C +o, x |-*|#—11 ], 
Н (а, В, z+ 1,y, х) = 0; (16) 
у= 12176,6, || [21° |184 |, 
代数 解 可 按 下 述 方式 求 得 .根据 第 一 部 分 25.1 节 ， 
如 果 已 知 方程 
{5 м} =27 (17) 
的 一 个 解 ,其 中 工 是 原 方程 的 不 变 量 ， 则 可 以 求 出 方程 
(1) 的 所 有 的 解 。 在 许多 情况 下 ， 可 以 指 出 方程 (17) 的 
解 ,因此 可 以 研究 方程 (1) 的 所 有 代数 解 的 集合 . 
ҷа, В, y T: 


时 ， 方 程 (17) 显 式 解 ， 见 下 列 著作 ，A В Forsyth. W Jacobst- 
hal. Lehrbuch der Differentialgileichungen. 2Aufl „Braunsch- 


weig, 1912, р. 238, 239, 240, 244. 


在 某 些 特 殊 情况 下 ， 其 解 可 以 通过 完全 椭圆 积分 来 
表示 。 例 如， 方程 


„a КЛ -=) № 
х(х—1)7у +( s Jy tga 0, 
ууу” {19 jy = 
х(х—1)у + (5 * в)’ +в =0 
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均 属 于 这 种 情况 ， 


М С H. Halphen, Traité des fonctions elliptiques et de 
leurs applications, Paris, 1886—1891, т. L p 313. 


[关于 方程 . 
2*(*«—1)у”-+ (3 x+ 1)y”— y =0, 


见 2.312。 关 于 方程 
9x(<—1)y” -+3(3%—1)y’—y=0, 
BL 2,355。 一 一 俄 译本 编者 注 . ] 
同一 类 的 方程 。 最 初 已 经 提 到 过 的 方程 2.240， 
2.403， 都 属于 这 种 方程 ， 通 过 УС, В, у, *) 来 表示 方程 
(1) 的 解 ， 于 是 可 以 指出 下 列 方程 的 解 ， 
®(®—1)у”+(2ж*—1)у”—>(>+1)у=0, (18) 
у= у(>»-Е1, —r, 1, x); 
м2 (#1) у’ +{(а+Ь-+1) + (е-+3—1)]%у' + 
+ (abx —аВ)у=0, (19) 
у= х°у(а+а, b +a, &—f +1, x); 
(ах +1)x?y” + [a(b+2)zx + (@+Ë8+1) ]z y + 


+ (abx + aB) у = 0, (20) 
у= х-%у (1-а,6—а, 1—0 +p, —ах); 
х(х2—1)у" + (ах? + В) у’ +сху=0, (21) 

а—] а—1 1—2 
一 В — —— В 2 
y ‚( +R, АЯ, 2 ‚ =?) 


当 = (а—1)°—с 时 ; 
х? (ал? —1) у" + (арх? + 9)х у’ + (ағх? +5) у=0, (22) 
y= x° y (а, В, у, ax), 


ZE c а, B, y 由 等 式 
c=4A, (1—y)b=4,—4, Ба= 4, + В, bB= 4, + В, 


来 确定 ,其 中 4, A;, Bi, В, 是 方程 
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42— (9 +1) A= s В? (р--1)В == >r 
的 根 ; 


16(z#3—1)2y” + 27 ху=0, | (23) 
-- 1 1 1 ) 
— f x3 — 4 — -二 一 -一 3 
y (x 1) > ( 12 > 4 5 3 5 x $ 
x(x—1)y”+[ (e +B +2n+1)x—G( +n) |у" + 
+ («+ n)(8 + n) y=0, (24) 


у= у(а+п, ptn, у +п, м) = у (а, В,у,х). 
2.261. х(х +2) 9” +2 [п + 1+ (п + 11—280) х Ах2]у + 
+ [2А(р-—-п 1) х +2 р^ + и|у= 0.102.248. 
я z р-п т EARR OISE A A, м REA 
值 时 ， 所 存在 的 解 为 到 一 1 ЖА. 
关于 这 种 解 的 进一步 研究 , 见 A H Wilson, Proceedings Soc. 
London A 118 (1928), р. 617—635, 
2.262. (x+1)2g”+ (х +x—1);g' — (х+3у=0. 
x+ 1 


уехрх =C; +C (е +1) екр Ll 


ах. 


2.263. х(х--3) у” + (3x—1)y + p = 


= (20x + 30) (2 + 3x) 3; 
全 微分 方程 
进行 积分 ， 则 得 到 一 阶 线性 方程 
x(x+3)y +(z—4)y=3(x2+3 x) T+C, 
2.264. (х?+3х+4)у” + (xX2+ x+ 1)g”'— (2x +3)g=0. 
у=С,(х?-+ x+ 3) +C”, 
2.265. (х—1) (x—2)g”—(2x—3)g' +g =0. 
假设 УС) =E), ё 1, ШФ Л, 何方 程 
2.260. | 
2.266. (х—2)?у" — (х—–2) у —3y =Q; 
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第 一 部 分 22.3 节 (b) 中 研究 过 的 类 型 . 


С 
一 3 2 
y=C,(% —2) 十 元 一 了。 


2.267. 2x?y" — (2x2 一 5x +A) y’ — (4x—1)y=0. 
点 4 一 0 是 强 奇 点 .但 是 ,对 于 确定 的 4 值 ( 特 征 值 )， 
ВЕ 


22. | 
а= 2" + (2=0, +1, +2, ++), | 


存在 着 可 以 用 处 处 收敛 的 级 数 表 示 的 解 ， 


y 一 > ах; 
k=0 


其 系数 等 于 
or 
ai= >, ———, 
па) алт!Г( ё+п +-5-) | 


О Perron, Acta math.. 48 (1926),р. 345—351. 


另 一 方面 ,应 注意 , 原 方程 是 全 微分 方程 ， 
Z [zay — (2 х%—ж-+А)у]=0, 
因此 
y=x ТЕ е“ (с, не, f < 一 ex 其 中 им — La А 


0.267 а. 2 х(х— 1) у" + (х—– 1) 9 — у= 0. 
у=С,(5—1) + 


ит 
+ (5—1) 1а > О Hf. 
ногт “U "|= 11 } > 

一 2(XY 一 1)arctg1 |] 当 х<0 FF. 
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2.268. 2 x(x—1)g”+ (2 x—1)g'+ (ax +b)g =0. 
34 0<x<1 有 时 ,经 过 变换 y(n), x= соѕ 25, 
НШ 0) НЕ a 7) 2.22 
п" — 2 (acos? + Б)т=0; 
4 r> В, УНА y (x)=mT(š), x -=сН?Е, 则 化 为 马 提 
ЛЕВЕ РА КУУРА 2.21; 最 后 , М *<0 时 , 经 过 变 
换 у(5) =C), x= -– 5125, MHEID E 
n” — 2 (аһ? — b) = 0. 
根据 第 一 部 分 18.2 节 ,所 研究 的 方程 可 以 借助 于 大 
级 数 求解 ; 由 于 存在 因子 *(* 一 1) ,这 些 级 数 不 一 定 处 处 
收敛 .但 是 ,也 可 以 按 下 述 方式 来 进行 ， 可 以 指出 ,在 复 
数 域 中 ， 所 研究 的 方程 具有 两 个 线 性 无 关 H yia), 
y(x), 1093884 Y хе, А, 可 以 表示 为 处 
Ү(х) = > |с„х”. (1) 


720 
根据 3.26， 函 数 工 满足 方程 
2x(w=—1)Y"”+3(2x—1)Y” + | 
+2(2ax+2b+1)Y'+2aY=0. (2) 
将 (1) 代 入 方程 (2) ,并 且 假 设 а=2а, В=2(28 +1), И 
得 到 关系 式 
6 c;= 8с; + осо, 30 c3 =2(8 +6)с + 3 «сү, 
并 且 当 п222 时 : 

(п+1) (п +2) (2 n +3) ny = 
=[2n(n+2)+ b](n + 1)с„ i + (2 n +1)ас,. 
当选 择 适 当 常 数 co, с, 时 ,具有 从 这 些 关 RA Ж ЈА 
数 c, 的 级 数 处 处 收敛 .现在 如 果 仍 然 认 为 变量 是 实数 ， 

则 由 等 式 yi2s 一 工 ， 朗 斯 基 行 列 式 满足 方程 
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У 5 Y° 
由 此 可 以 算出 y, 和 >>. 


ТЕМ Е Lindemann, Math Апп. 22(1883), р 117—123; 
Whittaker ЯП Watson 


2.268 а. 2 х(х—1)9”— (2 x—1)g”+ag=0. 


假设 y (xz) =E), x= sin =, 则 得 到 方程 2.71a 
六 一 2 ПЕ —51=0, 


特别 是 ,如 果 а=2, |] y=2 x—1 是 一 个 解 ， 
[2.268Ь. 2x(x—1)g” + (3х +1)g” —g = 0; 
见 2.260 和 2.312. 一 一 俄 译 本 编者 注 ,] 
2.269. 2 x(x—1)g” + [02 +5) x— (22 +3)]3” + 
+ (+}+1)у=0; WW 2.240(3). 
2.279. (2x*+6x- 4)g” + (10x2 +21x +8) у’ + 
+ (12х? +17х +8)g = 0. 


% 
2.271. 4х?” +у=0; 2.187 型 . 
相应 于 具有 条 件 y(a)= y(a+1) (а>0) 的 边 值 问 


АНЯ PR РЯ 80е: 


m m 
ГУ ат 4 a <E ЕТ, 
n 


a 


° 560 = 


ни Aha ИА 


当 *>š 时 ,需要 将 右 端 的 4 和 5 交换 位 置 。 
G. Usai, Giornale Mat., 68(1925),р. 85—97. 
2.272. 4х?у" + (á a2x* + 1) g = 0; 
方程 2.162(1) 的 特殊 情况 . 
关于 具有 条 件 2(0) = у(1) =0 的 边 值 问题 的 格林 


АЖ, М G. Usai, Giornale Mat., 63(1925),р. 85—97. 


2.273. 4х?” = (х*—4Кх+4т?—1)у; Жр J E, 

И. Whittaker 和 Watson, р. 337—354; А. Erdélyi, 
Math. Zeitschrift 42(1937),p 125—143, 641—670; H Buch- 
holz, Zeitschrift f. angew. Math Месһ. 28 (1943), р 47— 
58, 101—118. 关于 数值 解 ， 见 Янке, Эмде 和 Лёш., [也 可 参 
12], Кузнецов: Bateman 和 Erdelyi. ЕЕ, J 

此 微分 方程 是 退化 的 超 几 何方 程 的 简化 形式 СА, 
2.407). 

当 4=0 时 , 则 得 到 贝 塞 耳 方程 2.162 的 简化 形式 ， 
此 方程 等 价 于 方程 2.113 ,也 就 是 说 ,经 过 变换 


1 l 
у= 2'"1727е7— 3 *и(х) 


则 化 为 方程 
жи” 十 《2 m+1—æ)u + Í 1 一 mm 一 去 ju 一 0， 


通过 y (2, т, z) Же УЛЕЙ. (т. х), 
同时 也 就 是 УСА, т, 一 *)。 所 以 ， 当 对 于 实数 值 * 解 
此 方程 时 ,可 以 只 限于 区 域 + 二 0. 

借助 于 寡 级 数 求解 方程 ， 关 于 这 一 点 , 见 第 一 部 分 ， 
agag OOTTE 

设 


s 561 


> a(a+1])- (a +n—1)x" 
P (a ,b, x) =1+ ъъ) Tn ln 


(2 不 等 于 任何 过 0 的 整数 ) 是 对 于 所 有 * ЗЕЕ 
默 尔 级 数 ( 见 2.113). 如果 2 不 等 于 任何 整数 ， 则 通 
解 是 | 

y=( M, mX) + СМ» _ (=), (1) 
其 中 


Mp (x)=x +m Ta p (т. от+1, =) (2) 
Д& ВЕ 50, 9 | А. їй Е. ВА $z J FE 


1 
M, ,,(w)=(—1) M h m(—%) 


的 函数 ， 如 果 2 m 是 整数 ， 则 (1) 中 包含 的 两 项 之 中 ,至 
少 有 一 项 是 解 。 这 时 , 可 以 根据 第 一 部 分 18.2 闻 和 第 一 
部 分 24.2 节 的 方法 求 得 通 解 . 

在 一 些 特殊 情况 下 , 国 数 4 可 以 化 为 其 他 的 已 知 国 
数 ， 例 如 ， 


Mo „ (к) =4 тег (m+ Z „(3-я 


《2m 不 等 于 任何 负 整 数 ) ,其 中 7m(*) 是 贝 塞 耳 函数 ， 


1 
Ми, (и) = (— "уу = xe H „(У x)= 


一 D, (Уз =) 


э 
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3 _ — 
= CD 5(эп+11у!^ 4 6 2 “H (Их) = 


02") а 


“ær x 70,1012 x) 


(п 为 非 负 整数 )， 其 中 H ER К-К TA, 
D MUA. 


nt gz B, ° 


W k „ (2) = 


| 27)7 十 此 一 上 
ая дА f (—)“(1 +—) | e dt, 


ф-ту УНИ (图 | ez 


30) 是 一 条 曲线 ,这 条 曲线 的 两 端 — 
ВЖЕ + о°, ЭР НЕЕ Е ( x | ВЕ 
过 点 二 0, 而 不 包围 点 *(%* 不 处 | 


于 正 实 半 轴 上 ); IF arge M эщ а а 

WEM, ала) <e, ming: 沿 着 处 于 积分 路 径 所 
包围 的 区 域内 的 某 一 路 线 趋 于 零 , 则 arg( 1+ 二 )>0、， 为 
了 使 上 述 公式 成 立 , 应 当 假设 不 等 于 任何 六 0 的 整数 . 
е9 д р nf t \2тч+и-1 
Г(ї—ч) 4 (1 +2) 
Иа КО ТЕЕ 
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Wk „ (5) = e dt. 


构成 基本 解 组 .对 于 W ,存在 渐 近 展开 式 
W, x (Z )— 


me x А ив [t + 1 — >Y 
e 3 ҳ j+ Di TT Ц" (2+ 5 v) R, 
largx| лб, || оо, Е 2 im 是 自然 


数 , 则 级 数 中 断 而 得 到 精确 的 表达 式 。 如 果 2 т ЕЕ 
数 , 则 


Wh а) = Ма „(=) 十 
(y=) 
+ 2) ME _n(%). 


同一 一 类 的 方程 . 许多 其 他 方程 可 以 化 为 这 里 所 讨论 
的 方程 。 相 应 的 变换 可 以 从 所 列举 的 解 中 直接 看 出 . 
АП 40 =а?, 4y< (ó —1)2, 则 方程 
ду" + (ах" + b)x y! + (ах? - Bx" +y)y=0 (3) 
符合 于 类 型 (5) ; 也 可 参阅 2,162(17) ,2.215. 
4%? у" —4 x(2a +8—1-+ 2 bcx°)y”+[4 а(а+ 8) + 
+ (1— 4 т?) д? + 4 bc (2 a + B—c)x° + 4 b2c2x26 + 
+ 4 «ВАР — о2 22Р у =0, (4) 
у = хе? y (А, т, ах); 
4х2у"—4х(2а+с—1 +02 Бсх) у + [4 a(a+c)+ ' 
+ (1—4 т2)с2 + À c (2 ap 十 cc&)X2 十 
+с2(4 52—02) х2 |у = 0, (5) 
у = 82% y k, т, ах); 
xiy” + (ах +2)ху' + (ах? Bx фу) у=0, (6) 
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y= x be-i y (22, m, px J, 


其 中 р2=а? —4а, 4 m2= (b—1)2— 4 y. 也 可 参阅 2.215: 
4 ®?у” (452 +1—472) у=0, NÆH УЕ 2.153; (7) 
4х? у" —=(x2—9(2 m+ 1)x +4 т? —1) у, (8) 


y= zm+$ e73% [Ci +C, J жс?”-зелах ) 


ху" + (ax +5)у + (сх +4) у=0, (9) 
у= еі y ( 21- 100—1), УС) 
2y a2—4c' 2 ' 
当 22>4c< 时 ,也 可 参阅 2.119; 
у” аку’ +by=0, (10) 


а lx: b | а N 
У=х š c фах y = T Sat), 也 可 参阅 2.52; 


y” +ау + (b—c2x2)y = 0, (11) 
а дам 4b—a: 1 
y= x ze š (455, T ox? J, 
y” + (ax 2 一 22MN2 2) y=0, (12) 


а 1 2? ge), 


= 6541-0) ——„ — 
y = y (3 әс? с 


4 у” = (2—3 А) у, 韦伯 方程 2.87 (13) 


y=x- у (如 二， +); 


y" = (ae? + be* с?) у, | (14) 
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= y (一 地; с, 2 aen), 也 可 参阅 2.20, 


2.274. 4х?у" +Axy + (х—?уу=0; W 2.162(4). 
2.275. 4x2g” +4ху’ + . 
+[—х?+2(1—-т-+2ух—т?-+1]у=0. 
关于 如 何 化 为 惠 特 殉 方程 2.273, 见 2.278。 如 果 普 
是 自然 数 , 则 相应 于 边界 条 件 “ 当 * > 0 时 ,y(x) 有 界 ” 的 
特征 值 是 %*==n(n 为 整数 并 且 宇 mm) ,而 特征 国 数 是 
y= xm е-®# L(x), 
其 中 L, 是 契 比 雪夫 - 拉 盖 尔 多 项 式 ， 
2.276. 4х?у" +4ху’ 一 (4x? +1) у = 4у/х?е* 


对 应 的 齐 次 方程 属于 2.278 J. Ri u(z)= уух, 
则 得 到 
由 此 


1 x 
一 一 一 一 | С,е* + С e" Zex ) 


2.277. 4x°g”+ 4xg' — (ах +Зу=0; 
2.162(1) #0 2.278 2. 


1 А , —_ 
s= a ) +C,expÍ -5Y a )). 
2.278. 4х?у” +4ху’ +f (х) у= 0. 
Ba (х) = уу x ， 可 将 此 方程 化 为 标准 形式 
4 xu” + f(x) +1]и==0, 
2.279. 4х?у” + 5ху’ —g= nx. 
对 应 的 齐 次 方程 属于 2.187 型 ， 
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y=O,x%“ +O,xË—Imz—1, 
其 中 心 p ENF 4 s2 + s—=1 的 根 . 
2.280. 4x°g”-+8xg' — (4х? +12х +3) у = 0; 
方程 2.215 的 特殊 情况 . 
解 之 一 是 : У 一 exTA х, 
2.281. 4х2у' —4х(2х—Пу’ + (4x2— 4x—1)g = 0; 
2.78 Ж, 
yy |x| 一 es(C +С). 
2.281а. 4х?у” + 4хзу' + (2х? —3)у = 0, 
-7= Ci+Cxe т). 
2.282. 4х? у” +4х?у' + (х 6) (х'—4)у=0; 
方程 2.162(17) 的 特殊 情况 ， 


y= Cat Cep), 
2.282а 4 х?у’ +4 x°” + (xt + ax2 + b)g =0. 
方程 2.162(16) 的 特殊 情况 ;其 中 所 包含 的 常数 这 
АН РЯ, ==, с=2, #=1, а= 


И» = lb. 特别 是 ， 如 果 在 给 定 的 方程 中 


a 一 2, 则 一 
и; _-1.— 
УТ Cx Ул °) 


— -2 
у=и xe 4 (с 
而 如 果 a=b=1, Д] 
— x 
у=ү zxze-+T(O,+C,lnz). 
2.283. 4x2g”--4x2g'lnx + (x2]n2x +92x--8)g = 


А 
Je 
Ф 


= 4 х ү xx 


kd 
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假设 4(*) у 每》, 则 得 到 方程 


` u" — 9 u= x2, 
其 通 解 为 ， 
а Сух? С + -1 хах. 
х ` 3 
2.284. (2х+1)?у”—2(2х+1)у'—12у=3х-+1. 
对 应 的 齐 次 方程 属于 第 一 部 分 22.3 节 (b) 的 类 型 
| sx Б 
16 96° 
2.285. x<(4x—1)g”+[( da +2)x—a]g +а(а—1)у=0. 
假设 y(x) =1(&), 4 x—1= 82, MRE] 
(52 +1)” +2 аёт +а(а—1)1=0. ` 
关于 这 个 方程 , 见 2.247 #1 2.298. 
2.285а. 4x(x 一 1) у” +4(2х—Пу’+у=0. 
| 假设 y(*) =1(Е), х=Ё%. 则 得 到 方程 2.317， 其 中 
Ух, y №) 5,1, 
2.285b. 4x(x—1)g”+4(x—1)g —g=0. 
假设 у(ху=т)(&), x= 则 得 到 方程 2.316， 其 中 
变量 x, у PRA E n. 
2.286. (3х—1)2у” +3 (3х — 1) у’ —9g=—n2|3<x—1]. 
对 应 的 齐 次 方程 属于 第 一 部 分 22.3 节 (b) 中 讨论 过 
的 那 种 类 型 
С 2 1 


=C 一 一 -一 ”一 一 二 一 一 ln2 —1 |. 
у= 163—1) т 910713911 


2.286 а. 4(х2—1) 0" + 4(2x—1)g” + g=0U. 
arcsinx 2⁄4 |x |< 1 FF, 
archy 24 |x|> 1 hF. 


y=C, (2х +1) +С,(25 41) 71— 


уу [EFI] =G, +G) 
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2.287. 9х(х— Пу’ +3(2х—1)у'—20у=0; И 2.260, 
[2.287 а. 9x=(x—1)g”+3(3x—1)g'—g=0. 

М, 2.260 #0 2.355. 一 一 傻 译本 编者 注 .] 
2.288. 16 x2g”-+ (4x+3)y=0. 


у= (С, cos Ух +C, siny x). 
2.289. 16х?у” + 32ху' — (4х +5) у =0. 
›=С\( x -二 一 x -i)e С x — + Ж ету, 


2.290. (27x? +4) у” +27ху’ —Зу=0; M 2.298, 


4 
27 


у= Си +O, Ну u== x + V 5? + 


J. Zbornik, ZAMP 7 (1956), 


2.291. 48x(x—1)y” + (152x—40)y +53y=0; 见 2.260, 
2.292. 50x(x—1)y” +25(2х—1)у’—2у=0; 2.2602. 


l 1 —— 
y=C, us + Сит, Жр и= я —--+ Ух (®—1), 


J. Zbornik, ZAMP 7 (1956). 
2.293. 144x(x—1)y” - (120х—48)у’+у=0; W 2.260, 
2.294. 144x(x—1)y” + (168x—96)y +y=0; H 2.260, 
2.295. ах?у" + bxy’ + (сх? + ах +e)g=0,2= 0,c= 0, 
假设 
y =e% xfn(E), £=yx, 
其 中 
а? = —с, аВ?-+- (b—a)8= —е, у=—2а, 
则 得 到 方程 2.113 
En” — (Š — A)T + Ву=0, 


* 569 = 


其 中 
ad=2aß+b, 2cB=(2aeB + ba + da. 
为 了 能 够 在 实数 域内 实现 这 个 变换 , 应 当 有 ac<0. 
假设 


_Ь 
y=] E 1“, E=2 ху 一 一 ， 


则 得 到 惠 特 克 方 程 2.273 
| 4 225” = (Ë2 + AE + В), 
其 中 


ad= — 5 ау 一 < a2B—b2— 2 ab—4 ае. 


也 可 参阅 Courant-Hilbert, 1, р. 294—296. 
2.296. a,x°g”-+ (aix? + bix)g” + (ах? + box+co) y=0. 
假设 у = х*и(х), Җа = 是 方程 
азо? + (b — а») + ç =0 (1) 
的 根 , 则 得 到 方程 2.120 
азхи" 十 (CI 十 2aox 十 Di) 二 (aoz 十 Lic 十 2)2 一 0， 
关于 这 个 方程 ,也 可 参阅 2.278(9)# 2.145. 
假设 
у= ж°еЁ”и (ж), 
其 中 а 仍然 由 方程 (1) 来 确定 , 则 得 到 方程 
ахи” + | (2a + ay)x + (2 ase + b) м’ + 
+ [(а,8? +418 + a)r + (2 aap taa tbh +00) ]и==0, 
适当 选择 8, 此 方程 还 可 以 简化 . 
2.297. (ах? +1)у” +axy +by=0. 
假设 
убх) = (8), gx=shas, а=е?>0, 
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则 得 到 方程 
"+27 = 0, 
ПЖ a= —02<0, ШОВ у (5) = 170), LLK 
их = sinag 当 ах! <1 ht, 
[ах | =сһо& 4 |ex | >1 B$. 
这 时 ,分 别 地 得 到 方程 
7 +bn=0, 1” —b)=0. 
2.298. (ах2 4-1) у” + bxy -су=0. 
ПЖ 2=(2п+1)а (2 为 自然 数 )， 那么 由 方程 
2.297 
(ах? +1) у” +аху! + (с—– па) у = 0, 
经 过 并 次 微分 ,然后 将 壮 阶 导数 仍然 通过 >» 来 表示 ， 则 
得 到 此 方程 . 
解 可 以 表示 为 有 限 形 式 的 其 他 一 些 情况 如 下 ， 
(а 5)? — 4 ac= (2 п + 1)2a2 
或 者 | 
(а—5)2— 4ас=[ (2 n +1)а—5 1, 
А В Forsyth. W Jacobsthal，Lehrbuch der Differential- 
gleichungen, 2 Aufl.. Braunschweig. 1912, p. 210,755. 


对 于 任意 的 “天 0, 经 过 变换 3?(#Y) =E), š2= |a | z2, 


可 以 将 方程 简化 ， 
2.299. (a2x2—1)g”-+ 2а*ху’ 一 0. 
ах +1 
у=С:+ С. ln ax] |+ 


相应 于 具有 条 件 ?>(0) = > (1) =0 的 边 值 问题 的 格 
ЖЕ ЖЕ 


, 1 
(хм, 5) Spas In 


ах —1 Т 
ах -- 1 


其 中 S 一 器 | Ж), ари z <£; ПЖ. «РЕНИ x 
和 5 应当 交换 位 置 。 
2.300. (a2x2—1)g” + 2а?ху’ —2а?у – 0. 


CX 十 1| _ ) 
2 一 Ciz 二 Ca( ал ln = 2}. 


相应 于 边界 条 件 ?(0) = ya) =0 的 格林 函数 是 


re, © =x (F113 E 
这 里 假设 <, П Е, MAW е 和 应 当 交 换 位 


С Usai, Giornale Mat. 63(1925),p. 96 
2.301. (ах?+6х) 9” +2Ьу' —2ау=й. 
ху=С,+С.(ах +b)’. 
А, (ах +b)2g” + А, lax+b)y’ +A (ах+-Б)у=0; 
见 第 一 部 分 22.3 5 (b). 
2.303. (ax2+ bx + c)3” + (4х+е) у’ +ју=0, 450. 
设 p, 9 是 方程 


2.302. 


| ах? + bx +c=0 
的 根 。 如 果 rA, 那么 假设 
y=T(), ®:=р--(д— p)š, 
则 得 到 超 儿 何方 程 2.260 
Ви 0, 
如 果 p=9, 则 将 方程 
а? + (a— d) + f=0 
的 根 取 作为 *<， 假 设 
y= (Ë), х=р r= 
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则 得 到 方程 2.120 
аб" —[(Чр+е)6 +4 — 2а(&+1) 1] —^(Ар+е)у=0. 
设 方程 
ап(п—1) + ап + }=0 
具有 正 整 数 的 根 , 并 且 设 为 这 种 根 中 的 最 小 者 .这 时 ， 
在 解 之 中 存在 着 次 数 < п 的 多 项 式 ,假设 各 = 一， Y= 
= у,, 则 对 于 每 一 个 解 y， 通 过 逐次 微分 可 以 得 到 一 组 
方程 | | 
(ax2 + bx +c)y,aa t[(2 та +d)x + mb +е1]у,„ == 
=(m—m)[(n-+-m—1)a+d]y, (т=0,1,2,..-. п), 
当 m= n В, Жа РА. 如 果 选 择 国 数 у, E У i= 
У» Упа = Уп 满足 最 后 一 个 方程 , 并 且 如 果 利 用 上 述 方 
程 组 逐个 地 确定 出 函数 Yai `, yi, У, И] Уо 是 原 方程 
的 解 。 如 果 假 设 »;= 二 1， 利 用 这 种 方法 则 可 得 到 满足 给 
定 的 方程 的 多 项 式 . 
Abbé Lainé, Enseignement math 23(1923), p.163 以 及 以 后 
当 d=a, 2e=b 时, 通 解 是 ， 
у=С, sinuy ў-„С,созиү F, 


-1 
其 中 u= f (ax2-- bx +c) зах, 


304—341. (ау. 


2.304. хзу’ + ху’ — (2 x+3)y=0. 
假设 уб) =1(&), < 一 二, 则 得 到 方程 2. 198 ,其 中 


жил y 6,1. 
2.304 а. x5šg” + ху’ + ag=0, 
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如 果 “一 一 ]， 则 ?> 一 2( ci+Czez ), 


і. L. 
如 有 果 4 二 一 2, 则 у=е* (сис, fe- * ах ). 
2.304b. ху” + (ах +Ь)у=0. 
将 此 方程 除 以 x， 则 得 到 2.155 型 的 方程 ， 其 中 
= — j, 
2.305. ху" 十 2xz 一 8 一 0. 
假设 y(*) 一 (5)，< 一 过, 则 得 到 方程 2.114 
En” 二 2(1 一 5) 一 7 一 0。 
2.305 a。xsz7 + ах?’ + (bx+c)y=0; 
方程 2.162(1) 的 特殊 情况 。 
2.306. xšg”4+ x?y + (ax:+bx+a)y=0. 
对 于 这 样 一些 复 数 *， 即 如 果 |z] =1， 那 么 经 过 变 
换 ， 
У(х)=1(Е) к=е?в, 
则 化 为 马 提 厄 方程 2.22 
n” = (16 асоз®& +4 b —8 a)n, 
2.307. xy” +x(x+1)y —?gU=0. 
假设 у) = 00), £=-, MAADE 2.113, H 
中 а=2,6=1, MSE х. y 则 由 EN ЖК. 
解 之 一 是 ， 
2.308. ху” —х?у + xy = Inšx. 
у= C,x + Сх In “十 有 (6 十 9 In x +6 in2x + 2 in?y), 
2.309. ху" — (x? —1) 0 + xg = 0. 
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所 4 一 0 是 强 奇 点 ,点 * 一 人 是 弱 奇 点 . 假 谈 УСУ) = 
(5), ==, 则 得 到 方程 2.212 


521" — (82—38) б +1=0. 
2.310. ху“ +3 ху +ху=1. 
对 应 的 齐 次 方程 是 第 一 部 分 22.3 节 的 欧 拉 方程. 
所 以 ,对 于 给 定 的 方程 ,有 


ку= 1? +С, +С, а ixj. 


2.310a.x2 + (ах +Б) ху’ + (сх + а) у= 0. 
假设 > 一 xu(x) ,其 中 4 一 一 他, 则 得 到 方程 2.188 
жи" + [(а-+2ю®)х + Ји + [^(а+8—1) +с|и=0. 
Ж с=0,4=6(а—2), М] уе 是 一 个 解 ; 因 此 ， 
根据 第 一 部 分 24.2 节 (b), 可 以 得 到 其 余 的 解 . 
2.311. х(х2+1) 0° + (2 х?°+1)у/ —v(v+1)xy=0. 
假 В nE) =y), 52х21, ЧЛЕ 
2.240, 其 中 变量 x, y RAEN. 
2.311а. x(x +1) 07 —2(х2- Пу’ 十 2 ху=0. 
y=0, (x? 十 1) +CG,[(x=2+1)arc вх х], 
2.311 b. x(x2+1)g”—(x2+ 1)g + xg =0. 
假设 y(w)=zxn(8). E=. 则 得 到 2.316, 其 中 变 
Ел, УЕ, 1. 
2.312. x(x? +1)y” +2(x?—1)y —2 xg=0. 
将 此 方程 除 以 *3, 则 得 到 全 微分 方程 . 
(1+ 22) у=С,+С.х3, 
J, Zbornik. Akad Wien 166(1957) 
假设 y(%)= (š), £= 一 x*?, 则 得 到 方程 2.260 
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25(Е—1)1” + (8 š +1)?” 一 9 一 0。 
2.313. х(х?-+1)у” + [2(п +1) х2 2а + 1] 9’ 一 
— (v—n) (+n +1)xy=0; W 2.240 (5). 
2.314. х(х? +1) у” — [2п—Пх 2. — Пу’ + 
+ (n+ u) (n—t—1)xg= 0; 
方程 2.357 的 特殊 情况 . 
2.315. x(x?—1)y” +y tax’y=0. 
假设 у(х)=1(&), 502—1, ИЕН УЖЕ 2.130 
4 ё" + 21 + ат = 0. 
2.316а. x(x2—1)g”+ (+1) у — ху =Q; 
方程 2.318 的 特 珠 情 况 。 当 一 1<*x<1 时， 
y=C,E*(x)+C,[ Е(®у—К(х) ], 
关于 符号 , 见 2.316, 
2.316. x(x2—1)g” + (х2—Ту’—ху=0; 
方程 2.318 的 特殊 情况 . 
y=C E(*z*“)+C,[E"(xz)—K*(x)] (—1<х<+т), 
其 中 K(x), E(x) 是 标准 的 第 一 类 和 第 二 类 椭圆 积分 ， 


+ 
dg 
K(x) =f —:, 
ы y 1 — x°sin2gç 


E(x) =f у 1 — х?5іп? дао, 
0 


їп K"(x)=K(x*), Е (х) = 805"), 其 中 х?--х*?—1, 
ЯА, Г. М. Фихтенгольц, Курс дифференциального и 

интегрального исчисления, т. ДОБ, Г M. ЗЕЕ, 

БАЯН СРЕ, № — É ASAA HH) М А Лаврентьев и Б 


‚В. Шабат, Методы теории функций комплексного переменного, 
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1965 (1951 А rR Ak, M. А 拉 甫 伦 捷 夫 和 6B. A 沙巴 特 , 复 变 
国 数 论 方法 ,高 等 教育 出 版 社 ,1956，1957) ;和 gke，Sxne 和 Лёш 


H. И. Ахиезер, Элементы теории эллиптических функций, 


俄 译本 编者 注 .J 
2.316а. x(x?—1)g”—2(x2—1)g' +2xy=0. 


— fx? т) 
у=(х р} +e In 和 十 1 2—1 ° 


2.317. х(х?—1)у” + (3x2—1)g' + xg= 0: 
方程 2.318 НУ ЕТ Ou. 
у=С,К(у+С„К*(х)у (—1<х<1); 
关于 符号 见 2.316. 
2.318. х(х2—1)у” + (ax? + b)g'+cexg=0; М, 2.260(21) . 
(а) c= 二 一 (a 二 5)(5+1)， 特 解 ， у=, 


1970; Bateman 和 Erdelyi 


Фс 


(b) b=0, c= (1). Н, у= (х1) °, 
(с) c=—2 (4+1): Н, уе, 
在 这 二 种 情况 下 ， 甚 余 的 解 均 可 根据 第 一 部 分 24.2 节 
(b) 求 得 . 
(d) 2 二 1 一 a， 在 区 域 +2<1 内 ,假设 y(*) =1($), 
х = sin#, 则 得 到 方程 2,71a 

7 ”十 (4 一 1)7 ctg £—c = 0, 
而 在 区 域 2221 内 ， 假 设 у (5) =17(), x= +ch 6, 则 得 
到 方程 2.64 

n” + (а—1)узүїһ &-кст=0, 
(е) a=—2(r—1),b=2v,c=v(»—1); 2 .240 (18) 
的 特殊 情况 ,其 中 а=у,6=1,с=—1. | 


(f) a=3, b=—1, c=2, ВИ y(z) V IFE =108), 
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= /二 和 , 则 得 到 方程 2.317， 其 中 变换 和 > BB 


Ж &, 1. 
(g) 假设 y=), &= у 1 一 *? 。， 则 得 到 方程 
£(Ë2—1)7” + (aŠ2—a—b-r 1) +cš = 0, 
如 果 а= —2(0—1), b=—1,c=v(>—1), 则 此 方程 是 情 
襄 (e) 的 方程 ,其 中 变量 z, yA SE 1. 
2.319. х(х? +2) у” — y’ —6xg = 0. 


假设 y(*) = (Е), E= 一 于 2， 则 得 到 超 儿 何方 E 


2.260, 其 中 a=1,8—=— == +, 


куюн адисе, 将 其 化 为 方程 
| x(x? +2) у 3052 +1) у=С. 
2.320. х(х?—2) у” — (х? + 3х? —2х—2) g' + 
+ (х? + 4х +2) у = 0. 
y =C, (x —1) +C,x2e*, 
2.320a. x? (х+ 1) у” – (х—1) ху + (2х + 1) у =0, 
假设 уже’ u(x) ， 则 得 到 超 几 何方 程 | 
*(х+1)м”-+[(21—1)*+ 21+ Ци + (1—2:)u=0, 
直接 看 出 ,4 二 (27 一 1)* 十 2i+1 是 和 解 .将 这 个 4 ERA 
у 的 表达 式 ,并 且 将 实 部 同 虚 部 分 开 , 便 得 到 解 
у= С,[ (х — 1) соѕ ах +2(x +1) зп шх]-+ 
+С,[2(5 4+1) соѕ пх — (х —1) ѕіпіах ], 
2.321. х? (х +1) 5" – х (2х +1) у’ + (2х +1) у =й, 
у= С,х +C, (x + ln x), 
2.322. x2(x+1)g”+2x(3x+2)g'+2(3x +1)y=0, 
М, 2.443 b, 
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ж?(х-+1)у=С,+С»х, 
2.322а. х?(х—1)у'+х(х-+1)у'—у=8®. 
方程 2.260(19) 的 特殊 情况 ， 


x 


== (С, +С, 1а ж), 


2.323. х?(х--1) у” +2х(х 2) у’ –2(х +1)0у = 0. 
此 方程 属于 2.325 型 假设 y= x lu(%), 则 得 到 方 
程 2.255 
 x(xw—1)u?” —2 u — 2 u= 0), 
由 此 得 到 
xiy =C, +С.(х—1)3, 
2.324. x2(x—1)g”—x(5x—4)g' + (9х —6)g = 0; 
方程 2.260(19) 的 特殊 情况 . 
у= 53 +6052 + м Ш |а|), 
2.325. х? (х —1)у” + [ (a+ +1) x+ (а+8—1) ] xg” + 
| + (abx—aß)y=0; И, 2.260(19). 
2.325 а. х?(х—1) у’ + (ах +6) ху’ + (cx+ d)g=0. 
设 4 是 方程 包 一 (+1) ^=а 的 实 根 。 假设 x= 
二 Xfu(x)， 则 得 到 方程 2.260 | 
х(х—1)и" + [ (a +-2 А) х +b — 2 &]u” + 
+ [с+^2(а+*А—1)]и=0. = 
EAA k= tih 的 情况 下 ,也 可 采用 相应 的 变换 ; 即 需 


要 假设 
xË == ytet Piat = де соѕ (8 In x) + ¿sin (fln 2) ], 
(a) b= —2,c=0. qd 一 6， 当 4= 一 3 时 ， 得 到 方程 
2.258(с) 


MX 一 1)4 + [ (а—6) + 41и —3(a—4)u=0. 
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(b) с=0,4=(а+2)(а—1); 2—3 y= 
其 余 的 解 可 以 根据 第 一 部 分 24.2 节 (b) 得 到 . 

(с) 4 二 一 2,5 一 4,C 二 2,d= 二 一 6， 当 = 二 2 时， 得 到 
方程 | 


(x—1)u” +2u =0, u=O,-+ а . 


(4) а=Ь= —1,с=2,4=—1, Аі њр, AAY 
f 2.258 (а), тт, 
y =C [ (5 х —3) cos 1х—4 sin IDr]+ ` 
+ C,[ (5 х —3) sin Inx + 4 cos In zJ. 
2.326. x(x 1)” +х(х +1) у + у=, 
假设 >(Y) =1(5), 5:==ж +1, HP] 2.325 型 的 方程 
(= +1) у= Сух +C;(x ln |z | —1), 
2.327. x2(x—2)g”—2 xy + g = 0; 
方程 2,410 的 特殊 情况 . 
2.328. х(х—1)?у”—2у=@0, 


у=«==С, 


x 四 2) 
xi +04 x+1 ЖОЛ In x2 上 


2.329. x(x—1)(x—a)g”+í(g+ B +1)x2— 
—[@+ 6 +1 +а(у +) —-Š]x + ayyg' + 
+ (а8х—4) у =0; PEL E, 
ЖА: К Heun, Math Ann 3301889), р 161-179. 
霍 伊 轧 方 程 的 一 些 特 殊 情 况 是 ， 超 几何 方程 2.260 
( 当 4=1 和 49==ap 时, 因子 * 一 1 消失 ; 当 a=9=0 有 时 ， 
因子 x 消失 ); 拉 梅 方程 2.408 ИЕ УЕ, 
形式 (14)). 
# НЯ ры 25 FUE sN, 
НЫ (а, 9а, 8,у,0,5) =0; (1) 
设 
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Ү = у(а,9;0,8,у,0,х) (2) 
是 此 方程 的 解 . | 
方程 的 变量 置换 ， 方 程 (1) 的 解 ,可 以 通过 某 些 确定 
的 变换 后 的 方程 的 解 来 表示 。 对 于 给 定 H A Bea, 
ð, 下 面 指 出 的 每 一 个 男 数 集合 同 函 数 集合 (27 ЯН A 
y(l—a,aeB—qi;sG,B,0,y,1—x) (3) 
|#*|77у(а,4,;,в—у+1,8—у-+1,2—у,д,‚х), (4) 
其 中 91=9+(@—у+1)(3—у-+—1)—8+80(у—1); 


-y í 1 1 
(2, Fose—y+1, 8—7 +1, 2-7, 


«+8—›—д+ 1,2), (5) 


其 中 | 
91==9 + (а—у+1)(В—у+1)—аВ+09(у—1) (1—а); 


-a f 1 1 | 
ае 39 наза + 1,081,895), (6) 


其 中 qi= +ala—y+1) +=@-—8) 一 c0. 


组 合 这 些 结 果 , 可 以 得 到 同 集 合 (2) 重合 的 许多 其 他 国 数 
集合 ,例如 下 列 蔷 数 集合 ,其 中 不 出 现 常 数值 9: 


1 x 

I($ w,B,y,a+8—y—t+1,—), (7) 

1 x 
›(1—2а,8,9+8—7—9+1,0,1—2), (9 
|х|7®у(ае—у+1,е+у—1,«—Й#+1,е+й8—у—9+1,-—-, 
(9) 

af 1 、 x—1 
179900125 aa—y+1,ð 0—41, >), ao 
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зао 1,0,9 ydt1, sD) 
(11) 

\х*—1|-°у(——зе,«—8+1,у, e= AB t т), (12) 
\я#—1|7°›5(1—-з,в—д+1,у,е+й8—у—0+1, че ). 
(13) 


解 的 构造 。 由 于 (2) 和 (5) 重 合 ,对 于 方程 (1) 的 解 可 

以 得 出 下 述 绪论， 如果 2520, 则 可 以 只 限于 考虑 ja|>1 

的 情况 。 当 4 之 1 时 ,区 间 4 过 0, <ra, хра ВЫ 
换 . 

E= x a(x—1) a 


x —1 ° х(а—1)? ү? 
转化 为 区 间 0<<#<1, 而 当 a< —1 FF, Z Bj *<а,а<х 
<0,*>1 经 过 变换 


а а—1)х № — 1 
ға (а-я | 


x’ а(х—1)* «x 
转化 为 区 闻 0<*<1。 由 于 (12)，(11) 和 (9), 以 及 (9)， 
(13) 和 (10) A (2) 相 重 合 , 并 且 由 于 相应 的 新 的 常数 满 
Е: |а| 21, 所 以 以 后 可 以 只 限于 考虑 区 间 0<*<1. 
м }а| >14, 方程 (1) 的 解 存在 ( 见 第 一 部 分 25.7 
节 ) ,并且 当 |= |<1 HF, 可 以 将 它 бл лку Я 
的 形式 ， 


ЕГ(а,4;а,В,у,09,х) =] + > с.х", 


| 


只 要 y 不 等 于 任何 0 的 整数; Жс, H FU 8 PE Z; 
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AHE: 
ayci =g, 


a(n +1)(y + n )C, , 一 


=[в(у+д+п—1)+е+8—д+ п + + |ne, — 


Я 


—[(n—1)(n—2) + (п—1) (а+8+1) +43 6-1. 


ARR y 不 是 整数 , 则 ( 见 (47) 

[5 (ay910 一 2 十 1;8 一 7 十 1 2 一 094) 
是 方程 (1) 的 某 一 个 解 , 且 同 上 面 那个 解 线性 无 关 ， 如 果 
у х 整数 , 则 同 超 儿 何方 程 的 情况 相 类 似 , 例如 按照 弗 罗 
Ше, E, BB ЕЕ (第 一 部 分 , 18.2 节 )， 可 以 得 到 解 的 集 
£. 

情况 a 陡 8==1,y 十 5 二 1 的 更 详细 的 研究 见 G А Goldsbro- 
ugh, Proceedings Soe. London А. 130 (1931), р. 157—167. 


同一 类 的 方程 . Эп Ж au а, аз 各 不 相同 , 则 经 过 变 


К: 
у(х) =), E= 21. 
20—421 
可 将 方程 
(x —а,) (x —а,) (х —аз) y” 十 
+ (452+ Вх +С) у + (Ох + Е) у= 0 (14) 


[4 D< (4—1)2] ADEO, Нах, УЖЕ, 
这 时 


т 9 一 8 
202—2} 25—11 


1 l_ — ЖЕРЕ тҮ 
а, 8—5 (4—1) ++ (CDS АТУ, 


ау 4а? + Ba +С 
с (а)? ? 


Aa? + Ва, + С 
(4—41)? 


(1 — a )ð = 
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2.330. (ха) (х—Ь) (x—e)y" + (Ах? + Bx + C)g' + 
+ (Dx + Е) у = 0. 
见 2.329(14) 和 2.408(3)。 关 于 这 里 所 产生 的 特征 
值 问题 和 元 菜 茵 振荡 定理 , 见 第 二 部 分 ,9.8 H. 
2.331. 2x2(x—2)g” —x(x—4)3” +(x—3)y=0. 


у=С,ү |x] +C,V |x(x—2)|. 


2.332. Ax2(x + 1)gp”—4x2g' + (3x+D)y=0. 
如 果 取 自 变量 一 * 来 代替 *, 则 得 到 方程 2. 260(19) 
的 特殊 情况 。 于 是 有 


y=V |x| [C,+C,(x+ n 1x1)]。 


2.333. 4x? (х—1) у” +2х(3х— 1) у —r (s +1)(x—1)g=0; 
И, 2.240(6). 
2.334. 4 x° (х— Пу’ +4 [(а+х—1]ху’+ 
+[(a2—5b2)x + c2]g = 0. 
这 是 2.260 (19) 型 的 方程 ， 
关于 借助 于 曲线 积分 求解 , 见 Whittaker 和 Watson, 385, _ 
2.335. 4x(x—1)2g” +2(x—1)(3x—1)y + (ax+b) y=0. 
假设 у(®)<=1(®), х=82, 则 得 到 
(2—1) " + 22 (2—1) + (ag? + b= 
关于 这 个 方程 见 2.240(12). 
2.336. (х— 1) Q@x—1)2g”— (3x—1)y=0. 


一 (% 一 1)W |2x—1| х 


2x—1 N 1 
x feito а ( х —1 ) и R. 


2.337. 4(х-+-а)?(х+Ь)у” +2(x+a)(3x+a+2b)y’ + 


s 5684 * 


+ (аЬ) у = 0, а5-6, 
— L ` 1 = 
y=|*+al| T (С, +С, +612). 


2.338. (8х —2) ху" —3x(6x—1)y — 30у = 0, 
通 解 是 | 
y=C,(54x3—18x2+ ®)у-+ С„(9х?—2 х) , 
J Zbornik, Akad Wien 166(1957). 
2.339. (ax+1)x?y" + [a(b +2)x? + (с -а+х|у’+ 
+ (abx —cd)g = 0. 
假设 y(x)=*CJ%0(£), Ë= —ах, ДЇ ЛАНГ g Же 
2.260, #rha=1—c, R=b—c, у=1—с—4, HEE 
х, у 由 & ТЖ. 
借助 于 级 数 将 解 表示 为 显 式 ， 见 A В Forsyth, W Jaco- 
bsthal, Lehrbuch der Differentialgleichungen, 2 Aufl. Bra- 


unschweig, 1912, р. 207,741. 
2.340. (ax+ b)x2g”—2x(ax+2b)g” +2 (ax +3b) g = 0, 
(ах + b) у= (С См). 
2.341. (ах+Ь) х?у" + (дах -Ь) ху’ + (арх —Б)у = 
| = А (ах ЕВ) хз, 
关于 对 应 的 齐 次 方程 的 解 , № 2.410. 非 齐 次 方程 
的 一 个 解 具有 下 列 形式 ， 


= 


| 2 
у= 4 Е В +4, P 3 (7+ 4) | 
7-12 а 2 十 6 а“ (3+2) (7+6) . 


Е Honegger, Zeitschrift f angew Math Mech.7(1927),p. 120. 


342—396. (а + Jy” +» 


2.342. х‘у’-+тау=0; 2.1429. 
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x (Сей +С»е *) 当 a= —а?<0 时 ， 
y = | 
х( Сүсов + O, sin 2) М a =a2— 0 时 ， 


2.342а. ху” = (2х? Ту; 
方程 2.155 当 k= 一 2 时 的 特殊 情况 . 
当 取 上 面 的 符号 有 时; 
y=O,(x2—x) er + C, (x2 + х)е # ; 
当 取 下 面 的 符号 时 ， 
›=с( х? сов 二 二 x sin +)+e,Í х? sin Ix cos 2.) 


2.343. му’ — [а(а—1)х? +6 (х +6) |у=0. 
у= (ах +b)Z (E) + biZ (E), = bix-t, 
其 中 Z, 是 柱 国 数 ( 见 2.162)， 
2 
2.344. xy" +(e * —)у=0; 见 2.162(24)。 
2.345. му’ 二 xz 一 2 一 0。 
а х 
›=С,Е+С.( 2-Е} <=), 其 中 E=E (x) =ехрт. 
2.346. ху” — (а+ В) х?у + [(a +b)x+ab]y=0. 
| Сүхе р O,xe "Ж эң azb BF, 
y= J 
(С, +O,x)e w 4 a=b 时， 


2.347. ху” +x°g +g =0; 方程 2.162(1) 的 特殊 情况 。 
2.347 а. ху’ 十 X321 + (х—Пу=0. 


y= e T т (C, +c, | x le чл). 
2.348. ху” + xy’ + [a (x! +1) +6х?]9=0. 
假设 y (w)= (E), Š= In x， 则 得 到 方程 2.21 
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n” + (2 ach 2 £ +6) у=0, 
2.349. xtg” + (х2+1) ху’ + g=0. 
假设 > G) =7 (È), E=- r, 则 得 到 方程 2.113 


En” + 1) +15 


2.349 а, ху” + (х2 — 1) ху’ — (х2—1) у= 0. 
›=*( С, + Соехр (- = )). 

2.350. ху” +2x3y’ а?у 一 0. 
假设 7(G) = (0), E=}, уж 


= 0, 


` a a 
=C, cos — + (©. sin -一 
y | x +C, x 


2.351. x!g” + (2x +1)xy’—y=0. 


, 1 
у=СЕ+С f ©}, ңор ЕЁ = Е(®) 一 esp 本。 
2.352. xty” + 2х? (ха) у’ +by=0. 

Riz nÈ) = y (z), 一 过， 则 得 到 
n” — 2 ат! 十 027 一 0。 
2.353. ху” — (2x2—1)xg' + g= 0. 
4 1 
1 | x ХР 5 xz 
у= (х* + 2 (е6 рат“ ° 


2.354. ху” — (2x2—1)xg' +2y=0. 


— сехр 
у= (5 = )(C 0, а EDE братя). 
2.354а. ху’ аху’ + (bx? + сх”) у = 0. 
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| 除 以 “2?， 则 为 方程 2.162(1) 的 特殊 情况 . 
2.354Ъ. ху” + (ax +2b) х?у’ + (ext + 4х + ex+f)g=0. 
除 以 *?*。 只 要 下 列 三 个 等 式 中 至 少 有 两 个 成 立 ， 
с=0, е= (а—2)Ь, f=52, 
则 可 得 到 方程 2,162(16) 的 特殊 情况 。 
2.355. x(x? +1) у” + (х%—1)у^'—х?у=0. 
Ris y(x) =), =x, 则 得 到 超 几 何方 程 
2.260 


&(&—1)7 (Е) =. 


除 以 *? 以 后 ， 则 得 到 全 微分 方程 ; 


-1 А 
у=и 3 (с +o, f хи Зах ), 其 中 心 一 Y3 上 1 


J Zbornik, Драй Wien 166 (1957). 
2.356. х? (х? + Dy + х (2х2 + Пу’ 一 
— [+ 1) x2 + п] у= 0; 
М, 2.240(7). 
2.357. x2(x2+ Пу’ + (ах +а—1) ху + (bx2-- e)g=0. 
ВБ 1 (5) =y (x), 522-1, Д 
(582—1) 2%” + aš (5—1) + (bE +е-—В)у=0. — 
当 常 数 之 间 存 在 着 适当 的 关系 时 ， 此 方程 是 方程 2.240 
(13) 的 特殊 情况 . 
2.358. х2(х2—1) у” — (x2—2) (xg —g) =Q; 
方程 2.410 的 特殊 情况 . 


y=c + o ета 当 lz1<+ 时 ， 
їп(®+үх?—1) 2⁄4 |z#]2>1 FF. 
2.359. х?(х?—1)у” + 2х%у' +2 Пу=0; 见 2.240(8) . 
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2.360. х2(х2— 1) у” + 2х?%у/ —v(v + 1) (x2—1)g=—0; 
2.24009), 
2.361. х2(х2—1) и” 一 2x3g — [а (а +3) х? а(а+1) 150 = 0; 
见 2.362( 当 п=а ВР). 
2.362. x2(x2—1)g”—2x°g'—[(a—n)(a +n -+1)х? (х?—1) + 
+ 2ах? { п (п +1) (х?—1)]у=й0. 
此 方程 是 第 一 部 分 18.6 节 讨论 过 的 那 种 类 型 的 方 
程 。 如果 n 是 自然 数 , 则 通 解 具有 下 列 形式 ， 
y=% "Ce P (x) + C,e ”Q(X)], 
其 中 22=(a—n) 《2 十 2 二 1)， 而 三 是 次 数 委 27 十 2 
4 == а sk n= —а—1 时 (这 里 7 不 必 一 定 古 整数 )， 
则 得 到 2.410 型 的 方程 。 通 解 古 : 


他 十 3 ati 
у= (азарт). 
只 要 这 个 表达 式 中 的 两 个 分 母 不 等 于 零 。 
2.362а. x2(x2—1)g”+ (3 х2—1) ху’ +y=0; 
方程 2.363 a 的 特殊 情况 。 
假设 *y==x(x), 则 得 到 方程 2.315 a, 其 中 未 知 国 数 
УХ и. 
2.362Ъ. х?(х2—Ту’ +3(х?2— 1) ху’ 一 8 一 0; - 
方程 2.363 a 的 特殊 情况 . 
Bizu) =y, 则 得 到 方程 2.316, 其 中 未 知 国 数 
y HA и, 
2.363. х? (х2 —1)у” + (ах? +а—2) ху + b(x°—1)g = 0. 
_ iz 00) = у(х), 2 xš =x¿2 +1, ШИН E 
022—1)” + аёт + bT = 0, 
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当 а=3,5=1 FF, И] 


__ x 


[关于 4=1 的 情况 , 见 2.235 .一 一 俄 译本 编者 注 ,] 
2.363 а. x2(x2—1)g” + (ах? +6) ху’ +су=0. 
#0 Ж c= (a +b) (cx 一 1)， 则 y= ri 是 一 个 特 解 ; К 
余 的 解 可 以 根据 第 一 部 分 24. 2 节 (b) 中 讲 的 方法 求 得 . 
假设 у=я’и(х) ,其 中 7 是 方程 7 一心 二 1) r =c 的 
根 , 则 得 到 方程 2.318; 
x(x2—1)u” +[ (za + 2r)x2 j+ b—2 ги + 
+r(a-+r—1)u=(0, 
2.364. x2(x2—1)g”— [26сх* (x2— 1) + 
+2(a—1)x2—2a]xg' + 1Ь?с?х?°(х?—1) 十 
+ bce(29a—c—1)x°?2—Bbe(2a— c +1) х + 
+[а(а—1)—>(®+1)]х—а(а+1)}у 05 
М, 2.240(11). 
2.365. (х?+1)2у” +ау=0. 
— 2 —= 
V x%:+1 
Cicos (Garctex) + O, sin (aarctgx) Ща--1=а? >01}, 
-| С ch (z arctex) + C,sh(zarctgzx) м a + 1 = —a2<0jhr, 
(Q + Сзатсівх а= —1 |у, 
2.366. (х2 + 1) 20” +2x (x? +1)y’ +y=0; 
方程 2.79 的 特殊 情况 . 
Жн REA: 
LÆS T + 


(Ci +C: ln х), 


y =0 
x? --1 ' 
假设 у (=) 一 7(),x 一 tgs， 则 得 到 方程 多 +?=0; 其 
解 为 ， sin š, соз 5, 因此 
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| yy/xt+l1=C +O, 
2. 367. (x2+ 1)2у" +2х(х2 +1) у' + 
+ [a2(x2 + 1)2—n(n + 1) (x2 + 1) +т?у=0, 
此 方程 同方 程 2.372 相 类 似 . 
2.368. (х2 + 1) 20” + ах(х?+1)у' + Ьу =0. 
假设 
x 


2206) = у(х), = 


则 得 到 
| (42-1) — (а— 3) Ёт’ — bn = 0. 
2.369. (х2 — 1) у” +ау = 0. 

+1 


| С, cos ( æ In 5 EIN + С, ча ( a m ы), 
当 а—1==40?2>20 时 ， 


gl. 
® +1 2 ] 
x—1 , 


214 a—1=-—4 а2<0 FF, 


N м 
y == Ct ln ZH), 34 4 二 1 Hf. 


1 
a-y 
y== (х +1) [a 221 + C; 


2.370. (х?—1)?у” +2x(x2— 1)g” —а?у = 0; 
方程 2.79 的 特殊 情况 ，. 
当 а>0 时 , 则 有 


相应 于 具有 条 件 - “jisi 时 y (a) 有 界 ? 的 边 值 问题 的 
1 bk Ж 29 
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мА 


1 (LEZ A-E)" "щен, 


2а(22—1)3\1—м 1+5 


| | 
1 1—# 1+Ë 2 ° | 
nelin ТЕ) = >Н. 


r(x, $) = 


2.371. (х?—1)?у” +2 х(х2— 1) у — [А (х2—П +a] у=9. 
假设 у= 192—117 ибх), МИН 
(х2 —1)и" +2(а +1) хи +[a (a+ 1) – Аи=0. 
关于 这 个 方程 见 2.244, 


假设 
у(=)=1($), x=ictgő, 
财 得 到 方程 
п" 5102 — (425116 — 4) 17 = 0, 
而 假设 | | 
_ <) — cos 
yG) = УЕ х = cos, — 
则 得 到 方程 


2 sin? 十 (2 十 于 jsins 一 ( 2—1 )|у=0, 

HH 2.424 型 的 方程 。 因 此 , 如 果 4== 一 x(n 一 1) (7 Н 
然 数 ) 或 者 如 果 “十 二 是 自然 数 ， 则 原 方程 可 积分 为 有 
IRER. 

E. G C Poole, Journ London Math Soe 5(1930), P- 

189—191. 

{И А=»(э+1), Ша=л ж А ЖЖ, Ш 方程 同 
2.240(12)， 即 勒 让 德 伴 随 国 数 的 方程 一 样 。 如 果 а=н 
国定 ,并 且 给 出 边界 条 件 “ 当 x%=1 #H x= — 1 FF y (x) £ 
正则 的 >, 则 特征 值 是 4*=m(m 二 1) ‚тп Fy fE РА 32 26 ВУ ЕЯ 
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伴随 函数 P; (=) , 且 这 些 国 数 满足 正 交 性 关系 


j= (х) Р (x) dx = 


— 


| 0 | 当 тает. hf, 


+ n)! 
sur Cr ЭА m = m, = mn> п М. 


关于 如 何 得 到 封闭 形式 的 解 , 见 J. Zbornik, Akad Wien 166 
(1957), p 42. 
2.312. (х?—1)? g” +2х(х®—1)у/' + 
+ [ (ax? + bx + c)(x2—1) — 21у 0. 
当 a=b=0 ht, М, 2.371. 在 一 般 情 况 下 ,假设 


у= (2—1)? u(x), 
则 得 到 方程 2.248 
(x?—1)u” + 2(& + 1) xu” + 
+ Гах? Бх +c+ A(#-+ 1) Ju=0, 
A. H Wilson, Proceedings Ѕос London А 118 (1928), 
p. 617—647. 
2.373. (х? — 1)?у” + 2х (х2 -— 1) y’ — 
— [а2 (х? — })2 + n(n + 1) (х? — 1) + m2]y = 0. 
当 4 二 0 时 , 得 到 方程 2.240(12). 售 助 于 此 方程 的 
解 , 原 方程 可 以 化 为 沃 尔 泰 拉 积 分 方程 . 
Н. J Priestley. Proceedings London Math бов (2)20 
(1922), р 37—50, 
2.374. (х?—1)%у”—2(2а—1)х(х?%?—1)у/ + 
+ {[2а{2а—1) p (e +j +2a +n (u + 1))g= 0; 
DL 2.240(13). 
2.375. (x2—1)?2g”+2(n + 1—2a)x (х? —1) у’ +{4а(а— 
—n)x°—[2a + (e+n+1)(e—n)](2—1))g=0; 
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见 2.240(14). 
2.376. Xx:(x:+a)y’ + х(2х? та)у’ +by = 0. 
此 方程 是 2.442 型 的 方程 ， 经 过 变换 9(8) = y (z), 
5= 荆 ,可 将 其 化 为 方程 2.297, 其 中 变量 х, у АЖ ЕТ. 


2.377. (х?-+а?)?у” + b2g= 0. 
抛物 线 新 面 的 双人 壁 压 杆 的 弯 昌 方程 。 当 取 上 面 的 符 
号 时 (壁面 收 绑 的 杆 ), 则 有 


у= үх? + а? (C сози+ С. ти), 


= у а? 十 b? arct x 
Soa ба! 


其 中 


当 取 下 面 的 符号 时 (壁面 突出 的 杆 ), 则 有 
| = Va2—x2 (C cosu +C эти), 
其 中 


у 22 — а? ш 2+ 
Da а x 


H = 


, |x] <a, 


2.378. XxX°(x—1)y +2x(x°—1) y —2(x'—x—1)g=0. 


х? [1 1 ж — 1\2 
=] Е 5—1 * m ( x ) |. 
2.378 а. x(x—1)(x= +1)°g” +2x(x + 1) (x—3)g”— 
—2(x—1)y=0, 
假设 u (x) = (x 二 1)22， 则 得 到 方程 
x(x —1)u" —2 хи’ +2 и=0; 
其 通 解 是 ， 
u=C' x +С.(1—х?- 2 хштх). 
2.379. (х+1)2(х2 + 2х +3) у" —12у=0. 


у= = 


• 594 e 


шар ОН 


х2 +25 + 3 


х +1 3 х+1\ 
[04 ая“ | 


2.380. х?(х—а)?у” + bg =0. 
y=OC,|x|”|#—a|1!"= +C x] e |x —a|”, 
ЖИ. m (m — 1)a2—= — 5. | 
2.381. х?(х—а)?у” + bg= сх? (х—а)?, 
— С 


= (2 m—1) 
х аа" араат 


x 


ар" аера фарах |, 


ЗИ m (m —1)a2—= — 
2.382. (x—a)'(x—b)°g” = cg, a+b, 


假设 у= (5—0) 108), 5 二 ln 之 二 4, 则 得 到 常 系数 方 


程 
(а—5)1 (1—1) = ет 
于 是 得 到 
y=O,|#—a| | 一 下 本 +С,|я—а| 3 рар, 
其 中 
P= yT +10. | 
2.383. (x—a)°'(x—b)°g” + [Ч +a + В) (x —a)?2(x—B)b) + 
+ (1—-@«— 8) (х—Ь)?(х—а)] у’ таВ (а—6)?у=0; 
М, 2.407(4). 
2.383 а. х2(х-- 1) (2х— 1) у” +2(х — 2) (2х—Пху’— 
2(х—1) у= 0. 
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假设 и (x) = x2 y, 则 得 到 方程 
(2—1) (2 x -—1)и" —2(2x—1)u' + 4и=0, 
经 过 变换 u(x) = 二 7(8), Š= 2x—1, 些 方程 则 化 为 超 儿 何 
方程 2. 260, 并 且 具 有 通 解 
и=С (2—1) +С.[2 x?—1— (2 x—1)in(2x—1)j. 
2.383 b. 2х(х—1) (x+ 1)?g” +2(2х—1) (x + 1)2g” + 
+g=0. 


假设 у (0) = (8), Е Ta , 则 得 到 方程 2.317， 


其 中 变量 z, у EAS, n. 
2.384. хи" — [(а?—1)х*—2(а +3)bx +] 0. 


b 3 


у=е х т (=) (с +C, | x“ e% dx )— 


_ > 
2% y 


一 Ce 
2.385. 4(х? 4-1) :у” + (ax +а—3)9=0. 
当 a>1 时 ， 
y = (x2 + 1)4 (CicosX +C,sin X), 
其 中 
X=+Va (къуя), 
чл a<1 F, а—1, cos , sin 应 分 别 由 1 一 a, ch, sh 来 
ARE. | 
2.385а. 4(х?—1) 29” + (x° +2)g=0. 
y= $ И 1—x? (Ci +Carcsin х) щ|х|<1%, 
yY x2—1 1 (С, +С, arch х) || >ТЁ. 
2.386. (2х +1) (х.х + 1) 0" — 185 =0, 
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2 十 4 十 1 (2x +1)4 d | 
С, А 
“一 | +C „05а "$. 


2.387. 4(х2 + х + 1)2у” —Зу=0. 


o 2 x +1 
у= у x2+x+1 ( Ci + аго УЗ ) 
2.388. 4x2(x—1)2g”-+2x(x—1)(Sx—1)3” + 
+ [002+ 1) (x — 1) —a2x]g = 0. 
假设 70) = (x), x=š *, 则 得 到 方程 2.240 (12), 
Ж п, z, у На, £, У ЖК. 
2.389. 4х2 (х —1) 20° 十 2x(x 一 1) (3x—1)y’— 
—[” (v + 1) (х—1)?+4п?2х|у=0; 
见 2.260(15). 

2.390. 16х°(х—1)?°у”+3у=0; 方程 2.382 的 特殊 情况 。 
2.391. x2(ax2+ 1)g”—x(Tax2+5)g' +5 (Зах? + 1)g =-= 0. 
y=C,x°+C;x(2ax2+1), 

2.392. а(х?—1)?у” + bx(x2—1)g” + (cx2+ dx + e)g = 0. 

Яп p, 9 这样 选择 ,即使 得 
4а9(9-—1) +2#9+с+а+е=0, 
(2—9) [2а(р+9—-1) +8] =а, 
那么 经 过 变换 
уба) = (#+1)”(z—1)%9(E), E= (a +1) 
则 化 为 关于 yY 的 超 几 何方 程 2.260. 


2.393. ах?(х-—–1):у" + (Бх? + ех +4) у=0. 
如 果 p, 9 这 样 选 择 , 即 使 得 
ар(р—1) +4=0, aq(g—1) +Ь+с+4-=0, 
那么 经 过 变换 y =” (#—1)9 ua) 则 化 为 超 几 何方 程 
2.260 
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ах (х —1)u” + 2 a[ (p +q)x —p]u + 
+ (2apq—c—2d)u=0, 
2.394. х? (ах -Ь)?у" +2х(ах -+Ь)%у' +cg=0. 
假设 


_ _ У |с] 7 
($)у==у(®), = л | НЛ, 


则 得 到 常 系 数 方程 
У Е’ +b + язве. |c]|u=0. 
2.395. (ах+Ь)+у” +у =й, | | 
假设 7(5) = у (z), 5 =ах +b, 则 得 到 方程 2.14 
atty” += 0, 
由 此 求 得 | 
п С.Е соз Zz + С, sin 
2.396. (ах? + bx +с)?у" + Ag=0. 
假设 
у= ү ах? + bx +cm (Ë), E= f 
则 得 到 常 系数 方程 | 
n” +( 4 +ac— + b2)q=0, | 
如 果 三 项 式 ах? + bx +c ТЕ ТЕХ Ее 
”点 ， 则 可 采用 这 个 方法 。 如 果 三 项 式 具 有 两 个 不 同 的 零 
点 , 则 可 采用 2.382 的 方法 . 


1 
aE” 


тая + c” 


397—410. (а...) у” +e; n>5 


2.397. ху’ ху’ —у=0; 方程 2.442 的 特殊 情况 。 
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1 1 | 
y=C,zx + Caa f х1°*Ра уз 4%: 


2.398. х(х?— 1)?” 十 (x2—1) (3х? — 1) g 十 
+ [х2 — 1— (26 + 1)2]ху = 0. 


假设 0а) = У ТЕТ, ъз. 


德 方程 2.240, 其 中 变量 x, у № š, т 
2.399. (x +1)(x—1)2(3x+5)2g”— 
— (3х + 1) (x—1) (3х +5)29' +36 (х + 1) у =0. 
假设 y(x) =E), 12 Ë= (zx—1)° (3 x + 5) ; ЖИ] 
方程 2.14 
4 En” +1=0. 
H JK Si 
y=V || (Cı +CO)n|Ë|) 
2.400. x5g”—xg'+ayg=0, | 
”假设 у= x2n(š), E=, 则 得 到 
47 + а= 0. 
2.401. хбу” + (3 х? та) х?у’ + bu = 0. 
假设 nE) = у(х), E=, 则 化 为 方程 
4177—22 а +51=0, 
2.402. х2(х2— 1) 29” + [(1—4 а) х2— 11х(х2—1) 0 + 
+ [ (02—22) (х — 1)? + 4а(а +1) x* — 
—2ах? (х? — 1) у = 0; 
Й, 2.162(19), ` 


3 
2.403. g” + g” y' e, в» ү 
п=1 Х— En 
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tro (re) ey) ^ 
š а. В» (c, —c, _ ) (cz 一 Cr ) _— 
x > wa :一 一 上 
Hp Y | (ey, + Bn) =1,c, s == Cn; 黎 曼 方程 。 
此 方程 同 超 几何 方程 2.260 密切 相关 ; 根据 黎 曼 的 
建议 ,其 解 可 表示 为 
С, C) Cs 
[| аз G, Gs X } 
В: В дз 


РЕМ, 2.407. 
2.404. 4х6у” + 4х3 (2x? +1) у’ — (2x2— 1)g = 0. 


С, 1 ` 
(+) рат). 


2.405. 4х0" — 4х3 (2х? +1) у’ + (8х --10х2 + 1) 0 = 0, 
у= (С, +Сзх)ехр( —— г). 
2.406. 16(x3—1)2g”-+2T1xg—0. 
经 过 变换 у= (3—1) * u(x), 得 到 
| 16(^3—1)ы” +24 х?и! —3 хи=0; 
假设 u=n(§), E= x°, 由 此 得 到 超 几 何方 程 2.260 


зуу” TaZ) -in 
EE-D (Е) 0. 


3 
b, 
2.407. y” +0 У (1—2 BIB x a 


А„А„_, __ 0 
, 


3 
D I o o 
g (b,x —a,)(b:x— a) (b;x — аз) > аВ, b.,x—a, — 
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其 中 | 
у 《an + 8.) = 1, а, | + 15, |> 0, 
А. =a,b,,i—as,ib, +0, аз = an, bni = bn- 
[文献 ， Whittaker 和 Watson. Sansone, 1] #7; В В To- 

лубев, Лекции по аналитической теории дифференциальных 
уравнений, 1950. 一 一 俄 译本 编者 注 .] 

将 此 方程 写 为 下 列 形式 : 
С, б< аз 


а, a, аз x 
=0, (1) 
P b; bs В! Ё Вз ‚| 


在 文献 中 讨论 过 如 =1 КОМА, b,=0 的 情况 可 借助 于 
НА НУНО Л ЖЕТ. 

当 41=0s=0, as=bys=1, а ==а3=0, а=а, В, = 
1—7, В=Р, Вз =у а — В, Ус) 化 为 超 几何 方程 
2.260. 


当 ау =6.=0, b = аз ==аз==1, b3=b, s= +m, 


1 I 1 
ñ= mi з— > В. =0, az= —# +5; P=% 


时 ， 由 (1) 得 到 


b—] y 1N1 1 一 4D 
и . бү ООН 2 | i | 
У ар? +02=5(” =): += r |=0 


- (2) 
而 当 b->0 时 ， 由 此 得 到 形式 为 2.190 的 退化 JLI 
方程 2.273 
1 


му му (таль о. = 


` 


当 xs 十 Cs 一 1 0383 = 0,6. з 0 时 ,得 到 方程 
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1-а—В l1+ce+B а8 (а — b)? _ 
y” +—— ез 2(ж—Ь)% y=0. 


x—a х — р 
| (4) 
ЯП a = b, 则 此 方程 具有 解 
ха {е х—а В 
СИ +C Z 当 а+ 8 时 ， 
ü д а ja х—а |а ж—а! | | 
с +C, ——z| № | 4 c= 8 В. 
__ [Вох —a, |"+* 
уо) = а Т a |109 
4 B ` 
5 一 区 一 方 ， 其 中 4D—BC+0, (5) 
则 将 方程 (1) 的 解 >(x) 化 为 方程 
( 4, 4, As |æ tr oa 一 六 一 5 Gs+s "1-0 (6) 
В, В, В; [Bitr В —г-$ Batsin 


的 解 7(5), 反之 亦 然 ， 这 里 
Ч „= Ча, + ВЬ„, B = Са, + Db,. 
2 ai b; 


— —- —— — . 1. — 
当 7 = — 61, $= —@з, d= As р. В = Fa А (一 一 全 > 


D = 他 时 ， 方 程 (6) 则 化 为 超 几 何方 程 。 所 以 ， 在 给 定 
的 情况 下 ,如 果 (5) 中 的 (3) 遍及 此 超 几 何方 程 的 解 , 则 
得 到 方程 (1) 的 解 у(х). 
关于 借助 于 曲线 积分 表示 解 ， 见 第 一 部 分 22.6 节 . 
2.408. x(x2—a,) (х?—а,) (x2— as) g” + 
+ [х2(х2 а) (х?—а„) + x2(x2—a,) (x° —as) + 
+2 (х?— az) (х?— аз) 一 (x2 一 ai) (х? аз) (х? —as) ]g” + 


+ (4х? +В) у=0; 拉 梅 方程 
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[文献 ， Whittater 和 Watson， 第 23 音 ; Янке, Эмде 和 
Лёш; М. Д.О Стрэтт, Функции Ламе. Матье и родстве- 
нные им в физике и технике, Харьков, 1935; Ince; H. И 
‚ Ахиезер, Элементы теории эллиптических функций, 1970; 
М А Лаврентьев и Б В. Шабат, Методы теории функций 
комплексного переменного, 1965; Кузнецов Bateman 和 Erde- 
lyi 俄 译 本 编者 往 .j 

如 果 将 偏 微分 方程 


Аи + rR2u =0 
化 为 椭圆 坐标 ， 则 得 到 此 方程 。 给 定 的 微分 方程 的 这 种 
来 源 ， 也 可 用 以 解释 其 问题 的 通常 提 法 . 


此 方程 的 其 他 一 些 写 法 是 ， 
и 1 1 1 1 / 
7 + ( x2— a, + x2— a, + x2— а А» + 
(Ах? + В) х2 а 
ета) a) (a) У O п) 


IV Сарой) Са) х 


4 aaa o _ _ aaaŘŮ 
x ilv (x? — a) (x? — а.) (x?— as) y’ + 


+ (452 + B)y=0. (2) 
假设 1(5) = у(х), 6= 2, MEORE 2.329(14) 


„(4 1 Ly 
а T £a | Ea, + 


4& +В Е 
AEA Fa) а) 1-0. (3) 


如 果 P (х) дда ТЕНОР НЕЕ АИ 多 -函数 ， 
SAD е1) (P —е,) (P — es), | 


其 中 oo 一 ar 一 于 (ai 十 aa 上 oa)， 
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那么 假设 
нЕ) = у(х), X= (E) + (та, a), 
则 由 (1) 得 到 方程 2.26， 


n” + [4 PYE + Ву 0, (4) 
7 (Š)= у(х), x?=a; + (as—as)sn2Ë (араа) 
可 将 方程 人 ) 化 为 下 列 形 式 ， 
п (52 23 = 45028 + a \ шо, (Б) 


НН НО 
尔 斯 特 拉 斯 型 和 雅 可 比 型 ，(1) 和 (3) 则 称 为 拉 梅 方程 的 
代数 型 . 

ЖОН “ИЗҮ. ШЫП 4= —n(n + 1) (7 为 
非 负 整数 )， 其 次 假设 B= -1。 由 (1 一 (5) 这 样 得 到 的 
方程 ,其 标号 记 为 从 (1a) 到 (5a)。 正 如 上 面 指出 的 ， 方 
程 (За) 属于 2.329 (14) 9, 所 以 如 果 采 用 2.329 中 的 
记号 ， 此 方程 具有 解 

4 n(n + 1)as,+- L 
n= 2, ач ; 


п +1 п 1 1 ив 


— w — 


| 2 ” 2, 2, 2’ a,—as 
OXE Е). 其 次 ,方程 (3a) 有 两 个 解 ， 
且 它 们 的 乘积 是 5 的 4 次 多 项 式 ; 此 多 项 式 满 足 (Il 
3.26 相 比 较 ) 方 程 | 
2(Ë—a,) (Ë —a,) Ean" + 
+19 52 —6(2а; + а + аз) 4-3 (аа, + паз + агаз) |1)" 一 
—2[ (п? +п—3)5 + а а, Ба + Ау п (п 1) 0, 
(6) 
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并 且 由 此 方程 可 以 求 出 ， 只 要 将 表达 式 
1) = Ус, (Е a)’ 


代入 方程 ， 而 且 以 适当 的 方式 选择 数值 c,。 这 时 ， 正 如 
在 方程 2.268 的 情况 中 那样 ,借助 于 此 多 项 式 即 可 求 得 
方程 (3 а) 的 解 。 从 而 也 就 得 到 方程 (la)，(4a)， (ба) у о 
解 。 由 (4a) 得 到 的 相应 于 (6) 的 方程 具有 下 列 形式 ， 
17 Са пп BE) th —2 ап 61) (В) 1=0. 
(7) 

当 аз = 0), аза =1,А= т? п(п + 1) (п) AJ RO ВТ, 
(1 a) 化 为 勒 让 德 伴随 多 项 式 的 方程 2.240(12). 

拉 梅 函数 ， 其 次 ， 考 虑 下 述 问题 ， 需 要 怎样 选择 参 
数 (特征 值 )， 才 能 使 方程 (3a) 具 有 下 列 形式 的 解 : 

PE), У &—а, PC), 


У а) ва) PE). V Ea) (@—а,) Е—аз) P (ë), 

其 中 己 为 某 一 个 多 项 式 ? 这 些 解 称 为 第 一 范畴 第 一 、 二 、 
三 、 四 类 拉 梅 函数 、 问 题 的 提 法 和 解 ， 借 助 于 上 述 变换 
可 以 直接 搬 到 方程 (la , (4a) ,5a) 上去。 例如 ,将 级 数 


1 — 2 — v 
= e, (Ë — as) 2 (a; >a, а.) 
>й 


代 人 方程 可 以 得 知 , 对 于 偶数 mmr, 第 一 类 拉 梅 函数 存在 . 
在 一 般 情况 下 ， 数 1 可 以 这 样 选择 , 即使 得 当 为 偶数 
时 第 一 类 和 第 三 类 拉 梅 溺 数 存在 ， 而 当 п 为 奇数 时 第 
二 类 和 第 四 类 拉 梅 函数 存在 ;例如 , 当 n =2 ВЕ, ДА 
= 其 中 Á | 2 = — 2 У? а, + з аў— > wa 


对 于 给 定 的 "， 总 共存 在 27+L 个 线性 无 关 的 ИЖЕ 
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数 . 
根据 第 一 部 分 24.2 池 由 第 一 范畴 拉 НЕА 数 得 到 的 


线性 无 关 的 解 ， 称 为 第 二 范畴 拉 梅 函数 。 
2.409. ху” +ax2<-1g + b2g = 0. 


у= С; sin Ри +C,cosbu, 其 中 и= xia, a=1. 


[24 а=1 有 时, 则 得 到 欧 拉 方 程 ( 见 第 一 部 分 22.3 节 . 
一 一 俄 译本 编者 注 .] 
2.410. х?(ах’—Т) у” + (арх? +9) ху! + (arx?+s)y=0. 
求 出 方程 


| 42— (9 +1):4—5=0, В? — (p—1)B+r=0 
的 根 41, 4, #1 В,, B, Н.А 
c=4, (1—у)Ь= 4,4, Ба= A, +В, bñ=A,+ B, 
确定 c, а, З, 7。 这 时 ,所 求 的 解 具 有 下 列 形式 ， 
y = x°) (ax), 
其 中 ”是 超 儿 何方 程 2.260 
$(8—1)%” +[ (а+8+1)8—у] + а= 0 
的 解 . 
关于 可 以 求 得 封闭 形式 的 解 的 情况 ， МА R Forsyth. W 
Jacobsthal. Lehrbuch der Differentialgleichungen， 1912， 
р.210, 756; L Euler, Institutiones Calculi Integralis, Peters- 


burg, 1824—1827, T. IL. р 183. 
2.410а. g”ch%a(x—xç) = bg. 
假设 у(х) (Е), а-я = In — 
(0<# 过 1) ,其 中 二 遍及 所 有 实数 ， 则 将 给 定 的 方程 化 为 
下 列 形式 : 
вез) + (3 #—1)/ +42 о. 
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ZI 4 b= a2, 则 得 到 方程 2.317， 借助 于 变换 


>(®)=л(Ә), а(«—ж)= h y -Ës (0<Е<1) 


原 方程 可 以 化 为 超 几何 方程 
55—11" + (28— 1 + -号 7 一 0。 


2.410Ъ. y’sh?a(x—x0) =8g. 
假设 y(z)=mC), ав =+In—==>0, 
其 中 x* ум МЕЖ, АР DJ FTIA: 


b. 
И + (3 821) =. 


411—445. 其 他 的 微分 方程 


2.411. (e“+1)g”=g. 
假设 705) = у(х), =e”, ШЗ Я] 
ECE +1077 +5(8+017 —1=0, 
у=С (Е te *)+O[—1+ (1 te~) +e’*)], 
[ — ру, МО Mitrinovitch, Universitet и Веовға- 
du. Publikacije elektrotehnickog fak.. вет. mat. i faz. 27 
(1959), р 14 译文 见 本 书 第 775 页 。 俄 译本 编者 注 .] 


2.412. xg’ lnx—y’ — ух{а3х =0. 
сих Ü е N 
x= (=) +o (=) e 
2.412а. х?у”1пх+у=0, 
2 一 Cilnz 十 Ca( хая gz ), 


2.413. х? (ах —– 1)" 一 xz +y=0. 
е БОТ * 


у=(сь+с, /Sa ) In x. 
2.414. U”sh2x—[a*:sh2x +n(n—1)]g =. 


19" (се C0- 
ува ра) (Спее Озе) эщ азаб}, 


2,415. у”ѕһ2х +2nug' 'shxchx + (м2 а?) уѕһ?х = 0; 
М, 2.65, 


2.415 а. у”ѕіпх у’ + aysinxtg? 一 0， 


假设 ?>(*) =1(#), = сов, ШИНУ 2.160 
SIn" +517 +4 а = 0. 
2.416. g”sinx-- (2n +1) у’со$х + 
+ (2 —п) (p +n + 1)gsinx = 0; 
М, 2.240(19). 
2.417. y’sinx+ (5112х —созх) и’ + gsinš2x=0. 


假设 у(х) =1(5), &=созж, 则 得 到 方程 2.35 
É ; \ 
n” — n +T) = 0; n == e 2 ( O, cos УЗ С. sin хиз), 


2.417 а. 4у”ѕіпх +4’ + gsinx = 0, 
` x 2 
假设 y(w)=mT(š), 5 = cs 方 , 则 得 到 方程 2.315a， 
2.418. (xcosx=—sinx)g”+xg'sinx—gsinx=—0. 
y=(C,x +С.зтл. 
2.419. x°u”cosx + (х?ѕіпх —2хсоѕх) у’ + 
+ (2соѕх — хѕіпх) у= 0. 
у= Сх -„С»х sin x. 
2.420. д" соѕ?х — [асоѕ2х +п(п — 1) |0 = 0; 
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方程 2.25 的 特殊 情况 
和 如果 7 为 自然 数 , 则 有 
d xn 


=cos”x| 一 一 一 一 一 en а (ета 
y = cos = — I7 ) (Се + Ce ). 


2.420 а. у”'соѕ?х + ау'ѕіп 2х + bg = 0, 


(а) b= 2а, у = соз?“ x «(с 1 + C 12 хах) 


y=y Tos] С, sin Z + Oycos 2). 


2 
1 
(c) а= — b= — 810 
1+ sin x NÉ 1— sin x NË 
y = al Cos x ) +6 Cos д ү 


(а) а= — b= —24, 


y=— С! sin x (5 ѕіп2х + 3) + 
+ С, (sinSŠSx — 15 sintx — 45 sin2x -— 5) }. 
2.420 b.g”cos2zx —g'sinxcosx + у (асо5*х —1)=Ü0 
”假设 x(x*)=>cosx， 则 得 到 方程 2.66a 
и" +u'tgx + аисоз?ж = 0. 
2.420 с. y”cos?x + 6g”cos2xctg 2x—24u = 0. 
假设 u(x) = 二 ycossx+， 则 得 到 不 包含 4 的 方程 , 因而 
此 方程 具有 特 解 x 二 1。 于 是 ， 我 们 得 到 原 方程 的 一 个 
解 ， 并 且 根 据 第 一 部 分 24.2 ñ (b), 可 以 求 出 所 有 其 余 
的 解 . 
2.421. y’cos‘ax+ (п— 1) ау'ѕіп 2ax + 
+ па?у{ (п —– 1) ѕіп?ах + соз?ах | = 0. 
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У=С: у, +Сьу, ЗН У1=С05^ах, уз= у. 
2.422. 0“ sin2x 一 2 一 0 
2 一 CictgY +С.,(1—хеех). 
2.423. 2 sin2x +ау=0. 也 可 参阅 2.424, 
假设 у(®)=7(#), E=ctgx, 则 得 到 方程 2.226 
(82 +1)" + 2 EY +ay=0, 
2.424. g"sin2x—[asin2x+-n(n—1)]g= 0; 2.25. 


ВУ = у (а), E=- Z ДЕН У 2.420, Җ 


中 变量 z, ЖЖ Е, 9。 所 以 ,对 于 自然 数 n 
1 4 


sipna] С хита -М а 
y = sin й TZ =) (Ce + Се ), 


当 а= —m° 时 ， 则 得 到 周期 解 . 
М W У Koppenfels. Math. Ann 112 (1936), p 44. 
2.425. y”sin?x— [аѓсоѕ?2х + (3—2а)созх +3(1—a)]g = 0. 


u? ? 


其 中 | 
_ из (2a—1)sinex + (3—2 a)sina-2 (cos x +1). 


2.426. у'51п?х—[а?сов?х + фсозх + 
(atr) анса 
EFRA: 
у=[(2а+1) cosx + 2 #]зїп“+#-5-созж- #5. 
其 中 a=a 一 1,8 一 5: 因此， 其余 的 解 可 以 根据 第 
一 部 分 24.2 TKH, 


° 510 > 


2.427. g'sin2x—í[a2b2— (a +1)2]sin2x + 
+a(a+1)bsin 2х +a(a—1)Yg=0. 


y=C u +С, u + (2а + Duf v’dx | 


其 中 
u= e“bXsin@x( cos x ++ bsinx), v=e sin tiy, 
2.428. у”51п?х + (acos2x + bsin2x + c)g = 0. 
MAR- НВА ЖОН э ТЕЖ. H 

且 将 变量 * 相应 地 用 号 一 或 * 一 二 来 代 趟 。 然后 见 

2.420, 2.424, 2.431. 
2.429. y”sin?x + g'sinxcosx-— g = 0. 

С, 


sin x 


y = + C,ctgx =citg + cactg — 


2° | 

2.430. g'”sin2x +g'sinxcosx + [v (v + 1) $т?х—п?]9у=0. 
№, 2.240(20). 

2.430а. y”sin?x + у’ (созх +2) зіпх +ау=0. 


假设 yG) =1(®), Е, MARD 2.187 


#2)” + ЗЕТ + ат = 0, 
2.430Ъ. у’созх1тх — у’ (Зсозх +2) со5х— 
—2y (cosx +1) sinx=D, 
y =C, cos x + C,[ sin2x + 2 cos x ln ( cos x) |. 
2.430 с. y”cosxsinx + (asin2x +b)g” + cgcosxsinx=0. 
(a) c= (b—1)(a+b—1), y=sinl-5x; 
(b) c= (bp+1)(a+b+1), у= соѕ2+? +1; 
(c) c=2(a +2): y =sin! y costtbtig, 
(d) a=b=1,c=2;: y == 1 + cos2x; 
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(е) а=2,с:=24: 
y=sinl-?xcos tx (@з1п?х 十 2 一 3) 。 
在 这 些 情况 下 ,根据 第 一 部 分 24.2 р (b) 可 以 得 到 
(E) а=2>—1, b=1, с—=—»(>—1), 假设 y(%)= 
з} (Ë) , Ë = cos ж, 则 得 到 方程 2.240(18) (其 中 а=т,6=1, 
c= — 1) 
052—1)" — [2 (0 —1)52— 29 17 +» @—1)ën=0. 
2.431. y”sin 2х — у'соѕ2х + 2уѕіп 2х =0, 
y=( С, +5, У 525 dw созда, 


cos 22% 


2.432. 4у"ѕіп?х + Д4у'ѕіпхсоѕх — (175іп?х + 1) у = 0; 


方程 2.434 的 特殊 情况 。 
1 
= (C e LC ,e 2%), 
> Тянет. в +626) 


_ 2.433. 4х?у"соѕ?х + 4x2g'sinxcosx + 
5 
十 (2х? + x2sim2x —24со52х) U —4х?со$? х. 


假设  y=u(x) y соз ж, 则 得 到 非 齐 次 欧 拉 方程 
хи" —би=х? 
( 见 第 一 部 分 , 22.3 35), hik 


2.434. ay’sin’x+ by’ sinxcosx + 
+ (ceos?x + deosx +-e)y=0, 
Б nE) = у (х), ë= соз х, 43] УЕ 2.392, 其 
rh x, у, b H š, n, a+b KRE. 
2.435. y”sin?x—4ysin3x=0, 
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cos x 
sin x 


y =O, зїп tx + С, (5 + 6sin2x + 8sint% + 16sin6>), 


2.436. 4g”sin2x + [4p (p + 1) ѕіп2х — cos2x +92 — 4n2]g = 0; 
见 2.430. 

2.436a. y’cosxsin2x + g'sinšx + agcosšx =0, 
假设 y(r) = (Š), Š = sin z , 则 得 到 方程 2.187 

52)" + m) = 0, 
2.436 b. y”cosxsin?’x— y'sin?x—v (r +1)gcosx=0, 
| 假设 уб) = (Е), Ë= sin yx， 则 得 到 方程 2.240(8) . 
2.437. y”sinxcos?’x— у’ (3 sin?’x + 1)cosx— ysin’x=0, 


假设 y(x) =1(&), £ = cos x, 则 得 到 方程 2.187 


V 13 —3— Y3 
+C 3 


—3 -+ 
En” 十 全 —1=0, т=С ° 


2.437 а. y”cos xsinx + у’ (asin2x +b) cosx + суѕіпх = 0). 


(а) c=a(b+1): y = cos“x; 
(b) c= (a + 2) (2—1): y=tgl-b y; 
(c) c=2(a+ b—1): y =sin! 7 xcos 2+2-14; 
(4) b= — (a +3), c= —24: 
aF 2+4 
y == py [(а—2) 052% +8]. 


根据 第 一 部 分 24.2 节 () ,由 此 可 以 求 得 其 余 的 解 . 
2.437 b. y”cos' xsinx + y’ (asin?x—1)cosx + bgsinSsx=0. 
假设 у(х) =1 (5), 5 = соз *, 则 得 到 方程 2.187 
E2” + (1— а) 5’ + br) = 0. 
2.438. g”cos2xsin2x — [асоѕ?хѕіп?х + 
+m(m-1)sin2x +n(n— 1i) cos2x]zu = 0; 


1, 2.25. 
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2.439. [2 (x=) —@# (а) SF (x) y’ 一 
—{п(п+1)[2(х) — 2 (а) 2—2” (а) }у=0 
СЕ P (z) КРЕНА Ж; М, 2.26 — Е 
Жа. | 


解法 见 G H Halphen: Traité des fonctions elliptigues et de 
leurs applications, Paris, 1886—1891, т LL, p.569. | 
2.440. (2+2) у" + (W3— 922/'—S8)g' + | 
+ (D2 222’ РР 0, =P (x), 
y=0 P (x) + С,е% | 
[这 里 5(*) 是 外 尔 斯 特 拉 斯 图 数 ; № 2.26. 一 一 俄 译 
本 编者 注 .] 
2.441. (ѕп?х –ѕп?а)у” — (2 snx +cnxdnx)y’ + 
+2[1 一 206 гаа + 3 Каю 1. 
[这 里 sn м, сах, dn x де ИН РА; И, 2.74. 
一 一 能 译本 编者 注 .j 


RA R Forsyth, Theory of Differential Equations, 
Cambridge, 1900—1902,т. HE, р. 463. 
2.442. у(х) у" +ху —9=0. 
特 解 ，》 二 *。 根 据 第 一 部 分 24.25 可 以 求 得 其 余 
的 解 ， 
2.443. Роу" +" + #(хуу =0. 
#п Ж /:>0,$2 #35 Лу FA 


п) =>), E= | — 
则 化 为 方程 


FD 


n” + g (x)? = 0, 
其 中 的 * 还 需要 通过 5 ЖЖ. 
2.443a. fg” + (/ 2—f')g' +ају=0, f=/f(x), 
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假设 y= eula), 其 中 五 = |) ax, 而 “是 方程 
о ++ a=0 的 根 , 则 得 到 不 包含 的 , 因而 具有 解 “=1 


的 方程 。 于 是 ， 如 Же, MANAR 
у= С1е®: + Ce 


其 中 ат, e, де УЕ о + а +а=0 的 根 。 
[2.443Ъ. f(x)g”+2F'(x)y' tF y= Qa). 
通 解 为 
›== у" роса 
这 个 结果 ( 当 @ = 0 时 ) ,能 用 来 指明 上 面 收集 的 许多 
方程 (例如 ，2.303,2.329,2.420c 等 等 ) 可 积分 为 有 限 
形式 的 一 些 新 的 、 作者 尚未 提 及 的 情况 一 俄 单 不 网 者 
tE.) 
2.444. fg” —af'g' +bf’ "y =0,f=f(*); W 2.79. 
2.444а. fg” + (јет + 1)g' +gg=0, f=/ (x), g= а (x). 


=? С! +С, 人 ee 人 F — J ea) 4, 


其 中 Е = J. 


2.445. Pg (g2— 1)g” + 
+ [2 fegg2— (g — 1) ( fe” +2 ее) + 
+L- DEF ASe" +2//в')—//”'#'1— 
— l2. f'g+er w+ 1)fg'/g'2yg = 0, 
f=f(x), = 60); W 2.240(21). 


т 
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第 三 章 三 阶 线性 微分 方程 


含有 指数 国 数 的 方程 ，5，18，27。 

含有 对 数 了 图 数 的 方程 ，46，55，63. 

含有 三 角 函 数 的 方程 ，5，22，82.。 

£ НИЯ НУ УЕ: 9—14, 28. 

ЖЕНЫ УЕ: 15, 23—26, 33, 45, 83. 
3.1. y +4g=0. 


C I + O,x + Сз? м 4= 0 时 ， 
у= -È i ky э 1 — А 1 — 
Cle- ye? С; cos > x V 3 +С іп 2-х 3 

当 1520 НУ. 


其 中 《为 方程 4= 人 ?的 实 根 ， 
3.2. у +ах%у=<Ьх, 
假设 (ЕЁ) = у (x), &<= х?®,Ш| ЗЧ] E 3.34 


b 
8 ° 


Я _ 
257 +3 +551 = 


3.3. у"=ах?у. 
假设 E == у(х), E=, We 
到 方程 3.60 


` 


| 3 
кщ" + (1—92) Er +( #—1—7ж-#°}у=0, 


其 中 (2 十 3)7 一 3。 
3.4. у” +35’ --4g=0; 
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第 一 部 分 22.1 节 中 讨论 过 的 那 种 类 型 。 


y= Сех + (С,соз ах 十 CssinwX)e ` 


z. 
2 
> 


1 _ 
其 中 e= V15. 


3.4а. у’; ху’ +ng=0 7 为 整数 . 
9 一 "0, 其 中 为 方程 二 4u=C И. 
3.5. у —a?y /一 ezaxsin2x 
y =C, 十 Cpc 十 Ce 十 


二 (一 340 аў га» 
12 аз 4(а? +1) (a2+ 4) (9 a2 + 4) ° 
3.6. у +2аху' +ау=0: 方程 3.15 的 特殊 情况 ， 
通 解 为 ， 
у= Си? + Cuv + Cw? 
ЗЕ u, o E: 2.14 560) Jy Жё 
2 y” +axy=0 

的 以 贝 赛 耳 函数 表示 的 基本 解 组 . 

3.7. у” —х2у/ + (а- ЬБ—1) ху’ —aby=0. 


下 面 对 于 所 有 %* 值 均 收 敛 的 三 个 级 数 构 成 基本 解 


Н. 


аһа -3)06-3):- (a Зо 3)(b- 3043) 
м, 


=} 


«Ут (а—1)(0- 1)(а-4)0 — 4): (а ~ 3r +2)(b —3z + 2) 


(3, + 1)! хз 
и =] 
Zo ул ао аа 5-5 а -3зУ+ 1р зият). 
2 (37 +2)! artan, 


У= 1 
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只 要 其 系数 满足 一 定 的 不 等 式 . 
ГЕЙ, А В Forsyth，W，Jacobsthal、Lebhrbuch der Diffe- 
reutialgleichungen, 1912,р. 207,741, 
3.8. y + xX 2y + (e 1) x 3 g = 0; 
方程 3 .67 的 特殊 情况 . 
3.9. у" —3[22 (х) +а]у’ +Бу=0. 


5 а (x 十 CQ，) 
— ем 
у= >, Ogijo) 


其 中 01, G, Gs 是 方程 
bP’ (x) + (3 a2— =.) (x) 十 于 如 一 aa 一 5s 一 0 
的 根 ( 需 要 假设 这 些 根 是 不 同 的 ， 并 H e ta +аз=0), 


而 


22’ (а,) +b 
2а—4  (а,)* 


= (а) + 
[关于 符号 见 2.26. 一 一 俄 译 本 编者 注 ，] 
3.10. g” (POY + [п (x) —alg=0. 
iz | 
20224936. |] в.=0. 
п = 2 В, {9 21 4" fig 


__ с (x + о) е0) | 


—a 


© (+) 
其 中 а 是 方程 Š” (0) =a 的 三 个 根 之 一 . 
当 ?=4 时 ,得 到 
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4? а 
yr шжу ее 
其 中 а, 6 由 下 列 方程 来 确定 : 


42 —104—15 
PI tayy E А 10А 19 


5 P' (а) +а 其 中 4 二 16 a2 


B= ~ 50 -3) 2 (а)? а? + 452g 
如 果 a2=135 ga M ERAR TEM. ELPEN F, 存 


在 解 
=’ (0) 05, зу, +2 (a), 


22, 
y = (222—024 1)(tG—e) + 
+ (в) +C (%—8a)] +6 (z), 
Ж 152’ (а) 一 一 a.8 是 原单 位 立方 根 . 


3.11. g”—[4n(n-+ 12 (x) +a]g” — 
—2n(n+1)2” (x)g=0; М 2.408(7). 


3.12. у" + [AZ (x) +а]у’ +B2” (x) g=0. 
ЕДЕМ, С H Halphen, Traité des fonctions elliptiques 

et de leurs applications. Paris, 1886—1891,т И, р. 564) А В 
Forsyth, Theory of Differential Equations, Cambridge, 1900— 


3.13. g"— (Sk2sn2x +а) у’ + 
+ (b + csn2x —3k2snxcnxdn<x)g= 0. 


[关于 符号 见 2.74. -一 一 俄 译本 编者 注 . ) 
其 解 见 ，A. R Forsyth, Theory of Differentiai Equations 
Cambridge. 1900—1902, 3 Ш, р 463. 
3.14. у — (6k2sn2zx + a)g' +bg = 0. 
其 解 的 出 处 同 3.13 一 样 。 
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3.15. y” +21 (х) у’ +f (х)у<=0; 方程 3.26 的 特殊 情况 ， 
у= Сш + Cu u, + Сам, 
其 中 u, us 是 方程 
2 и” + (м) и=0 
的 基本 解 组 . 
3.16. у'—–2у” —3у' +10y=0; 
第 一 部 分 22.1 节 中 讨论 过 的 那 种 类 型 . 
y=Cie + (Cocosx + С, зіп yje”, 
3.17. 0" —2g” — а?у! -2а?у = shx; 
第 一 部 分 22.2 中 讨论 过 的 那 种 类 型 。 
假设 u (x) =у’—2 y, 则 得 到 容易 求解 的 方程 


u" ~ 一 а?и = shy, 


于 古 得 到 
у= Се?“ + С,е® L Се“ + 
2 shx 十 Chx 2. 
„4 308—1) 当 471 №, 
ИЕ x _3%tl -x 2 一 
6 На. 


3.18. у” —3ay” + За? у’ —а3ц=е”*. 
x3 р 
›=( +С, +С, +С.х? “=. 


3.19. у 二 qzy +ау +ag=0 WW — 52 22.1355, 
3.20. g” —6xg” +2(4x2--2a — 1)g”—8axg=- 0; 
方程 3.26 的 特殊 情况 ， 
у= Суи? Couv + Сзо?, 
其 中 u, о хе: УЕ 2.46 的 解 . 
3.21. у t+3axy’ + За?х?у' + axy=0. 
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С, +C,ch xy 3a + C, sh xy 3a 


ebat yj == | 4 а>0 时 ， 
| Ci +O, cosx y [3a] +Сузтх y [3а] 
当 a—0 pt. 
3.22. у" —у"ѕіпх--2у'соѕх + узтх =шх; 
全 微分 方程 。 


积分 两 次 , 则 得 到 一 阶 线性 方程 
у’ — y sin x = 81и E x2+ C, + C,x, 
3.23. у" +f (x)g”-+ g'+f(x)g=0. 
[Rz u (z) = у” + у 则 得 到 方程 
и’ + f(z)u=0, 


由 此 
y =C; cos x + O, sin z + 


+Cs(sinr f Æ соз хх casa | Е sin хах ). 


其 中 
E=exp( — Í fax). 
3.24. у" +f(x) (х?у" —2ху’ +29) =0; 
方程 3.83 的 特殊 情况 . 


y=C,x +0204] х | í uda — x? f + Зи x ), 


其 中 u=exp| — {#2f Gx) az |. 


3.25. у +fg” + gg” + (fg+g')g=0,f=/f(x), g= (5), 
其 解 为 二 阶 方程 
Еу” +gEy=C 
的 解 ， 其 中 E=exp | fax, ii C Ев, 
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3.26. у" +3 Лу” + F’ +2f2+4g)9 + (4 fg+2; )g=0, 
f=f(x), == (x). 
у= Сш? + Си + Су, 
ЖЕН ul), v(x*) 是 方程 
y” +7 (м) у’ +g (м) у= 0 
的 基本 解 组 . 
特别 是 , 反 自 共 罗 方 程 
ГЕРУ) +2gy +g8’y=0, 
属于 可 用 这 种 方法 化 为 二 阶 方程 的 三 阶 微分 方程 ， 相 应 
的 二 阶 方程 具有 下 列 形式 ， 
Су) + ву = 0. 
ВЕ №, Whittaker 和 Watson, р. 298. 
3.27. 40" —8у” —110' — Зу = — 18е”; 
第 一 部 分 22.2 节 中 讨论 过 的 那 种 类 型 。 
y =C e? + (O, +O,x)e а + е®, | 
3.28. 27у”—36п?# (х) у —2п(п-+3)(4п—3)/' (x)g=0. 
А С H Halphen, Traité des fonctions elliptiques et 
de leurs арр Иса опз.Раг13,1886 —1891, т. I, р. 553. 
3.29. ху" +39” +ху=0. | 
假设 u (x) =ху, ШВ u” +и=0. 
3.30. ху” +30” —ах?у=0. 
假设 4(*) = xy (x), ИН и" =ахи, 
关于 这 个 方程 , 见 5.3. 
3.31. ху” + (а+Ь)у”—ху'—ау=@, 4>0,b>0. 
根据 第 一 部 分 22.4 节 , 得 到 


8, 
Š 1 
у= У) с, | ара ер 752—1 «ш, 
=} 
Ср 
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这 里 a= —1,В1 = =0,8.= +1;45^, 220, | 
@з == 1 ‚Ву = + оо ‚ПЯ м0, И] аз — co, f= —1, 
3.32. ху" — (х +20) у” — (х-- 202—1) у + (x—1)g=0; 
方程 3.83 的 特殊 情况 . 
У=С e" 4 xti CJ (х) ACY, Ex] 
IE J, 和 了 Y, 是 贝 塞 耳 函 数 , 
3.33. ху” + (x2—3)g” +4ху’ +2у=/(х). 
此 方程 为 全 微分 方程 。 进 行 积 分 , 则 得 到 二 阶 方 程 ， 
此 二 阶 方 程 仍 然 是 全 微分 方程 ,并 且 可 以 化 为 线性 方程 


xy’ + (х\—5)»= | zx |/(®)4х. 


3.34. 2ху" +30” +axy=b, a0, 
根据 第 一 部 分 22.4 节 ,得 到 


4 а, 


y= >; c, f = 


y 一 一 一 一 
r=] ) y 2z3+a 


хз 
dz, 


这 里 cb cz us ж 75 TE 2 atq a=0B) №, c = 一 oo 还 是 
+ co, 取决 于 z>0 还 是 < 0, 此外， 
V a (Ci 十 十 Ch) +b=0; 
积分 沼 着 直线 来 取 . 
3.36. 2ху”—4(х-+ 1—1)” 十 (2x 十 6 一 5) + | 
| + (1—2) у=0; 
方程 3.83 的 特 珠 情况 。 


[я 
уа Сейф те? [C27, (3ix) +Y, (2а), 


НО, 了, ЦЕНЕ. (2.162) 


[BL J. Zbornik, Akad. Wien 166 (1957). 
3.36. 2х0" +3(2ах-+Ё)у” + 6(bx + ak)g' + 


俄 译本 编者 注 .] 
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+ (2cx + 3bk) у = 0,2> 0, 
根据 第 一 部 分 22.4 节 , 则 得 到 


«у 


у= у с, f. [Ред da, 


4 
v=] 0 


其 中 

P(z) — 23 + 3 az2 + 3 bz +c, 
01, 02, as 是 此 多 项 式 的 根 , 并 且 假 设 这 些 根 古 不 相同 的 ， 
20 7 co, C I+ ++ 00, 

3.37. (х—2) ху" — (х—2) ху" 一 22 +2y=0. 
假设 u (x) =у’— у, 则 得 到 二 阶 方程 
x(x—2)u!” —2и=0, 

根据 2.303 的 后 一 半 , 在 此 方程 的 解 当中 ,存在 二 次 多 项 
式 ,也 就 是 x 二 *(* 一 2); 根据 第 一 部 分 24,2 市 ,由 此 求 
得 第 二 个 解 


u=% (x —2) In 55-20. 
于 是 得 到 
у= Сух? + Се" + 
+Csex [еск x (x —2?2) 1а = É 2(х —1 |4. 


3.38. (2х—1) у" —8ху’ +8у=0. 
x 和 е?* 显然 是 解 。 因 此 , 根据 第 一 部 分 17.2 节 , 此 
方程 可 以 化 为 一 阶 线性 方程 . 
3.39. (2x—1)y" =+ (x +4)g” +24’ =0; 
全 微分 方程 
其 解 可 由 下 列 一 阶 方程 求 得 ， 


• 624 ° 


(24 一 1)27 + * у ==Сү® + Се, 
3.40. х?у” —бу’ +ах?у=0. 
假设 y (x) = x2u(zx), 则 得 到 方程 3.66, 其 中 未 知 图 


Ж у Хи. 
3.41. ху" + (x +1)g” 一 9 一 0。 
存在 下 列 形式 的 解 ; 


Уу = у а>) 
#1244) 
并 且 此 级 数 对 于 所 有 * 是 收敛 的 ;也 就 是 说 ,选择 wo, a), 
使 得 z 等 于 无 限 连 分 数 ( 见 第 一 部 分 25.3 35) 


ao 44, 1| ,1| 11... 
а. Jat 122132 142 


+ НАБ an5 an —п?а а (п=0,1,2,---), 
О. Perron, Math Ann 66(1909),р 448. 
3.42. ху" — ху" + (х? +1)у' = 0. 
y=C +xZ,(%), 
其 中 Z, 是 一 阶 柱 函数 . 
3.43. x2y” +3ху” + (4a2x2% + 1— 4ь?а?) у’ + 
+ дазх?" у =); 
方程 3.66 的 特殊 情况 ， 
y=C, JI (x2) +C, (°) Y, (2°) +03 (%9), 
3.44. x2g"”—3(x—m)xg” 十 [2x +4(n —m)x + 
+m(2m—1)]g”°—2n(2x—2m+1)g =Ü; 
方程 3.26 的 特殊 情况 . 
y =C u? Couv + Сзо?, 
其 中 u, v 是 方程 2.113(1) 的 解 . 


С. Palamà, Annali di Mat (4),18(1939),р. 320. 
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3.45. x?y” + 4ху" + (х2+2) у’ +3xg = (f(x). 
EA х, 则 得 到 全 微分 方程 。 因 此 , 可 以 化 为 方程 


х%у” +x2y' + х%у= Гаук) dx +C, 


3.46. х?у" +5ху” +49’ = рх; 全 微分 方程 。 
y=C1+ + C 37 +5 nsa), 
3.47. х?у" +6ху” + ву’ 一 0. 
y =C; t+ Сх + Cer 2, 
3.48, ху" +-6ху” +69’ +ах?у = 0. 
假设 u(x) = 2 у, 143 и" +аи=0. Реж 
х2 у = Се + Се {+ Се 
其 中 cb аз, аз 是 方程 оз +а=0 的 根 ， 
3.48. х?у"—3(р+9)ху” +3р(39 + 1) у’ х?у=0, 
p, q 为 自然 数 . 


9—1 


Р-1 
у= H o- 3u—1) |] (G 一 3 > 一 2) УЛ Се", 
ы=0 k=] 


ws (} 


其 中 ó=x—— If о, 是 方程 ot=1 的 三 个 根 . 


J3. L Burchnall, Т W Chaundy, @uarterly Journ Oxford 
1(1930),p 190.JEJ 1, J Zbornik, Akad Wien 166(1957), 
p 42. 

3.50. ху —2(п +1) ху” + (ах? 十 6m)21 —2аху=0. 
a HARR. ХВ, ШУРЕ Р-р 18.61 
中 讨论 过 的 那 种 类 型 ， 于 十 有 . 
y =C +С, + Сах?" +! 34 а= (0 ВЕ, 
y =C (ах +4пт—2) +CT P (x) + C'se -xv=u Q (zx) 
当 “天 0 ВТ; 


a 626 = 


m x 


& "L рег 


WE Ро К< лн 2 的 多 项 式 ， 


3.61. х2" — (x? — 2x) 9 —(х?+ p? 4)" + 


+ (x — 2х + и -| )y=0; 


方程 3.83 的 特殊 情况 . 
у:==Се*+ ү x Z,Gz), 
其 中 Z, 是 柱 函 数 . 
3.52. ху” — (хер ху" + (2х +1) у’ v(x+ Dy=0; 
方程 3.83 的 特殊 情况 ， 
y=Ce* 4a Ж Z, (2V YF), 
K Z, EER. 
3.53. му’ 一 2 ку" +(x? —2x +v 各 /二 


err 
方程 3.83 的 特殊 情况 。 
y= e*t y х eT" Z, (>=), 
其 中 Z, EHEAR. 
3.54. xy" — (х — 6х) y” — (2х — 6) y’ +2х?у=0. 
点 *=0 是 弱 奇 点 .特征 方程 ( 见 第 一 部 分 18.1 池 )， 


r(r+1) 06 +2) =0. у=? ж“. 因此 ， 这 个 方程 
可 以 化 为 二 阶 线性 方程 


3.56. Ру” +8xy" +1097 = 3—s- nx; 


全 微分 方程 . 
积分 之 后 ， 仍然 得 到 全 微分 方程 ， 因此 5 其 解 可 由 7 
阶 方 程 
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(2+1) у +4 у= (+1) 1а #-+С,+ Сү 
Жыз... 
3.56. (х2+2) у" 2х0” + (х?+2)у’—2ху=0. 
у= Сх? + C, cos x + С. ѕіп x, 
3.57. 2x(x—1)g”+3(2x—1)g”+ (Фах+Ь) у’ + ag= 0. 
此 方程 是 3.26 型 的 方程 。 通 解 为 ， 
С,» Суу + Сзу?, 
其 中 уз, у» 是 超 几 何方 程 


2х(®—1)у” +3(2®—1)у' +(5 х + 2-1) =о 
的 两 个 线性 无 关 的 解 . 
3.68. 4x2y" + (x? + 14х—1) у” +4(х+1) 5’ +2y=0. 
全 微分 方程 . 


4 х%у' + (52—251) y=O, +С), 


у= уз ехр( -71 L) x 


Ах 


r _5. _ 3. 2 
x | Cot +f (cx 2 Cx 2 ера |. 


RA X= 是 强 奇 点 ， 仍 然 根 据 第 一 部 分 18.495, 此 
方程 应 当 具 有 在 点 *=0 的 邻 域内 为 正则 的 解 。 这 样 的 
解 之 一 是 | 


to 
У = > a,x”, 
=0 


其 中 


a 628 + 


LY r (z) 
„(лу 08) 
4 В-—=0 4 Г(+ ++) 


` 


О Perron, Math Ann 48(1926),р. 345—351. 
3.69. (ах-- Б) ху" -+ (ах + В)у’ + ху’ +у=/(х). 
全 微分 方程 。 因 此 ,其 解 可 由 方程 
(ах + ху” + (а—2аух-„8—Ь]у' + (z + 2a—a)y= 


得 到 . | 
3.60. x3y” + (1-22) ху’ + (ах? +p2—1) 9=0. 
也 可 参阅 3.3. 


此 方程 属于 第 一 部 分 18.6 节 中 讨论 过 的 那 种 类 型 . 
Щщ > 一 土 1 时 ,得 到 常 系数 方程 , 当 a= 0 FF, 得 到 欧 拉 方 
程 (第 一 部 分 22.3 1), 

如 果 “天 0 为 天 1 的 自然 数 , И 


y= x15 Cpe Pp (а), 
k=1 

Hh 0 =а, Ш Реж КЗ ПОНИЯ 定 的 多 项 
式 。 如 果 用 办 表示 当 ? 任意 (包括 复数 ) 时 给 定 方 程 的 
解 , 则 有 | | 
Ууз ау, + (29 +3) y, — 

— (27 +3) (+1) (z ?ys xy); (1) 
当 у, 遍及 所 有 的 解 时 ,我 们 得 到 所 有 的 解 y,;s。 因 为 相 
应 于 满足 方程 а 的 三 个 4 值 的 国 数 y. a =ехр(— 4х), 
构成 基本 解 组 ,所 以 对 于 所 有 不 能 用 3 整除 的 那些 4 值 ， 
可 以 借助 于 (1) 求 得 所 有 的 У»; 例如 


• 629* 


э» = (= 二 je (А#=а), 


封 六 形式 的 解 , 见 J. Zbornik, Akad Wien 166(1957),р. 42. 
3.61. ху" + [4х3 + (1— 422) х]у’-+ (4»?%—1)у=0; 
方程 3.67 的 特殊 情况 。 
у==С,х./? (ж) +C,xJ XLT, (x) +O,;xY2 (x), 
3.62. xy" -- (ах? +1—ь2) ху’ + 
+ [6х +a(e—1)x? +2? -—-1]у=0, 
IR (š) = 5° 71у (м), ибх", 1 Ж ВЕ 
n” Бат! + 1 =0. 
А Chiellini, Rendiconti Cagliari 9 (1939), p 142—155. 
3.63. ху" +3x y" —2ху’ + 2g = 
6х3 (х—1) [ах —х3(х-+8). 
齐 次 方程 属于 第 一 部 分 22.3 "ОЪ ШЛУ ЖЕЕ, 


25% 4-9 


Зи" 
хЗ Ја x 295 , 


y=ÜC, + ри C xing +2026 
3.64. ху" +3х2у" + (1— а?) ху’ = 0; 
第 一 部 分 22.3 布 讨论 过 的 那 种 类 型 . 
y =C; + Сх + Сука 当 а?521 B$. 
3.65. х0" — 4х0" + (x? -+8) ху’ —2(x2 + 4) g= 0. 
假设 у=хи(м), и" 十 w= 二 v(xX), 则 得 到 方程 zo =. 
由 此 求 得 
y =O,x2 + С,х cos x + С.х мах, 
3.66. хзу 4 6х?у” + (ах? —– 12) у =0. 
如 果 将 方程 3.48 除 以 2", МЕТУ, Л у 仍 用 
у 来 表示 , 则 得 到 此 方程 . 
由 此 求 得 原 方程 的 解 ， 
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d 1 
Y= Zx x? 
3.67. xs +3 (1 —a)x’y” + 
| + [462с2х?2° +! + (1 — 452с? + 3a(a—1))x]g” + 
+ [46?с? (с — а) х? + а(4ь?с?— а?) ]у=0. 
y=O,x%*J3(u) +C,x%J ,(u)Y (и) +Csx%Y; (и), 
Еф и=Ьх°, J, Y, ЕЗДА. 


М, М. Nielsen, Handbuch der Theorie der Cylinder funkt- 


(С уе 4 Се + Сеа), 其 中 atam. 


ionen, Leipzig, 1904, р. 147. 
3.68. x3g”- (x+ 3)x2g” +5(x—6)xy’ + (4 x +30) 9=0. 
EA: 
4% 4? 
ar a e a (fc +C, ln я) е”4х +6, || ° 
| J. Zbornik, Akad. Wien 166(1957). 


两 个 线性 无 关 的 解 ， 


portat 3 a o 
t 6(30 一 4.5) ”5.6(30 一 3.4)(30 一 4,.5) 


22 . 32 . 42х38 
—1:5:8(30—2.3)(30—3:4)(30——4-59 


12.22.32. Ду? 2 
3:4:5.6(30—1.2)(80—2.3)(30—3:4)(80—4:5)’ 


v, = xŠ — 


Sa ум 72.82... (n-L Тк" 
2 (CD 


war. 6-.-.(n—1)(6-7—30)(7:8—30)-: (m(m + 1)—30) ° 


3.69. ху" + x2g”lnx +2 ху’ —g=2 x’, 
除 以 *2, 积分 两 次 , 则 得 到 线性 方程 


РЕ 
ху’ 十 (nx 一 2)y = 可 十 CI 十 Ca。 
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.70. (x2+1)xg”4+3(2x°+1)g”—12 9=0. 
乘 以 *, 则 得 到 全 微分 方程 ; 将 此 方程 积分 ， 又 得 到 
全 微分 方程 ,由 此 方程 求 得 


2 и + ] 
у= С,(2 x2 + 1) 二 Coxu 十 Cl 2 x + runt 1), 


„= ҮЗҮҮ, 
‚71. (х+3)х?у"—3(х +2) ху" 上 6(x 二 1)2 —6у:=0, 
у= (Сх + Сх? + Cs (Z +1), 
‚72. 2(x—a,) (x—a;) (x—as)g” + 
+ [9х2 — 6 (а, +a, + аз) х +3(aa + ауа; + ааз) ly” — 
—2[ (n? + л 3) х +В ]у’—па +1) у= 0; 
BL 2.408(6). 
.73. (x-+1)xšg”— (4х +2) х2у” + 
+ (10x + 4) ху’ — 4(3х +1) у= 0, 

у= Сух? + C,x2 lIn x + С, (x + x3+ 21025), 
.74. 4 xy" —4 ху" +4 xy 一 1. 

齐 次 方程 除 以 * 以 后 则 化 为 第 一 部 分 22.3 节 中 讨 
论 过 的 那 种 类 型 , 


у= С, +С, + Cax? шх— 1 


36 х ° 
.75. (х? +1) ху" — (4х2 + 9) ху" + 
+ (10x? +4) ху’ — 4(3х? 1) у= 0. 
у= С, CX +x) +C? |x], 
.76. ху’ +х?у”—2у=0, 
一 个 解 是 y = x2 МОМ, x = co JE 591 
м. Ris y(x) =), $= 二 ，, 则 得 到 方程 3， 54, 其 中 变 
T x, у А2) š, 7, 
.77. ху +6xy’+ay=0. 


s 632 ° 


假设 7() =y(*)，== 二 , 则 得 到 方程 3.40, 其 中 变 
Нох, у RA S, 1. 
3.78. х?(хї+2х?+дх+1)у"— (2х5 + 3xt—8x2—6x— 1) у” + 
+ (x$ — Вх —15х? — 12x—2)y’ + 
+ (x4 + 4x? + 8х? + 6х + 1)g = 0. 
Се Сухе +С е, 
3.79. (ха): (х —6Ь)'у'—су=0,47%0, 
假设 


y(x) = (&—Ь)?°(®), = 


х—6' 
则 得 到 第 系 数 方程 
(Cab) —3 9” +217) —с1=0. 
3.80. 2 “sinx+ (2 cosx + 1)y”—y’sinx= cosx; 
全 微分 方程 
其 解 可 由 下 列 一 阶 线性 方程 得 到 ， 
y’ sinx + у= Со + Сух siny, 
3.81. (ѕіпх+х)у" +3 (соѕх +1) g” —3g'sinx— усоѕх = 
= —sinx; 
全 微分 方程 
假设 u(x) = (sinx + z) y, ДЕ Ји" = —sinx; 由 此 
(sinx + x) y = — cosx + O; + O,x + CX, 
3.82. y"sin?x + 3y"sìnxcosx + | 
++ [соѕ2х -- 40 (р -- 1) з1а2х] у’ +2v (> 1) ув 2х=0. 
| у= Си? + С,ио + Cr’, 
Iep и, v ЖЕЙ ОУ И ВОЕН, Нато 中 的 变 
量 % 由 cos ЖА, 
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вз. 2100) +A L(Y) =0, 


Жиз L (y) = (+) у" + 8 (z) y” + h (z) у, +. 7750, 
是 连续 可 微 的 ， 
显然 方程 (>) =0 的 解 满足 此 方程 。 此 外 ， 可 以 
选择 4(*), 使 得 此 方程 具有 给 定 的 函数 p (x) 作为 其 解 ， 
(а) 如 宁 
L= х?у” + (1—2 a)x y! + (a2—v2c2 + b2c2x26) у, 
Иа L (y) =0 的 解 可 由 2.162(1) 得 知 。 如 果 假 设 


(x —a +1)? + х — 9262 -pac X21(2c+ х) 


4= — (х—а)2 -+ x— 262 + D2c2x26 


则 相应 的 方程 具有 通 解 
3 一 Ciex 十 XeLCa7(DX2) + CysY , (x°) ], 
ЖН 7, Y, ДНР, 
(b) ДЖ 
L=x?y" —[(2a—1)x + 2 Всех" Пу’ + 
+ [ (а? — 022) + (2 a —c) bcx° + (Б? + 42) с2х? |у, 
则 方程 L (y) =0 的 解 可 由 2.162 (17) 得 知 。 如 果 选 择 
dlx), 使 得 
— A[ (x — a)2— 2c2 + x + (2 a—c) bcx° — 2 bcx°+1 + 
+ (62+ 42) сх] = (x — a + 1)2— 0202 + x + 
+ (2 a—c)bc2x°ç"1+ (9 a— 3 c—2)bcx° — 2 Ьсх©+1 4- 
+ 2 c5 (b2 + d2) х2°-1--с2 (62+ 4?ух?°, 
则 相应 的 方程 具有 下 列 形式 的 通 解 ， 
у= Спе + че [C J, (0х0) + CY , (dx°)], 
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第 四 章 ”四 阶 线性 微分 方程 


含有 指数 函数 的 方程 ，4,40. 
含有 双 昌 国 数 的 方程 ，5,9。 
含有 三 角 函 数 的 方程 ，12,15,41,42, 
含有 棋 圆 函数 的 方程 ，10. 
含有 任意 负数 的 方程 ，2,11,14,43,44. 
4.1. g —0, 
у= Со+ Сх +С? +C, 
利用 4.44 Н РАБА Ў КЕРК ЕА | Л. 
的 符号 , 则 有 


19—519 
626%, 5) = 12 , 


而 当 a=0,b=1 时 

Гї1=жх22(3х+3#—25#—6) +4? (3&—*), 
12Г® Л = — 36363 x2Ë2(x +Š) —94252 +24? (36—25), 
бГЪИ— — x3--3 x2Ë 
6 [PE xš (®®--&%-+2)—3--3 xš2, 

上 面 写 出 的 公式 НЧ < ВН) Г(х, 2); 交换 右 
ано x FE 的 位 置 ， 则 得 到 当 xE ВРА Г(х, 5). Pun 
ЖГ 不 存在 ， 因为 相应 的 边 值 问题 具有 非 平 凡 解 ， 即 
Cl 十 C2x*。 作 为 规范 化 而 同 这 些 解 正 交 的 广义 格林 函 
数 , 可 以 得 到 


Тин 10—51 + 
12 1 T 
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_/ 38 Хе 22482 х 
т 4 4 40 }, 
ов n 一 >. 一- 
Г T 十 一 70 (х +) оъ + 
s зу {25 十) 一 (= 11 
+ (z +59 ( Tih G+) (0) t 
13 1 
Tos Š + тов: 
4.2. g +4g=f/f(x) 具有 边界 条 件 
y=0, 5’=0 


y=0, 5’=0 |Е х=0 Е, РАМ x= 1 FF, 
у" = 0, у"=0 
可 以 求 得 下 列 形式 的 解 ， 


у= Слуп) +5: Сиун) + у О) 48, 
0 


其 中 


y i= hx cos x, y = (chy sin x + shx cos х), 


ys 一 本 shz sin 2, у= (вх sin х — shx cos x), 


系数 C, 应 当 这 样 选择 ,即使 得 y 满足 边界 条 件 。 
М. Kourensky, Tóhoku Math. Journ. 39(1934),р. 192—199. 
4.3. у +Ay=0. 
(а) ЖЖЖ: 
当 4 一 0 НЕ: 1, х, 52, 03; 
эщ 4-4 Ф250 BF; chkx cos Ах, chZ&x sin АХ, 
shRx cos Ах, shěx sin АХ; 
эм Ж 00 ||}. ср, ЗН АХ, соѕАХ, singx, 
(b) 特征 值 间 题 ,其 中 边界 条 件 具 有 下 列 形式 ， 
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УФ (а) = у (а) =y (b) = у (b) =0. 
和 在 下 面 的 表 中 ,这些 边界 条 件 用 记号 (P, 9357, 5) 来 表示 。 
其 次 ,为 简单 起 匈 ,假设 
К=^(6—а), 
œ =cosKchK, B=sinkshk, 
y =cosKshK, д=5ѕіпАсҺК, 
и; (x, 2) =ch&(x— a) + созА(х— а), 
из (x, В) = ch&(x — а) —cosb(x—a), 
us (x, k) =sh&(x— a) +sing(x—a), 
и, (х, R) =sh&(x— a)—sm&(x— а), 

数 1= 一任 是 特征 值 ， 其 中 和 由 下 列 表 内 第 二 列 的 
方程 来 确定 。 除 (2,3;2,3) 的 情况 以 外 ,特征 值 都 是 简单 
的 。 每 一 行 前 面 的 星 号 ， 表 示 相 应 的 特征 值 问 题 是 自 共 
ЗЕНУ. 

形式 为 (p, 95 六 3) 的 其 他 特征 值 问题 ， 可 以 经 过 变 
换 70) = y (9), Ë= —* 化 为 表 中 已 指出 的 问题 ， 

对 于 同 杆 的 振动 问题 有 关 的 特征 值 问题 ， 除 了 特征 
值 以 外 ,还 要 求 出 格林 函数 ， 因此 得 到 相应 的 积分 万 程 的 
ВЛ. 

(с) 相应 于 周期 性 边界 条 件 

yO (а) = у) 0=0,1,2,3) 
їн кн д, (222) (r=0,1,2,…)， 除 加 


以 外 , 所 有 的 1, 都 是 二 重 的 。 相应 于 特征 值 (ao) 


C, cos 


2пл . 2 пл 
> х + С, sim -— 


相应 于 特征 值 0 = 0 的 特征 函数 是 y = 0070, 
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№ Ж Е 特 E 值 特 征 а 数 
*(0,1; 0,1)1) e= 1,4940) 
*(0,1; 0,2)2) у= 0 上 (b, А) и. (w, А) - и, (b, &) u, (м, А) 
(0,1; 0,3) } K=nn 
(0,1; 1,2) (n=1,2, ...) u (b, К) и. (м, А) -из(Ь, В) us (м, А) 
*(0,1; 1,3) у+5=0 cos К.и,(х, А) 十 sin А, и4(*, Ë) 
00,1; 2,3)3) а +1=0 и1(Ь, Ayu (w, А) — Uab, A)u,(x, В) 
*(0,2; 0,2)4) Ç К=пл sin A(x% —a) 
n=1,2, ... 
(0,2; 0,3) Уу+9=0 cos K.shA(x-—a)+chK:.sin&(x —a) 
(0,2; 1,2) у+д=0 sinK.-shA(x-—a)+shK:sin&(x— а) 
*(0,2; 1,3) K= la sin A(¥—a) 
(н=1,2, ...) siak sh&(x —a) +shKsin&(z# —@) 
*(0,2; 2,3)5) у= д из(Р, в)и (я, №) – и (В, А)из(х, k) 
(0,3; 0,3) a=] 
(0,3; 1,2) «+1=0 u (b, A)u,(w, k)—ur(b, Ё)из(#, А) 
(0,3; 1,3) у= д эщ &=0 BJ, (#-а)(и+а-25) 
К. созК-из(м, А) - іо К.и; (м, А) 
(0,3; 2,3) К=пл `4 А=0 $, #—а, ШУ: 
(т=0,1, ..,) | „гъ, Кума (я, А) - избЬ, ñ)ua(Z, А) 
(1,2; 1,2) a=] 4 k=0 8, 1, Ш: 
из(Ь, ума (м, В) – из (Ь, Виа (ж, А) 
(1,2; 1,3) у=8 当 上 =0 时 ，1， 此 外 : 
cosK u(x, А) —sin K-u (x, А) 
(1,2; 2,3) К=пл X k=0 , 1, УР: 
(и=0,1, e) | ш, kyu, А) ub, ñ)u (z, A) 
*(1,33; 1,3) оо” cos(x —a) 
*(1,3; 2,3) y+ Ó = 0 34 6 二 0 К, 1, ШГ: 
cosKchA(zxz-—a)+chK:cosAñA(x -а) 
(2,3, 2,36) а=1 м k=0 时 ，C1 十 Cax， 此 外 ; 


Usb, k&)uíi(w, &)—u (b, hus(X, А) 


. 638 • 


D 对 于 丁 的 横向 振动 ， 当 丁 的 两 端 刚性 固定 时 这 些 边界 条 件 成 立 。 
2) 杆 的 左 端 刚性 国定 ， 右 端 匀 文 。 
3) аха, Air H H. 
4) FAIA. 
5) Ех, Jiwa ELE, 
6) ВЕНУ 28 E EH 
4.4. у —12 y” +12 у=16 xtexpx2°, 
ЗНА БЕЛА ЖЕЛИ. 2 ЛЕ ы (жу ет у, 
可 将 给 定 的 非 齐 次 方程 化 为 方程 
и) L 8 хи" + 24 x2u” +32 хи! + 16 х4и=16 x, 
此 方程 的 一 个 解 是 “=1， 依 此 得 到 
y =e +C e% 4 С,е7°% L.C ef TC e fs 
Стр 
а? —=6 +26, 8=6-—2ұ 6. 
4.5. g“ +? а?у" + ау = сһах; 
第 一 部 分 22.2 节 中 讨论 过 的 那 种 类 型 ， 当 4=1 时 
也 可 参阅 4.6. 


у= (O, +O,x) snax + (C,-+C,x) соѕах tchax, 


4.6. у°?- (ATT)a3 + Хау =0, 2220, АНЯ ЛЖ 


» (0) = >' 0) (22) 52") 0. 


а. 


НАЕЛ. А=0 СА АА ДЈ) Я л=п? (п=1,2,..., 2 
Ж ру); 特征 函数 为 ， 
cos ax —1 和 
С (созпах — n cos ax) + С. (эт пах —пзтах). 
G. Cimmino, Math. Zeitschrift 32 (1930), р 30. 
4.7. у +a(bx—1)g”+ abg +Лу=0. 
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关于 这 个 方程 ， 当 具有 一 定 的 齐 次 边界 条 件 时 ， 见 W. Me- 
yer zur Capellen, Annalen Phys. 407 (1932), р 1—27. 
4.7а. у“ —2 а?у" 二 at 一 入 (ax 一 0) (у" — а?у) =0; 


满 流 理论 方程 ， 
假设 
z(%) = у" 一 3 (1) 
则 得 到 
z” —a?z + À(ax—b)z=0, (2) 
如 果 给 定 边 界 条 件 
y(0) =y (0) =0, y(1) 一 2 (1) =0, (3》 


则 


x 


是 方程 (1 满足 边界 条 件 (3) 中 前 两 个 条 件 的 解 为 了 也 
满足 后 两 个 边界 和 条件， 应 当 取 方程 (2) 使 得 
1 1 
eT zdx= | етай х = 
енн) was 

的 解 作为 2(*) .也 可 以 采用 第 二 部 分 84 的 方法 ， 

4.8. g“ (ах? + bN + с) у” + (ах? + ВА + у)у=0. 
特征 值 问题 ， 


у — 2 xy” + (а-я "+2 у= 0, 


у(—1)=у'(—1)=у(1)=у'(1) =0 
的 近似 解法 见 ，S. Goldstein, Proceedings Cambridge 32(1936), 
р. 40—46, 
边 值 问题 | 
у? —о%у” Го? А08 (1— ж) ) 10у" – ау) =2 15у, 
у00) =y" (0) =у(1) =у' (1) =0 
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在 下 文中 曾 研 究 过 ， 
A Davidoglu, С R Roumanie 1 (1936), р. 3—7. 
4.9. g“ а (х) у" + ' (х) у + [cZ (x) +d]g=0. 
一 些 个 别 的 特殊 情况 ， 见 G. H Наірћап, Traité des fon- 
ctions elliptiques et de leurs applications, Paris, 1886—1891, 
т. 11, p. 558; Mémoires par divers Savants (2), 28 (1884), 
№ 1, p. 269—291. 


4.10. 097 (12 k2sn2x +a)g” + у’ + (ава?х + 8)g=0. 
М А R Forsyth, Theory of Differential Equations. Ca- 


mbridge, 1900—1902, т. Hi, р 463, 
4.11. у +10 fy” +10 f'y +3 (1+3 72) у=0, =f (2). 
授 解 为 ， 
у= Сиз + C;u2u + Сиз? + Саз, 
Ж и, ”是 方程 
и" -- }(х)и=0 
的 基本 解 组 . 
4.12. у°°+2у” —3у” —4y’ + 4y =32sin2x—24cos2x; 
第 一 部 分 22.2 池 讨 论 过 的 那 种 类 型 。 
у= (С. +С.х)е* + (Cs +C,x)e"2% + sin? x, 
4.13. 0% +4 аху" + 6 а?х?у” + á axy + аху = 0. 


4 з 
e +s y” 


у= У Cre > 


其 中 з, 是 方程 
st— 6 as2 + 3 4 一 0 
的 根 。 当 这 些 根 是 虚数 时 ,应 当 转 化 为 三 角 函 数 . 
4.14, y+6fy + (4f +11 f2+ 10 z)g” + 
+F" +7 ff +6 13+ 30 fg+ 10 27) у’ + 
+3(2/'g+5fg'+6f*e +g” +332) у 0, 
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f=f(a), s= s (z). 
у= (Сиз + C,u2u + С зил? + Соз, 
其 中 必 ”是 方程 
и" +f (жуш. +g (м)и=0 
的 基本 解 组 , 
4.15. 409—120" +110” —3 y’ = 4 cosx; 
第 一 部 分 22.2 市 中 讨论 过 的 那 种 类 型 . 


x 3% 
4 一 CI 二 Coe 2 + Се +O,e 2 + ЕЕ 
4.16. ху +5 g” 一 24. 


С 
9 一 全 xs 十 Ci 人 2 区 十 作 3 和 2 +=. 


4.17. xg — (6 х? +1) у" + 12 xg” — 
— (9 x2— 7) ху’ + 92(x2—3)x°g = 0. 
J ,a : 
e 和 e ”都 是 解 、 因 此 ,根据 第 一 部 分 17.25, 
此 方程 可 以 化 为 二 阶 方程 。 | 
4.18. xy O —2 (vr? x? 4-6) у" +r? (vx? +4) 9=0. 
| ЕЖЕ). 
1 . 
=), 
其 中 Z, ЕН (А, 2.162). 
4.19. x2g° +2 ху" -tay=bx’,. 
通 解 为 ， 
b — 4 _ 
二 万 和 十 Их >! O,Z (2a,1 ©), 


?3 一 1 


其 中 2, 是 柱 图 数 , 而 4,(?= 二 1,2,3,4) 是 方程 


мА — — A 
的 根 ， 
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4.20. ху 4-4 xg” + 24” = 0 
此 方程 可 以 改写 为 下 列 形式 : 
(х?у” у” =0, 
因此 
у:=С,+С„х-+„ Сива |х | + Саш м |, 
基本 解 : еба, D= lalt G+ |2 |. 
相应 于 具有 和 条件“2?(1) =y G) =0, Ч х0 BJ y (xz) 
Fe” EDALE (e) R AY FA PREA RE 
х—5+ (+5) 195 4 z< 时 ， 
一 * 十 (4 十 Simxz 24 x>š HPI. 
4.21. ху 68 ху" 6 g”=0; 见 4.27. 
4.22. ху” + 6ху" +8 у” —Му=0, 81> (х°у”)” —А%у =й. 
尖端 丁 的 横向 振动 方程 。 方程 4.25 的 特殊 情况 。 
y=- [Ci7o(2 V Ax) +С,Ү,(2 V hx ) + 


+ Съ/ (2iV Ах )+C,Yo (2iV 44) = 


r G, Бу=1—®Ё+ | 


= [C.J @ V lx) +O,Y ,(2 V Zx ) + 
y х 
+C, (2iV Ах) + СУ, (2iy Ах )], 
在 边界 条 件 为 “2 (1) = у" (1) =0, 4 х>0 В у (м) 
有 和 界 ” 的 情况 下 ,方程 | 


оу Qi T)]=0 
的 根 是 特征 值 ， 而 函数 
J (2: L) — QV Z) +J (2 Ил (2: V ix) 
是 对 应 于 这 些 4 РАЕВА ЖЯ. 
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4.23. x2g% 十 8 xg”+12g7—0 W 4.34. 
4.24. х?у“? +8 ху" + 12у” —^2у=0; 
方程 4.25 的 特殊 情况 ， 
xy=C,J,(u) +C,Y (и) + С.Л. (1и) + С.Т, Gu), 
其 中 и=2ү Ах ,在 边界 条 件 为 “y(1) =>x' (1) =0, 当 
х0 ВР y (x) ВЕ Г. 方程 
| лоу) 2-7, CNT) 1=0 

的 根 是 特征 值 ， рои 


Ч Ооу d2 _ 
тро (21ү А ) 7227002 іх) + 


— QY 1) Л (У) 


是 对 应 于 这 些 4 的 特征 函数 。 
| 边界 条 件 为 ”入 (а) "à (a) = y (ó) = y” (6) = ” J 
情况 ， 在 下 文中 曾 研 究 
N. Mononobe, Mim f. angew. Math. Mech. 1601921), 
p. 444—451. 
4.25. x2g + (2 n—2 p + 4)xg” + 
+ (п—>+1)(п—>+2)у”— y=; 


方程 4.37 的 特殊 情况 ， | 
y =x [Ci „(и) 十 CY „(и) +637 и (и) +С,Ү, (ғи) |, 
其 中 
2с=у—п, и=п-у иши=Ьү x, 
如 果 用 у, 表示 相应 于 =0 的 解 ， 则 对 王 正 的 整数 
Чи, Вр y= 9, 
4.25. ху 十 2 х?у" — ху" 十 y’ — atx?’ y —— 0; 
方程 4.37 的 特殊 情况 ， 
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2 一 Ci7o(aX) +C,Y (ах) + Сз7,(аіх) 十 Cu (arx). 
4.27. ху +6 x?y” +6 ху" =0, E] (хзу”)”=0. 
y=Ci +C,x+C,x"1 ln |z |, 
基本 解 ， 
g (x, 5) 一 


2_ #2 
adnia E р [4 


4xË 2 š 
对 于 具有 条 件 “?(1) = у (1) =0, Чи >0 FF y G) f 
界 ” 的 边 值 问题 ,格林 函数 等 于 
Г, 8) = лее 


bai: 当 ЗЕЕ, 


(Z+ na) 当 x> 时。 


4.28. ху —2 n(n +1)x2g” +á n(n + 1) xg” + 
+[axt-+n(n--1) (п +-3) (n—2)]g=0, 
n 为 自然 数 ;第 一 部 分 18.6 节 讨 论 过 的 那 种 方程 的 
y==x-" YO, er" P, (x) 当 a0 Г; 


v=] 
这 里 2, 是 方程 4 + a= 0 的 彼此 不 同 的 四 个 根 , 而 P, 是 
某 个 确定 的 次 数 < 4 n 的 多 项 式 ， 当 4 一 0 有 时, ШИВ E 
拉 方 程 (第 一 部 分 22.3 5), 
4.28. ху +4 x5g”— (á n2—1)x°*g” + 
| + (4 п? —1) ху’ —4 ху =0. 
特 解 为 ; 
x N2n+41 
>) 


一 2 
у= ЕВГ: 
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J. С Costello, Philos Magazine (7), 21 (1936),р. 308— 
318. | 
4.30. xiy ® +4 хзу" — (4 n2—1)x2g” — (4п?—1)ху' + 


+ (4 п? 1—6 xt) у= 0. 
特 解 为 ( 见 4.29), 


- 2 
>= > У! (n --ъ) (Е +2 v +1) ° 
ху +4 xg” — (4п? +3) x2g” + 


+ (12 п? — 3) ху’ 一 (12 п? —3 +4 x:)y=0, 
特 解 为 ( 见 4.29). 


x ) rÁ *+1] 


4.31. 


(z ү 9-1 
z 2 
у= 2 TT rl 
4.32. xiy +8 ху" + [4 xt (7— ро?) ху” + 
+ [16 x? + (1—0? —с?) x] ” + (8 х? + 2209?) у=0, 
Ega 4.33 4 2 =e +c, 2y=p—c 时 而 得 到 ， 
xtg +в ху" + [4 xi + (7—2 2 — 2 02) x2] g” + 


+ [18 x’ + (1—2 人 :一 2 2) х] у’ + 


4.33. 


+ [8 x? + (02—02) 1] у=0. 
У=С: a (м), (5) +C,J,(z)Y ,(%) + 


+C,Y „(х) 7, (х) 十 C (х)Ү (х) 

如 果 и2-=2; 这 里 7, Y т ДЗЕ НВ (BL 2.162). 
更 一 般 的 情况 见 4.36. 

4.34. му +8 х?у" 十 12 ху” =0, НП (x*g”)” =0. 


y= 0, + Сх + Сам! +C, 
基本 解 : 


19251 15%—$5%| 
E0, S) =- фа Гра. 
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相应 于 具有 条件 “2 (1) = 7 (1) =0, 4х0 Ву (2) 


有 界 ” 的 边 值 问 题 的 格林 函数 是 
Гс, рае ле + 
rr. E 当 x <š 时 ， 
十 . 
7—83 当 д р, 


4.35. х0 +8 ху" +12 ху” ау = 0, 
ВП (xty”)” +ау=0. 
欧 拉 方程 (第 一 部 分 22.8 节 )。 其 解 为 ， 
щ ат ауа (Срат. Сик"), 
op m= ута, 
当 a=1 时 ， 


1. + zz ~ 
y=% 2 (С, +C, ln м) +x 2 
1 — 
其 中 mi g= +V 5; 
当 2—1 ЕР: 
1 
y=% 2 [(O,x* + С,5-%)соѕ (В ln x)+ 
十 (Csx%-- C x") sin (В Ја ху) 


其 中 «= үт cos —, 8= VT sin —, їп r #H s 由 条 件 


Ws (Cs +С, n x), 


r2 一 4 十 -2 y a—1 =r sin 8, 5= 4r cos 8 


16° 
来 确定 ， 
如 果 考 虑 具有 右 端 的 非 齐 次 方程 
(х*у")" -ау= 4х? 4 Вх +C 
则 其 特 解 为 
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А 28y, С 
a+ 24 r + a ° 
4.36. жму? + (6 —4a)x°g" + (4 Ь?сїх?° + А) х?у" + 
+ [4 Bb°c2x2° + (2 а-1)С]ху’ + 
+ (4 РЬ?с?х?° + E) g =0, 


м == 


其 中 
Ч=6(а—1)?—2 с? (и? +r?) +1, B=3c—2 a+1, 
С=2 с? (и? 12) —-2а(а—1)—1 D= (а— с) (а—2 c), 
E = (ис + ve + a) (uc -+-vce— a) (ис c+ a) (ис-эс—а), 
通 解 为 ， 
Y= [C (DT „(иу +627 „(и)Ү, (и) + 
+C,Y,GD7, GD) +C Y „(иуҮ AON 
其 中 4 二 bx5, JE Н 2262, ЗЕ y = x“= (u), 则 
将 此 方程 化 为 方程 4.33.， 
4.37. x'g° + A;xšg" + А„х?у” -+ Axy + Ашу =O, 
其 中 
人 3 一 6 一 44 一 4c， 
Z;=2(a2—%*c2) + 4(a +c—1)2+ 4(a—1)(c—1)—1, 
Ау= [2 (22с2— а?) — (2a—1)(2c—1)](2a +2c—1), 
A= (а? — у?с?) (а? + 4 ас + А с2 — 9262) — рісі 45, 


通 解 为 : 
y=x“|C,7, (и) + OCF, (и) +C, ,Gu) + CY, (zu) ], 
其 中 4 一 bx5, M 7,, Г, 是 贝 塞 耳 函数 
4.38. ху“ + (4 >—2)p°x3g” -+ 
1 9. 
十 (2 一) (2 „—1) ху" – -gt t? у= 0, 


у= у x [C 7,(u) + CY, (и) + CJ, Gu) + СҮ, (іш)], 
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其 中 u=bx T7 , 同 4.37 相 比 较 即 可 看 出 这 一 点 . 

4.39. (x<2—1)2g 4-10 x(x2—1)g” + 
+í8(3x3—1) —2[ (+ че] 1x2—1)1g” — 
—бх[И (и +1) р (z + 1) —2] 5’ + 
Аи —p(n +1)]|?2? —2 (+ — 

—920(0 4+ 1) у= 0; 
ML 2.240(22), 
4.40. (е 2 х)у + 4(е* 2) у" +В ер” + 
tey te yi. 


假设 u(x) = (e* 十 2*)y, 则 得 到 =x, |А 


(е 4-2 х) у = 十 Co 二 CIX 十 CoX2 十 人 3X3 


l 
24 x 
4.41. g sinix+2 g'sinšx cos x+ g'”sin2x (sin2x—3) + 
+ 'sin x cos x(2sin2x -- 3) | (а*вїп*їх—3)у-=0; 
硬 加 载 球 壳 的 微分 方程 . 
如 果 а^ = А? +1, ШЕР З] 


2 
LL (у) +A2y=0, Ж L = р сах? сак. 


dx 
Е | УЖ РЯ А ТЕЕ Е 
L(y) +ihy=0, (У) —Му=0 
ЙУ ЗЕЙ КИУА АН я ЕН РИ АРЕН 
一 个 方程 的 解 即 可 . 
y=w(Ë)sinx, E=sin?y, 


可 将 此 方程 化 为 超 几何 方程 2.260 
$ (Š — 1)" +(5=—2) 1j’ 4. и 


1 = 0, 
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4.42. g sinŠx -+4 g "sin5x cos x—8 g”sin6x — 
—4 у/'5їп°х cos x + gsinîx =f (х), 
z и(х) = y sin z, 则 得 到 
иір = Жо). 
4.43. (х) [092—2 ау" + ау] +2 fr (x) [y" —а?у'] =0. 
其 解 为 ，e+“%。 经 过 变换 
y= ez | z(x)d x, 
可 将 此 方程 化 为 方程 
Ја" 十 2(24 f+ Г) 2" +2а(2а f +3fr)z + 4a2 frz=0, 
=e, | и(х)ах, 


又 将 此 方程 化 为 方程 
fu” 9 f —a f)u' — 2 a ffu= 0, 
RIXE v(x) = f (x)u (z) , 则 得 到 
(0 —2аъ’) f—f"v=0, 
П Л" 0, ВПП 7 (x) ВЕРА, ИЕ Jy P РЈ) 
人 简单。 
4.44. [/(х)у”]” =0. 


С (С. + Ct) dt 


x 
y=C, +C 十 f 


у= С, +С.х +C.,p (x) +CY (z), 
其 中 


м 


о 
аа же 
ро) = { а, (а) = [4% ата, (1) 


积分 取 在 使 得 7520 并 且 二 次 连续 可 微 的 每 一 个 区 ЇН] 
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La, 5] E. 


基本 解 ， 
ИРЕГЕ 
g i (x, £) A A 
或 者 
= Jz- а-г) E-E) 
g(x, Ë) = w | TIO dt, 


在 杆 的 横 问 振动 的 情况 中 ， 常常 过 到 РЖ 边界 条 


‚ у=у’=0 (刚性 固定 端 或 夹 持 端 ) ， 
. y = xy” = 0 (НЕЙ), 
. У”=у”=0( нй). 

ТТЕ, КРАСА — t (6 4) БЕКТЕ x = а 
(тя =b) ХЗ ЕН В: д, ГРИ (ж, 5) 
表示 的 格林 国 数 ,相应 于 具有 边界 条 件 

y (a) = у’ (а) = y (b) = y” (b) =0 
的 问题 . SLA РЕЗ, 


ЕЈ 


P 
С tdt _ {3,4 
о P=] уау 77) 76: 


采用 上 述 符号 ， 各 种 边 值 问题 的 格林 函数 可 按 下 列 方式 
写 出 ， 
bl= gi (z, Ë) те [3% (Š) —уф(&) |+ 
+P Lep —а\ (5) |}, 
这 上 时， 假设 ау —– 825—0. ЯН ау — В2= 0, MIARA 
存在 ,因为 相应 的 边 值 问题 具有 非 平凡 解 , 即 
у=Сзф(®) +С (у), 
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其 中 С, C, 是 方程 组 
aC, + ВС, =0, 3С-+уС,=0 
的 非 零 解 . 
N L = N . g, G, 5) + 
+ (Z —b)[ (ë —b) (ау — 82) + (z —bB)p (š) + (ba 8) Ш(5)]— 
—ф(®)[ (š —5) (b8—y) +226 (S) — bu) (š) |+ 
+i (®)[ ($ —b) Фа— 8) + bg (Š) — (Š) 1, 
其 中 
N =4(b?22—2 bB + у), 
如 果 N =0, 则 格林 国 数 不 存 在 ,因为 相应 的 边 值 问 题 具 
有 非 平 几 解 , 即 
у=28 — у -– (ба — ух —Ьр(х) + Ú (%). 
АГ! =4 g (x, Ë) +y—85— (E) + 
+[aë—8 + pE] +Ep(z) — (<). 
>á a= 0, b=1 tF, ИИ 
4T™ =4 g (z, 2) +y+ (8—2y)Ë— WE) + 
+[8—2y+ (z— 48 + 4y)Š +2 U (S) — gp (Š) jx 一 
—&ф(х) + (2Ë—1)U (x). 
Гая гп ТЕ, ВНУ АУ Е Вр В 
非 零 解 , BD C(x* 一 4) 和 C1+ Cax， 在 这 些 情况 下 , 可 以 建 
ЗАЛ ХНА. 
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第 五 章 ”五 阶 和 更 高 阶 的 
线性 微分 方程 


5.1. 094-20" +y 一 ax 十 D sinx +c cos х, 
а z b , С. 
у= % 十 re cosy—— sln X + 
+ O, + C, sin x -F Cs cos x + C, x sin x + Сух cos x. 


5.2. у 十 g=sin-3 x віп 1 


2 2 °. 
BETR- Ce e), 所 以 ,根据 第 一 部 分 22.2 

$, AF 

y= sin х +y 00 2х + Ау cos(x + Ву) + | 


я __. | _ 5 
+ Ae =“ 3 сз ( + В, ) + Aze 2 СХЕ 十 В. 


5.3. у —аху=б, а>0, 
借助 于 拉 普 拉 斯 变换 { 第 一 部 分 ，19.2 闻 )， 得 到 


‚ә 


ү! 


у= > c,e, | exp Í €, xt ау )4, 
"= 0 


2 vt 
E, =exP ET ， > =. 


5.4. у + аху’ + aux"-1g=0. 
比方 程 是 全 微分 方程 ， 并 且 可 以 化 为 n— 183 
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уе) +ах*у=6 (C 任意 ). 
р.да, и =ах?у’ + bxu + су. 
借助 于 积分 变换 可 以 得 到 解 : 


ый + př 


у= fe H uso y С,елира dudv 
0 0 у=] 


(«> —1,3:>—1,Ау=а). 
5.5. у +ay™ r =f (x). 


当 4 二 0 肝 ， 通 解 为 : 
п—1 x Ке 
, (x —t)™! 
y=} C +] тоту 


其 中 хо 可 以 任意 选取 。 
当 as 天 0 时 ,假设 УР =и(м), 则 得 到 线性 方程 
и’ +au=f (х). 
求解 此 方程 以 后 仍然 需要 完成 的 4 一 1 重 积分 计算 ,同上 
面 的 情况 一 样 ， 可 以 用 单 重 积分 米 代 赫 。 如 果 说 要 研究 
大 的 х 值 时 解 的 性 质 , 则 下 列 写 法 可 能 是 有 用 的 . 当 a< 
0 时 , 则 有 
у= Сет + у С,” + 
v=0 


п—2 


+f | СЕЧЕ > а очи ) 


只 要 积分 


J ийа 
x 


收敛; 当 a>0 时 ， 只 需 将 人 由 人 来 代替 。 
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5.6. ху — mng” +аху=0, т ЖЕН А, п2 


m 
у= "+0910 у1-п 4 O“ 
| ах > э 


Hh u (x) я ЖОЛ Е ВО 


и") L аи = 0 


的 所 有 的 解 . 


W 了 Zbornik. Akad. Wien166 (1957). ` 
5.7. xP(D)g+Q(D)g=0, РО ESIR, 
如 时 
(+ а) =o, 
则 一 个 解 是 


ñ 
>= роу е | ЖЕ + р dt t Jar . 


5. 8. ху = > [(aA,,,—4A,)x + A,, |у. 


其 解 为 : 
y ==е^*, 如 果 f (À) =0, 
ЕО 
这 里 | 
п-1 | 
三 (4) = у) 4 14”. 
v=0 


5.9. XJ = ау, 


у= 2, (2 аы V x), 


k=1 


Na 
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其 中 2, EREA, m cl ° **, Qn 是 方程 а= y а HJH, 


VVatson. 106, 
5.10。x27z —ag, 4250, 


借助 于 不 难 证 明 的 公式 
а" "— 1 -F падт 1 -7 
Jar” e * = (—1)”a”x е“, 


TIDA (R I y =ar terp —— f, Wg. пе 
这 个 条 件 的 ”个 不 同 的 值 , 则 得 到 ”个 线性 无 关 的 解 


x 


5.11. уо" — ag. 
2.1 2 п | | __ 
у=?" у Caf J n a Сау) + 
ь=0 2 


+. (2 aa z) |, 
9 
其 中 co, 01, ° tt, Con 是 方程 t = aai 的 根 . 
Watson. 106; J Zbornik. Akad Иеп166 (1957). 
5.12. (х—а)”(х—Ь)”у°? = с}, oe 


假设 y= (rb) E), £= n 27. ШИК Ж 
数 方程 。 


5.13. JO (MO PO (хуу? + 


y=1 


n=l 


十 > (—1)”Сї сә] О‹"- v- D (x)g °” =0. 


PEAT, 


"”"—] T=] (х) 


= Це Q= P (x) + УЬ, >. др ды. 


эв] 


见 第 一 部 分 ， 22.6 ү. 
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第 六 章 ”二 阶 非 线 性 微分 方程 


含有 代数 无 理 式 的 方程 ，13,15, 22, 25, 60—67,88, 100—102, 
166,177,218,220,231,234. 

含有 指数 函数 的 方程 ，14,15,83,242. 

含有 对 数 蚁 数 的 方程 ，113,222 

含有 双 贡 闭 数 的 方程 ，16. 

НЕРЖ. 17—19,29,48,49,121,223, 

НЕРЖ УЕ: 20,29,33—39,41,44,51—55,59, 68—70, 
72,85,101,103,114—116, 122,123, 129, 131, 136, 139, 148, 149, 
152, 161, 167, 170, 187, 196—204, 224, 225, 230, 235, 241, 
247—249. 

[本 章 所 讨论 的 许多 方程 的 研究 ， 以 及 其 他 许多 非 线性 方程 ， 

可 以 在 下 列 著 作 中 找到 ， 了 EP Painlevé. Acta Math .25(1902),р 1 

以 及 以 后 ， В Gambier， 同 上 ，33 (1910), р 1 АМИ B 

Garnier, Annales Ecole Norm (3),34 (1917), р 239—358.[ Ж 

些 细节 可 在 Bellman 一 书 中 找到 ， 在 Sansone 第 ШГ ГЛ, 

个 方程 俄 译 本 编者 注 ,J 


1—72. ау’ =F (a, у, у) 


6.1. g”= у?. 
根据 第 一 部 分 23.1 节 , 得 到 
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因而 ， ?一 多 (了 7 车 一 Cj， 其 中 Ф 是 外 尔 斯 特 拉 斯 本 


数 , 其 不 变量 82 二 0, 88: =С, (С, 任意 ). 
[关于 外 尔 斯 特 拉 斯 函数 ， 见 2 ,26 ,一 一 俄 译本 编者 注 .] 
6.2. у" =6 y’, 
| 假设 p (>) =y (x), Wa 
PP' 一 1232 因而 у= жуя у? С, 
НД, y = (z +C) ,其 中 P 是 外 尔 斯 特 拉 斯 函数 ， 其 
不 变量 gI =0,gs=CG,, 
6.3. 2 一 6 у? + x. 
此 方程 定义 了 所 谓 潘 勒 书 超越 函数 . 
ТЕЙ; 1псе: P. Appell, Bulletin бое. Math France 45 
(1917), p 150—153; E Jüttner, Zeitschrift f Math Phys. 
58 (1910) p 385 一 409( 对 于 化 学 问题 的 应 用 ) .5 关于 潘 勤 万 方程 
理论 的 详细 阐述 ,以 及 原始 参 若 文献 , 见 下 列 一 书 :B В Голубев, 
Лекции по аналитической теории дифференциальных уравне- 


ний, 1950, # 3 章 . 一 一 俄 译本 编者 注 .] 


6.4. g”—6g2+ 4g=0. 
| 由 第 一 部 分 23.1 WA, 此 方程 可 以 化 为 方程 
y2— 4 у + 4 у? +С 0, 
解 这 个 方程 将 导致 椭圆 积分 ,在 解 之 中 包含 ( 当 C = 
0) 国 数 


= Í _ _ 
?一 sin? (х 十 人 Ci)“ 
зе РА Вр ЕВ АУК, М Whittater 和 . Watson, 
438. 
6.5. у’ +ag2+ bx + с=0. 
根据 第 一 部 分 23,1 节 , 当 2=0 时 ,此 方程 等 价 于 可 
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用 椭圆 国 数 求解 的 方程 

уз + ау +су= С; 
同 1.71 相 比较 。 当 25-0 时 ,经 过 变换 

у(ж)=от(®, Е=Е( х +) 

可 将 原 方 程 化 为 下 列 形式 ; 

я Ep + 2805 
当 适 当选 择 数量 a 和 & 时 , 则 得 到 方程 6.3 

?” = 6 12 + š. 
6.6. 07 2 и: —ху+а=0. 
此 方程 将 导致 新 的 国 数 , РТН НБ ЗАРА; DL 


6.3. 
6.7. у” =ау?, 
例如 ， в 
_/2 1 ра 


根据 第 一 部 分 23.1 市 ， 给 定 的 方程 可 以 化 为 方程 


yy +C, 


根据 1.71， де "| ИНИ ЛИ. 
6.8. у” —2 ag? +? abxy—b=9, 
黎 卡 提 方 程 | 
y + ау? Бх =0 
的 每 一 个 和解 ， 也 满足 给 定 的 方程 。 


其 次 ， 见 В Gambier, Acta Math 33 (1910), р 32 以 及 
以 后 ， 
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6.9. у’ аз +Ьху + ey + d= 0. 
4 a=0 3 b=0 时， 得 到 比较 简单 的 特殊 情况 。 如 
Ж 4570 和 2 天 0， 则 借助 于 变换 
у = (8), Ë= u (bx +c) 
给 定 的 方程 可 以 化 为 潘 勒 韦 曾 研究 过 的 标准 形式 
n” = 21 Š ъа, 
ЛУО ВОТ Ва. FH WS 3 F ЖА ЁН 
数 ， 见 6.3. 
6.10. g” +agš + bg2+ cg +d=0. 
根据 第 一 部 分 23.1 市 ， 得 到 方程 1.71; 
x? 1 ау ВУ tey +2 dy +C=0. 


6.11. у” +ах’у"=0; УР, 


а 2+» n- (G +2)( +n +1) 
其 中 Вето др 


Bisz и (Е) = y (z), £= ， 则 得 到 方程 6.74 


En” +217 + aš "39 = 0, 
1 


当 a= —1,r=1—n №}, М 6.102; m a=—l,vr= ——> 


п=>, И 6.100. 


[ 埃 姆 登 方 程 理论 的 详细 论述 М Bellman 一 书 第 亚 章 ， 
一 一 俄 译本 编者 注 .] 
6.12. у" + (2+ 1)a22g2t1 —у=0, 
将 у 取 作 为 自 变 量 ， 并 且 和 假设 p(y)= у(х), ШИН 
Ф у" 二 Pp'(y), 得 到 一 阶 方程 ,此 一 阶 方程 可 以 化 为 可 
分 离 变 量 的 方程 


е 660 « 


у (=) = УИ aym] +C. 
8.13. 5” = (ау? + bxg + cx2 + ag + Вх + у) — 250), 
假设 
2 au (x) =2 ау + bx +a, 
则 得 到 方程 6.101 
= 


8 
А 2 аи? -2 
(Ax2 + Bx + С) и" (те 1) , 
其 中 4, В, С 由 等 式 
4aA=4ac—b’, 2aB=2aB—ba, 4 aC =дау— о? 
ЖЕ. 
6.14. у" = еў, 
利用 第 一 部 分 23.1 节 中 指出 的 方法 , 则 得 到 


_ 1 
x= f (2expy +C) dy +C; 


积分 可 以 借助 于 变换 
t= (2expy +C) š 

来 计算 . 
6.15. у" + ае*у`® =0; W, 6.242. 
6.16. и’ + е”зВу=0. 

满足 初始 条 件 y (0) =0, y (0) =1 的 解 可 表示 为 下 
列 级 数 : | 
ж3 х“ x х8 


37724773572 


xT x8 х9 
+17—r + 128-pr + 5495 р + ... 


М Chini, Giornale Mat 58(1920),р 35—53. 
6.17. у’-азту=0; 控 的 振动 方程 . 
通常 将 摆 的 振动 方程 写 为 下 列 形 式 ， 
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| ф” (2) +£ пф) =0. (1) 


根据 第 一 部 分 23.1 池 ,对 于 满足 初始 条 件 》(xo) =<, 
У’ (хо) =В В y (z), 可 以 得 到 
» = +y 2 а cos у + 2—2 a cos a, 


因而 


x—zo= | [ 2 a cos у + 22 — 2асоза | - Чу, 


而 如 朱 假 设 
. 1 со 1 2 
їп у = йи, А2 == sin? > а 十 £ , 
则 有 
— du 
Va (x—x)= 


, f y (1— u?) (1 — 2?и?) ; 
到 -ip 人- 


ЕН. М а=0,|^|<1 时 , 则 得 到 


sin = y=ksny а (%— ху), 


ЖД =Í rk БЕС sn 的 模 为 外 
(lin. М. Ш.—Ж. де ла Валле Пуссен, Лекции по тео 
ретической механике, ИЛ, 1948,т. L p. 183, & Дж 
Стокер. Нелинейные колебания в механических и элек- 
трических системах, ИЛ. 1953, р. 24; О. Блькьер, Ана- 
лиз нелинейных cHCTEM，1969. 一 一 俄 译本 编者 注 .] 
6.18. у” +а?ѕіпу = Взіпх; 特殊 的 都 芬 格 方程 ， 见 6.19. 
6.19. у” +а?ѕіпу = ВУ (х); 广义 的 都 芬 格 方程 
Ck: Дж Стокер, Нелинейные колебания в механиче- 


ских и электрических системах, 1953;И. Г. Малкин, Не- 
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которые задачи теории нелинейных колебаний,1955; San- 
sone; T Хаяси, Нелинейные колебания в физических 
системах, 1968;О. Блакьер, Анализ нелинейных систем, 


1969 ,这 里 也 指出 了 某 些 原始 论文 .一 一 俄 译本 编者 注 .] 


当 研 究 振 动 时 ,特别 是 研究 摆 的 振动 时 ,第 第 过 到 方 
程 6.18 116.19, В=0 的 情况 , 见 6.17， 这 里 我 们 假设 


850. | 
对 于 方程 6.18， 可 以 提出 具有 下 列 周 期 边界 条 件 的 
边 值 问题 ， 
“yO = у (2 т), y” (0) =” (2 zr)”, (1) 


如 果 cc:<1, 则 对 于 任何 8, 此 边 值 问题 具有 了 唯一 的 解 : 当 
и2>>1 时 , 则 有 多 个 解 。 假设 ук sin *， 其 中 4 由 方程 

418—227, (4) +8=0 (7, ДЕНО 
确定 ， 则 其 解 可 以 近似 地 求 得 ， . 

对 于 方程 6.18 和 6.19， 可 以 提出 具有 下 列 边 界 条 
件 的 边 值 问题 ， | 

‘y (0) = y (z) = 0”, | (2) 

根据 第 二 部 分 10.1 节 ， 对 于 任意 的 c，6， 相 应 的 边 
值 问题 至 少 存在 一 个 解 ,而 当 2<1 时 , 则 只 有 一 个 解 . 
对 于 固定 的 和 所 有 足够 大 的 181, 如 果 方 程 6.19 中 的 
消 数 A(x*) 使 得 边 值 问题 

и” = f(x), и(0) =u (7) 
之 解 的 导数 x (*) 只 有 有 限 个 零点 ， 则 解 的 唯一 性 成 立 ， 
对 于 常数 В, 方程 6.19 满足 边界 条 件 (2) 的 解 的 个 数 , 当 
а> оо ЊН, НК, 存在 着 所 谓 分 支 解 ， 即 对 于 这 
ЖЕНЕ y (x), 边 值 问题 
p” (x) + а? соѕ у(х) p(X)=0, ф(0)=ф(т)=0 
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ВНЖ ф(х) 50. 
-2 _ 

6.20. у’=х ? f(gx 
假设 (w)=yx 7 , 则 得 到 


i (wx) = 5-и! + 2 fG ur 


dx 


2) 


Вр 
(иу С ний +2 [| у) du, 
由 此 得 到 
-1_. 
fletes f foda | ° du=(C,+ Ш |x], 


6.21. у'—Зу'——у—2у=0; L 6.73, 
6.22. 0" —7у' +12 g—g2=0 见 6.100(1)。 
6.23. y” +5 ау’ —бу? +68 а?у:=0, 
у = аСЗеа P (Ce +С), 0, — 1). 
Р. Painlevé, Acta Math. 25(1902), р 53, 方程 (6)， 
6.24. у” +3 ау —2 у? +2 а?у = 0. 
у = —iaCle пр. (CeT + C.) . 


P Painlevé, Acta Math. 25(1902), р. 53, 27 # (5). 


6.25. у’ 一 ЗП О ПВ y ( 977—1) 0 
6.102 (2), 


6.26. y” ау’ + bg" + а —1 y=0 
+ + 4 Ф 


假设 у= 890), E=, а= 301—4), ШИФО 


6.74 
En” +20] bET" =, 
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6.27. g” 十 az + 6х’у"=0; W 6.74, 

5.28. у" +ау’ + Беу =? а; 见 6.76(3) . 

6.29. у” +ау' 
м. А Erdélyi, Zeitschrift f. angew Math. Mech 14 
(1934),р. 235—247; Е Tricomi, O. В. Paris, 193(1931), 
р. 635 ARLI. Atti Ассай Lincei (6), 18 (1933), p 
26—28, Annali Pisa (2) ,2(1933) p 1—20. 


6.30. y” +уу’ у —0; W 6.32 fg 6.33, 
6.31. у-уу’ 一 y; 十 ay = 0,4520; 方程 6.35 的 特殊 情况 


_1 P’! (и, 12, С;) и zy , 
= y БС 
sats Ра ет 12 CY Г’ 273 > 
P Painlevé, Ас Math 25(1902),р. 54, 方程 (8)， 


6.32. у’ + (0+3 а) у —у? + ау? +2 а?у=0. 


| P’ (и, 0, 1) 
' i% x М9 
y=C,e ср (м, 0, 1) 5 其 中 


р ka 当 470 时 ， 
C x + C, 4 а=0 В, 
P Painlevé, Aeta Math 25(1902),р 54, 5? (7). 
6.33. g” + (9+3 Лиу’— 3+ 9? f +g (f +27) = 0, 
f= (м). 
(а) ВЕ у (м) =E (х)1(5), ЖС) ДЕ” = 
— Jš”, 则 得 到 方程 
n” + — = 
即 原 方程 当 .f=0 时 的 特殊 情况 ; 关于 这 个 新 的 方程 , 见 
6.32, 
(Б) И иба) =exp(— | fda), v(x) =expf yds, 
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则 可 将 给 定 的 方程 写 为 下 列 形式 ， 


Ч p” ulo’ 0 
dx \ u?v? из?) V° 


由 此 得 到 
v” и’ _ Зо „o 4 vi _ бат 
ль илья 51 б "уу уй 3 Си, 
可 以 化 为 可 分 离 变量 的 方程 


02 = и (Суи +C), 
(псе, р 331 以 及 以 后 . 
6.34. у” -yy — у? 一 (2- +7) єз g” + g2) + 


+(а+з/' 3-5-0) р Ьо, ХУ. 


(2) 假设 
yG) = 0), Е=еар Í fax, 


则 得 到 | 
и , 3 1] 2 — 
уни — 1 + (2—2) Er t-r ==0, 


即 原 方程 当 /= 二 时 的 特殊 情况 . 


(b) 4 a=14,b=24 时, 给 定 的 方程 具有 解 ， 


3,,7 
y(x) = — 


其 中 E= exp | faz, Ti u €) 253582 и” = 6 и? ИЕ. 
Ince. p 332. 


6.35. y” + ( — у Г. у? 


+( Ру f= f (z). 
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(а) 假设 у= (x) n (ë), а”? = f(x), 则 得 到 方程 
6.31, 其 中 变量 у, x 0) š, 1. 
(b) 假设 


/ 
u(x) =1+ехр Јах, о(х) = 2 u — = = — (и%?—1)], 


则 由 原 方 程 得 到 
p’ f 2 и’ 


—— — — — 


D f м — 1 


=0, 因而 =C’, 


X сл, £t 
= — u’? “=== [C(u—1)2+ и? —1 и’, 
Н, 最 后 得 到 方程 


02 一 f(x)[C ,(u—1)š + (u—1)2+C,], 
根据 第 一 部 分 4.1 节 ， 此 方程 可 用 Я 函数 求解 ( 见 
1.71). 

P Painlevé, Acta Math 25(1902), р 33, 方程 (10); Ince, 
p. 332. 
6.36. у +2 уу’ + f(x)y f'(x)g=0. 


БП u (z) = y ++, Е КЕ 


1 1 
р у” „4 +С 
MA -u Л ЖЛ + ` 


6.37. y” +2 уу’ + f (x) (g” +y’) = (x), 
假设 u(r) = y” + y’, 4 
и! + f(x)u= g (ж). 
于 是 ， 原 方程 化 为 特殊 的 歼 卡 提 方 程 和 一 阶 比 性 方程 。 
Р. Painlevé, Acta Май. 25(1902), р. 31， 方 程 (2); Ince, 
р. 331. 
6.38. у’ -+3 ну’ +уз+ ј (х) у== р(х). 
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假设 u’ (x) = yu, 则 得 到 线性 方程 
и" + Р(х) и! — е(х)и= 0, 
6.39. у” -+ [Зи f(x) |у" +y + (х) y=0. 
假设 w= yu, 则 得 到 
и" = f (x)u”, 
Ince, р. 331. 
6.40. y” —3 gU'— (3 ay? +4 а?у-+5)=0; №1.43(1). 
6.41. 2 —[3 у +7 (х) 15 +y +f(x) у? = 0. 
假设 у (5) = —u (х), 则 得 到 方程 6.39, 其 中 y, f H 
и, 一 三 来 代替 . 
6.42. у”—2 ауу’ =a; 见 1.40(2)., 
6.43. y” ayy’ + bg°=0. 
此 方程 是 第 一 部 分 15.3 r (а) 中 讨论 过 的 那 种 类 型 
的 方程 。 假 设 p(y) =y (х), 则 得 到 方程 
PP + аур +3 =0, 
р(у) = У?и (Е), t= Ш у, 
可 将 其 化 为 方程 
ии! 十 2z22 十 CU 十 2 一 0; 
由 此 求 得 


ud 
= Jara Са 
这 个 积分 可 以 算出 来 ; ЖЩ и А, RIEDE АЕ 
方程 
у(х) = у?и ( In у), 
由 此 得 到 


dy 
«= д ln у) LC, 


只 要 у'(®)-50, TEER АНА, 
м д=—4, 838=2 时 解 的 详细 研究 ， 见 Н. Seifert, J ahresbe- 
richt DMV 52 (1942), р 75—79. 
6.44. y” +У(х, у)у + g(x, у) =0. 
如 末 
g y—Jf,=fX — — X 2— X”, 
Hh X 是 某 一 个 只 依赖 于 x 的 函数 ， 则 在 *2 平面 上 
每 个 单 联通 域内 , 原 方程 的 解 同一 阶 方程 
р(х) у + (x, y) =С 
的 解 是 一 样 的 ,其 中 p, w 由 条 件 
р=ехр | Хах, „= Фф, = (7— Х)ф 
来 确定 . 
6.45. у’ Тау”? Бу 0, 
当 研 究 含 阻 尼 的 微 振 动 时 ， 如 果 阻 尼 同 速度 的 平方 
成 正比 ,就 会 遇 到 这 个 方程 ， 也 可 参阅 6.46 和 6.48. 
假设 >(2?) 王 2 2， 则 得 到 线性 方程 
v'+2av+2by=0; 
由 此 求 得 
30 一 人 Ce-2237 十 z (1—2 45), (1) 


基质 


d 
=c + | S 


其 中 工 表 示 方 程 (1) 的 右 端 . 
6.46. y” тау’ |у’ | +bg'+eg=0, а20, b=0, ©>0. 
具有 平方 阻尼 的 微 振 动 的 方程 (关于 有 具有 任意 阻尼 
规律 的 振动 方程 , 见 6.72)， 
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убх) = 162, ё=хү с, 


此 方程 可 化 为 标准 形式 
b 
НИ | | +В +150, 其 中 P= (1) 
这 个 方程 的 解 由 下 列 两 个 方程 的 解 组 成 : 
п Е? В += 0; (2) 


如 来 函数 了 了 亡 及 取 下 方 符号 时 方程 的 所 有 的 解 ， 则 显然 
图 数 一 了 是 取 上 方 符号 时 方程 的 解 7. 

详细 地 研究 一 下 此 方程 (以 及 对 于 复数 值 S) 当 B= 
0 有 时 的 情况 . 在 这 种 情况 下 ,方程 


q” + > |” | +1=0 (3) 
的 解 ， 可 按 下 述 方式 由 方程 
y” 0 (4) 


满足 初始 条 件 
1(0) =а, 7 (0) = 0 

НУ 7 = (5, а) 得 到 . 如 果 应 当 建 立 的 解 在 š <š<— оо 
上 存在 ,并 且 如 采 这 个 解 在 点 纪 环 5s 二 '** 上 具有 振幅 a, 
аз, +++, н, пі, (S )<0,B[I (E = — а, 则 应 当 假 设 
5—5, 一 1) 34 <, Ш, 
— 5 (5—1, 1) =-5(6—65, 一 和) 当 ESES Fr, 
S (5—5, а2) = 5(5—56, 一 48) 当 ESEESE 时 ， 


中 . ñ # * эж = * = ът т = тзт е з ёФ@ шт а ЕНЕ #* =т=т с + в т е © т ът в э жо эю э © > 


1) = 


W. Е. Milne, Oregon Publication 2, (1923); Oregon Pu- 
blication Math. 1, (1929) .这 里 刊载 了 求 方程 (1) 和 (3) 的 解 时 所 
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用 的 各 种 数 表 . 

关于 近似 解法 ， 见 W. Müller, Jugenieur-Archiv 5 (1934), 
306—315; М. Hampl, 同上 , 6 (1935), 213—216, 

[也 可 参阅 Sansone, 1, 81,2; Дж. Стокер, Нели- 
нейные колебания в механических и электрических системах, 
1953, =, $11; Андронов, Витт 和 Хайкин. 一 一 俄 译 本 
编者 注 .] | 


6.47. y” ау’? + bg + cg = 0. 


Ritro) = у’ (х), ПЕН НУРЕ 〈 见 第 一 部 
分 ,4.11 市 ) 
vv + av? -- Бо су=0. 


6.48. y” +аџу'? + bsing=0, 


当 研 究 摆 的 阻尼 振动 ， 而 阻尼 同 速 度 的 平方 成 正比 
时， 痪 营 遇 到 此 方程 。 假 设 (2?) =y, WEIREN 
程 
0+2 ар +2 р зіп у 0, 


由 此 得 到 可 分 离 变 量 的 方程 
Гу’ (8) P= Сету 2. cos y— asin y). 


当 研 究 微 振动 时， PTAR y KARRE sin y。 一 一 见 
6.45. 

关于 振动 问题 的 物理 上 和 数学 上 的 详细 研究 ， 见 下 列 著 作 ， 

Андронов, Витт 和 Хайкин; Б. В. Булгаков, Колебания, 1955; 


Дж. Стокер, Нелинейные колебания в механических и элек- 


трических системах, 1953; 等 等 ,一 一 俄 译本 编者 注 .] 


6.49. 2 +ау'|1' | + Ьѕіпу 0. 


此 方程 的 解 可 以 这 样 得 到 ， 即 根据 6.48， 求 出 方程 
У" +ау? + әп у= 0 4 у’>о 时 
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和 
у" — ау’? bsin у=0 当 у’ ОНТ 

的 解 ， 然 后 由 这 些 解 组 成 给 定 的 方程 的 解 ， 

6.50. y” +agg'2+bgu=0; 6.539. 
假设 p (>) = у’ (x) , ДИА 217; ЖЕ 
PP' +ayp2+ by == 0. 

.51. g” +f (g)g” +g (x)g” = 0. 
除 以 多， 则 得 到 全 微分 方程 。 其 解 可 由 РЗА 
求 得 : | 


с 


№ [у | tf dy 十 [асах =c, 


УР, y=C (C 任意 ) 显然 是 解 。 
6.52. и у? (х)у’ + Һ(х)/ (у) =0. 
假设 y(x) =1(8), Ж =i a) Е 
ЕЁ” + zg(x)ŠË +В (м) ==0 
的 解 ,此 方程 可 化 为 一 阶 线性 方程 , 则 得 到 


кл 0 руа вк) [7 一 的 一 0 


例如 ， 方 程 
| (ë) =f Q) 

的 解 显然 满足 这 个 方程 

求解 下 列 方程 组 ， 我 们 亦 能 得 到 上原 方程 的 积分 : 

y (x) =uf (y), u! (w) =—5(Х)и—й(Х), 
这 里 首先 应 当 积 分 第 二 个 方程 ， 然 后 积分 第 一 个 方程 。 

6.53. у”-+ф(и)у'?-+/ (y + g(x) j (u) =0. 
如 时 | 


1—4 (у) — | 
ро) = 00-502, КОЮ = | Ло) 4%, 
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g(x) = emaro] 十 exp ( 2 ЗЕ | 
那么 假设 | 


4 т 
7} (5) =p {ey Е=ехр 人 ах, 


则 得 到 内 塞 耳 方程 2.162 
En” + И + (52—22) 0. 
R Müller. Zeitschrift f angew Math Месһ 19 (1939), 
p. 46. 
6.54. у" +/(g)g2?+g(g)9” + h(g) =0; 
第 一 部 分 15.3 节 (а) 中 讨论 过 的 那 种 类 型 。 假设 
P(2) =" (2) , 则 得 到 阿 贝 耳 方 程 ( 见 第 一 部 分 4.11 市 ) 
pp’ + (У) р g(y)p-+h(y)=0. 
如 果 gg 三 0, 则 此 方程 化 为 伯 努 利 方程 ， 当 4 三 0 hF, 则 得 
到 线性 方程 。 也 可 参阅 6.224. 
6.54a. у’ +-/ (х, g)g'*=0. 
如 果 将 > 取 作 为 自 变量 , 则 得 到 对 于 * 二 *(9) 的 方 
程 м” =У(х, y). 
6.55. g” + (g+ 1) [f (x, g) у’ +g(x, g) ] =0. 
如 果 对 于 给 а 存在 这 样 的 国 数 У) (z, у), 
即使 得 ;= 二 8, = f, 则 给 定 的 方程 的 解 可 由 方程 
> о 
得 到 ， 
6.56. y” +-ау(у'24- 1)2—0, 
高 斯 曲率 为 常数 а 的 旋转 曲面 子午 线 的 方程 。 
根据 第 一 部 分 15.3 f (a) ,得 到 


ao5TCI _ w 
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6.57. g”=a(xg'—g)" 方程 6.59 的 特殊 情况 ， 
В у= хи(х), 则 得 到 对 于 w 的 伯 努 利 方程 ,或 者 
(4 r=1 时) 线性 方程 
хи” +2 и! = ax2vu”, 
6.58. у" =kx"yg’y". 
ПЖ b +5521, МЕРИН 广义 齐 次 方程 
(第 一 部 分 ,15.2 节 )。 假设 


є—а—9 
y= ХРТ Тр (£), £= In x, 


在 这 种 情况 下 则 得 到 
» ,CcC—24—b—3 ‚__ a+b+1 c—a—2 ‚__ 
ur 


2 Ç 
=p +"), 


ИИЙ n (2) = p (1), ИН] 


/十 2 一 24 一 2 一 3 B а+ 5+1] с—а—2 
Р Б + с— 1 Р b+c—1 b+c—] 


c—a—> Ç 
РР т). 


2 一 


6.59. g” +( у’ — 9) fe, 9) =0. 
这 里 假设 或 者 只 依赖 于 xz, SZ £ Be x, y 的 一 1 次 
КРАЖ, Hi 
Р, э) = (2) 
经 过 变换 y (z) = z" (Е), £= In z, 则 化 为 方程 
n” eSf (еб, еб) +37 ==0, (1) 
如 果 只 依赖 于 *， 则 方程 (0) 是 对 于 uE = 的 伯 努 
利 方程 (第 一 部 分 4.5 节 )。 如 果 大 是 上 述 类 型 的 齐 次 函 
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数 ， 则 方程 ( 蕊 给 出 
n” + Фар“ = 0; 
ТАЗ p G) 三 7 (&) 的 一 阶 线性 方程 
PP +9 0) р“ +р= 0. 
А Chiellini, Bolietino Unione Mat Italiana 12 (1933), р 
14. 
6.60. g”=ay у +1. 
此 方程 是 第 一 部 分 15.3 [у (а) 中 讨论 过 的 那 种 类 型 
的 方程 , 即 为 基 链 线 方程 . ГРАВ ВКА, а= р/н, K 
з у 是 单位 链 长 的 重量 ， 互 是 水 平 张力 ， 如 有 果 巧 置 扩 
(бь 11) Ж#Н (52, 12) (51< 52у 链 长 
У —5E) + Onn, M y 给 定 , 则 


H = 208—8), 


J: rh р 是 由 方程 
she _У Li (11—11 
P 62—61 
单 值 地 确定 的 解 ， 所 求 的 和解 县 有 下 列 形式 ， 
H pZ 


y= св те) +С; 


O, # C, 由 曲线 应 当 通 过 点 (51,71) 和 (Ss, 7) ЕЖ 
确定 ， | 
6.61. y =ay у'?+1-+Ь; ВАЛ. 

b=0 НЕ, №6.60. ЖЕ. 55 —, ЕЯ 
у! (x) =0(х) , MRAD 1.59, Жн р y 换 为 
v; 因 此 ,根据 1.59, 得 到 关于 PŽ x, m H. їси y’; 
第 二 , 如果 在 原 方程 中 假设 tgu= y (х), 并 且 Ви Е 
为 > 的 函数 , 则 得 到 
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sin u du 


со5и (a — Бсози) dy _ =1, 


因而 
(a + Б) сози 


a+bcosu |° 
这 个 等 式 同 1.59 中 导出 的 z 的 表达 式 一 起 ,构成 所 求解 
的 参数 表达 式 ， 其 参数 为 &。 
[ra Freeman, Bulletin Amerie. Math Soe. 31 (1925), р 
425—429, 
6.62. у’=ауу’?+Ьу?, 
假设 p (y) = x” (z), 则 得 到 齐 次 方程 
рр'=аү р?+Ьу?%, 
8.63. у”=а(у'? +1), 
假设 u (x) = y”, Аа 
(y—C,)2 + (x—C,)2—=a-z. 
6.64. у”=2ах(у'?+1)%; 见 第 一 部 分 15.3 70), 
ах? + С 
У =C; + J (ax2 су 4х, 


1 
а? у= С — + Р ]n 


6.65. y” =ay (y+ È, 
Eis Р(у) = y” (x), 则 得 到 


PP =a В пу 2( 2-1) — 4 十 y2= С 
ретге, P Е 


所 以 剩 下 的 只 是 解 方程 
У’ = 二 一 站 TY 


边 值 问题 
y” +Ау(у'?+1)9:=0; у(—а)=у(+а)=0, 
y(x)>0 °?*W|z*|<a lh 
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对 于 每 一 个 满足 不 等 式 
2 t “dt 
Q<, Ж =f я у я“ 
的 4, 具 有 一 .个 且 仅 具 有 一 个 解 ， 积分 曲线 关于 > 轴 是 对 
称 分 布 的 , 解 的 最 大 值 7 满足 不 等 式 2 аА (ze — y)m<zu2. 
В. Caccioppoli, Portugeliae Mathematica 3(1942),р.79—86. 
6.66. у” =2а(у+6х + с) (g2 + 1)2., 
Eiz и (м) = у tbx Бс, Иа 
и" [ (и—5)2+1]-8=2 au, 
ЖЕЕ РЕН и’ 并 且 进 行 积分 , 则 得 到 
bu’ — (22 +1) 
уг 
ЖК, ЖД и 取 作 自 变 量 ,由 此 则 有 
s) рт + UU L(P2-r1) — Gaun + С) г, 
因此 ,% 可 以 借助 于 椭圆 积分 通过 4 来 表示 。 
L Malkin, Math. Zeitschrift 101(1929),р.3. 
6.67. у’ +539’ —уу’ V 4y + у =0. 
假设 и =4у’ + yt, 如果 “六 0, 则 由 给 定 的 方程 得 到 
u'=2 уу’, Bl] u= y2 +C. 
因此 ， 最 后 得 到 解 
у:=С, 3(w +С) у? = 
у= Спе(Сіх +С), у= СЪ (Си +C), 
6.68. у" =f (у, ах + Ьу), 2520. 
В u(x) =ах + Ьу (x), 则 得 到 第 一 部 分 15.3 7 
(а) 中 讨论 过 的 那 种 类 型 的 方程 


ш" = (= — а ми) 


= аи? + С, 
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К 
6.69. g” = у х, У... 


假设 2 =и(х) у, 则 得 到 一 阶 方程 
и’ = f(x, и) —и?. 


6.70. y'= fZ, 28. ) 广义 齐 次 方程 


假设 y (w) =" (£), 1х, 则 得 到 第 一 部 分 15.3 
节 (a) 中 讨论 过 的 那 种 类 型 的 方程 
n” + (2а—1)1/ +а(а—1)1=У (0, n + an), 
. 8g” +9 gi =0. 
(y +C )š= (x 4 C,)2, 


6.72. ay” +К(у’) + cg = 0; 


具有 任意 阻尼 规律 只 (2 的 阻尼 振动 方程 。 
如 果 а`;>0, 2220, <>0 是 一 些 常数 ,而 
R(v)=[b +f (>) о 
是 在 整个 直线 一 оо <u< + ce 上 连续 的 偶 国 数 ; 其 次 , 设 


J (0) =0, 3 >=0 时 ORE, 并且 是 连续 的 、 非 负 的 ， 


而 当 e>0 BF fr (о) 其 至 是 严格 正 的 ， 这 时 , 对 于 给 定 的 
方程 的 解 , ГАНЕ (e= y”), 

在 某 一 个 区 间 ХС С co 内， 每 一 个 解 都 存在 ， 并 且 
在 此 区 间 内 , 当 х 增 天 时 av: + су? 单调 减少 ， 甚 次, 24 
х о ао? +cy2—0, ПЧ `4 w— X [hF ао? + су? оо, Ў 
Я 4 ас— 22<0, 则 每 一 个 解 的 零点 不 多 于 一 个 ， 因 而 不 
会 出 现 振动 . 

现在 设 4 ac 一 外 0， 这 时 ,每 一 个 解 都 具有 无 穷 多 
个 零点 , 每 一 个 解 的 振 枉 单调 地 趋向 于 零 。 此外, 如果 

limf (v) >а +с— Б, 


Дши з нк Ж ДЕ; 
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点 或 每 两 个 极 值 点 之 间 的 距离 大 于 ]/ 生 ; 其 次 ,在 这 种 情 


WHT, FERRA у(х), Жї о, оз, + ЕЕ 
一 个 解 的 振幅 а, а,, --- 之 间 的 关系 是 аа, >. 
>. • 

[DL 6.46 ЖП 6.48 中 指出 的 文献 .一 一 俄 译本 编者 注 .] 


73—103. Р(2)0'' =F (z, у, у’) 


6.73. ху’ +2у’ — ху"=0. 
此 方程 是 埃 姆 登 方 程 6.74 的 另 一 种 形式 ,可 将 
6.74 中 指出 的 变换 用 于 此 方程 ,这 时 例如 得 到 方程 
м” — х17"щ" 
这 个 方程 同方 程 6.74(3) 相 类 似 . 关 于 这 个 方程 见 6.100 
和 6.102。 
Апп =2, Я] у=2м -是 一 个 解 , 并 且 经 过 变换 
y(x) =E), =n% 
则 化 为 方程 
n” —3 n —21=17, 
而 假设 7 人) 三 PP(7) ,由 此 得 到 


р' (1) =3 + —————- — 2 


最 后 一 个 方程 的 数值 解 可 在 下 文中 找到 ，D. R Hartree, Me- 
moires Manchester 81(1937),p.1 一 9, 共 中 包括 这 样 一 些 解 ， 当 
оо у 23, 
6.74. ху” +29’ + ах’у"=0,а>0; 埃 姆 登 方 程 ， 
[文献 ，Bellman, 3 1 # ; Sansone, ХЕ 5。 在 这 些 书 中 有 
关于 埃 姆 登 方程 理论 的 详细 阐述 ,并 指出 了 原 始 出 处 。 一 一 俄 译 
。679。 


术 纺 者 注 ,] 
也 可 参阅 6.76. 

а=—1 的 情况 , 见 6.73。 这 里 我 们 假设 “二 0. 

当 n=] 有 时 ,得 到 2.162(1) 型 的 方程 。 当 4 关 1 В, 
经 过 变换 y=a7™Ty, 则 化 为 方程 

ху +2 y +x у": 0), (1) 

其 中 我 们 将 了 仍然 写 为 y。 当 ”=1 时 , 则 得 到 多 方 气球 
的 埃 姆 登 方 程 。 方 程 (1) 的 特 解 为 : 


_ 7+] Е 
у=сх ай 其 中 &= р, сп 1—4 (1—1). 


假设 (а) 一 7 全)，5 一 二 , 则 由 (1) 得 到 方程 


n” +š” М0, (2) 
ТИВ u(x) = xy, 则 得 到 方程 
u” 十 47 一 mL 一 0; (3) 


经 过 变换 7(8) = Ено (е), t= nË, 则 将 方程 (2) 化 为 下 列 
形式 ， 


v” + (2 u—1)%” +и(и—1) 5-3" = 0, (4) 
假设 v(t)=p(v), 由 此 得 到 O 
Ppp’ + (2и-Пр-+и(и-—1)о-”=0, (5) 


这 些 方 程 的 解 只 是 在 某 些 特殊 情况 下 才能 表示 为 有 限 形 
式 ( 见 后 面 )。 
关于 方程 (1), TER РЖИ, ЖЖ nz=0,+> 
一 1， 则 对 于 每 一 个 C 盖 0， 有 一 个 且 仅 有 一 个 当 x*>0 时 
存在 的 解 y(x), 24 х + 0 FF y(z)—0; X 4" WE ZE < [R| 
0<x<[C1 ny(2 + Пт 

上 为 正 ， 其 导数 满足 初始 条 件 

| х? y’ ->Q ЭА x->0 时 ; 
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如 果 注 意 到 对 于 y 和 光 的 这 些 初始 条 件 , 则 可 用 逐次 逼 
近 法 求 出 y。 НК, Я 27 一半 廿 3 二 0 则 方程 y(z)=0 
至 少 具 有 一 个 正 根 ; 如果 2и л +30, РЖ > 
0, y>0, 124 x> + oo FF, y—0. 

ЗАЛЕ у ==1 (ЕЖЕ). М п=0 RF, У (1) 
的 通 解 是 
=c +=, 
mA n=1 Bf, Ш 


sin x cos x 
一 已 ,一 一 一 十 CC 一 一 一 . 
> ! x 2 x 


对 于 2=P(2) 的 方程 (5) ,在 这 种 情况 下 可 以 写 为 下 列 形 
式 : 
|, 275 о _ 2(®"—3) 


PP ВТР рут? +” =0, (ба) 
и» 特别 有 
рр'+р-+%®%=0 23 п=З |, (6) 
Рр! = 0—1 当 ==5 Ff. (7) 
最 后 这 个 方程 具有 通 解 


v? 2% 
а) =p2—— 4 С 


而 如 果 假 设 C = 0, И n= FF, Jy 88 O) АЖА 


2m 3C _ 
7 > аз 07" 


2 


如 果 >(*) 是 方程 (1) 的 某 一 个 解 , 则 C y 也 是 
ДИ. ВТЕ, 如 果 满足 条 件 >(0) =0 # x (0) =1 的 解 已 
知 , 则 可 以 得 到 通过 > 轴 的 积分 曲线 ， 
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8.75. ху” +2у'’+хе’—=0; 见 6.76 和 和 6.172. 
6.76. ху’ + ag’ + 6хе’= 0, 


Ж, А Emden, Gaskugeln, Leipzig und Berlin. 1907; 
H. Lemke, Journ. f. Math 142(1913),р. 118—137. b 可 参阅 


5.74. 


规定 用 编号 (1) 来 表示 原 方 程 .如 条 b(a—1)>0, Il 


是 一 个 解 。 经 过 变换 у(ху=у(т)у,техү b 


(2) 


， 则 将 方程 


но. Ж b= 61, 1025201 ЗУ А У = 


(5) —2&, £= Ix, 则 化 为 方程 
n” + (а — 1)1 +52 =2а—2; 
假设 (Ë) = p (m), 则 得 到 
рр! + (а—1)р +be"—= 2 a—2, 
方程 (1 也 同方 程 6.77 BLA., IR VZ 
u(t)= xy'(z), t= х?еу, 
则 由 (1) 得 到 方程 1 .237 
(и + 2)и! + (a—1)u + bt =0, 
4 b(a—1)>0 ht, AtA 
y=r (s) +127 sa s= 517" 
ШЖ Эуе (1462 FIER: 
| (а—1) 527” +2(е’—1) = 0, 


(а) 4 一 0。 可 以 得 到 


у= РУС, Fey, 其 中 A= 1 25], 


(3) 


(4) 


(5) 


(6) 


根 号 前 应 妾 取 正 号 还 是 取 人 负 ， 取 决 于 5 二 0 还 是 2<0. 


其 次 ， 可 以 得 到 ， 
当 C= 时 ， 
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ch2cB(% 一 Cy) 当 5>0 时 ， 
c2e™y— 
22080 С.) 当 2<0 时 


当 Cu = —c*<0 Bf: 


c2e У == sin? Zc (x — C); 


当 C ,=0 ЕР: 


ey = —-;5(®—Су), 


当 5<0 时 ,可 能 出 现 后 面 两 种 情况 . 
(b) 4 二 1。 这 时 ,由 (5) 得 到 
22 十 4 二 22T4C 一 0; 
因而 ,如 果 考 虑 到 (1), 则 得 到 对 于 у" 的 黎 卡 提 方 程 
2х? у" ==жм? у”? L э xy! 4-4 С; 
经 过 变换 


17 
f — 
y = —2—, 


则 将 此 方程 化 为 欧 拉 方 程 (第 一 部 分 22.3 H) 
җ?р” — жш” Су=0, 

(с) 4a 二 2。 由 (2) 得 到 一 个 解 。 在 这 种 情况 下 ,方程 
(1) 的 一 般 形 式 显 然 不 能 用 初等 函数 求解 。 方 程 (4) 的 积 
分 曲线 以 螺 线 的 形式 同 点 ”=1n2, р =0 相连 接 ; 曲线 图 
形 见 已 指出 的 埃 姆 登 的 车 作 。. 

(d) 2520 并 且 尖 1 .对 于 这 种 情况 ， 莱 姆 基 (Lemke) 
利用 级 数 展开 研究 了 解 在 点 *=0 附 近 的 形状 . 

6.77. ху’ + ay -zx5 “er=0. 
ЕС (В) = y(x), 6 537 (2 天 3)， 则 得 到 方程 6.76 
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Fy + a + ray ай SeS 


6.78. ху’ + (у—1)у'<0, 
假设 у(х) =1(8), =n] x|, 则 得 到 
1” — 2 7 + т == 0. 
所 以 ,给 定 的 二 阶 方程 可 以 化 为 一 阶 方程 
27 二 47 一 人 十， 
此 方程 可 以 根据 第 一 部 分 4.1 节 的 方法 来 求解 . 
6.79. xy’—x:y “+2y +y’=0. 
广 闵 齐 次 方程 。 根 据 第 一 部 分 15.2:0， 可 得 到 解 : 
y=0 和 


ж=ехр} f (Cier +221) 7143 olds }== ху. 


6.80. ху”--а(ху'—ц)?=Ь, 
假设 у= хи(х), 则 得 到 对 于 ww 的 歼 卡 提 方 程 


x?u” Laxiu!2 4 2 xu! =b, 


假设 ax?zw' 一 艺 ,由 此 得 到 线性 方程 
v” = abu. 
6.81. 2xg”+g° +g =0. 
(y + C,)2= 2 Сх —Cš. 
6.82. x2g”=a(g"—g). 
{НИК у (#) =x} PE), E= 4 一 JI 一 44 , 则 得 
到 方程 6.11 


6.83. х?у” +а(е’—1) =0; 见 6.76(6) 。 
6.84. x2g”— (2а+6—1) ху’ + [^262х2? +а(а+Ь)]у = 0, 
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4 天 0,2 和 天 0， 
9 一 44a(Cicos14X2 + O, sin 442). 
6.85. х?у” + (a +1)xg'=x“f(x°g,xg'+ ag). 


假设 y= rE), 5 一 区 , 则 得 第 一 部 分 15.3 55 (a) 


中 讨论 过 ЕВ E 
=} G, 10). 
6.86. х2у” +alxy’— у): =Ьхжх?, 
假设 у = хи(х), 则 得 到 


хи" + ах?и!? + 2 и! = b. 


В ИНК. 假设 aw ==， 由 此 得 
到 方程 2.162(1) 
xo” + xv’ — арх?о= 0, 
6.87. x2g”-+augg' 2-4 bx=0, | 
假设 у(х) =x), 5 二 Inx， 则 得 到 第 一 部 分 15.3 


方 (a) 中 讨论 过 的 方程 
n” tan НН + Б <= 0. 
6.88. х?у” =v axy? + by = 


第 一 部 分 15.2 下 中 讨论 过 的 那 种 类 型 的 广义 齐 次 
Бе. ik у(х) = (ë), Е=шх, WER 第 一 部 分 
15.3 市 (a) 中 讨论 过 的 那 种 类 型 的 方程 
ии = + абыр +b, 
经 过 变换 PC7) =” (5), 此 方程 则 化 为 齐 次 方程 
Р(р’+1) = = Уа(р +T)2 + 637. 
6.89. (x2+1)g”+g'2+1=0. 
假设 р (z) = у’, 则 可 求 得 
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y 一 CTCay+(C3+I)inlx 一 Cl 和 y=—— +С. 


6.90. 4х?у” —х‘у/2+49=0. 
第 一 部 分 15.2 市 中 讨论 过 的 那 种 类 型 的 广义 齐 次 
方程 。 假 设 у(х) =x), б== nz, 则 得 到 方程 
47" — n? + Ann — 20 n +4 167 — 2) = 0, 
根据 第 一 部 分 15.3 节 (a) ,此 方程 可 以 化 为 一 阶 方程 。 
6.91. 9 ху” ау? +29 =0. 
假设 y =x? (Е), Еб, MRAD 
| n” +a’ = 0, 
根据 第 一 部 分 23.1 市 中 叙述 的 方法 ,此 方程 可 以 化 为 能 
用 椭圆 函数 求解 的 一 阶 方 程 . 
6.92. хз(у’-уу’ 一 93) +12xy+24=0; 
方程 6.34(b) 的 特殊 情况 . 
x3u +2 
"аи 
Нор и EHE м" = 6 局 的 任意 解 . 
6.93. хзу’=а(ху’—у):. - 
第 一 部 分 15.2 节 中 讨论 过 的 那 种 类 型 的 广义 齐 次 
Hi. kiz y(x) =x), 5 三 Inx, 则 得 到 不 难 求 解 的 方 


程 ,由 此 方程 求 得 


?= 到 Im ЕГ 


6.94. 2х%у”-+ (2 x3g +9 х?) у’ 一 
一 2x 2 + 3 x2g° таху + b =0. 


(a) 假设 y(z)=2'"(w)m(Ë), 5 一 一 


Sn + — 13) + (2а—12)591—46=0, 
(b) 24 4=12, b=—6 时 ,存在 解 


2 _, 册 得 到 
x | 
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у= 1, (1) 
其 中 性 是 方程 
хз? и „С (СНЕ) 
的 任意 解 。 不 难 验 证 ,公式 (1) 的 确 给 出 了 解 ;在 解 (1) 中 
可 以 找 出 满足 在 任何 点 7-0 上 对 于 > 和 > 的 任意 初始 
条 件 的 解 ,由 此 得 知 ,公式 (1) 给 出 所 有 的 解 ， 


6.95. 2(4 хз—х^) (у уу’ — 93) + 


+ (12 х?—Ах^-1) (3 g” +y?) +аху+Ь=0, 
а 假设 у(х) = (х) (8), Е’ = (4 3—08) 8, 则 
| 


2 (7” 十 7117 — n?) + 

+ [(а—24) м +k (#—1) «°-?]лү+Ьү 4 х3—х#==0), 
其 中 * АОН 5 Жл: 当 4=0,1,2 时 , 可 以 借 
助 于 椭 图 函数 做 到 这 一 点 ， 

(Б) ЯП А=1, а=48, b= —24, 则 给 定 的 方程 具有 
ДЕ. 

y =—— (1) 
其 中 x(*) 是 方程 
(4 м3 —м)и’2==4и3—и-+-С (С HEE) 

的 任意 和 解 ;因而 ,这 个 解 可 以 通过 椭圆 函数 来 表示 .不 难 
验证 , 表达 式 (1) 的 确 是 解 ;在 形 如 (1) 的 解 中 , 可 以 找 出 
满足 对 于 > МУ 在 任何 * 点 上 的 初始 条 件 的 解 , 由 此 可 
知 , 公 式 (1) 给 出 所 有 的 解 . 


6.96. ху” + а?у’ =0. 


4 r= 1 时 ,得 到 2.14 3489 УЕ, ЖА, 则 
| 1 
_ (2—3) =? T 
„= ( } 


а? (2—1)? 
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是 一 个 解 。 见 6.74 和 6.76.。 
6.97. ми’— (2 xy хз) у’ +4 y=0. 
广义 齐 次 方程 。 利用 变换 у(х) =x), 6 = я, 
然后 假设 n (ë) = (1р), 则 得 到 
| и’ =2(1—1) ЯП и=0, 


因而 . 
y =(n—1)> +C 和 =C, 
由 此 得 到 
_ C tg (C, + C2) 4 С=С? ht, 
1 =| cantos +С), ~—Cicth (O š + CO) 
当 C 一 一 时 


НН (E С) (1) =1 和 7 二 CC. 
6.98. xtg" —x2g”2— xg” + 4 g2=0. 
广义 齐 次 方程 。 利 用 第 一 部 分 15 .2 节 中 的 方法 , 则 
得 到 ?一 0, 以 及 
ж=ехр} f (C,e"—4n—2) "140 + СЫ, y = 29. 
6.99. xy” + (ху’— у)? =0. 
假设 у(х) =n CE), Е УЙДЕ и Ge) =<” у, MI 
得 到 不 难 求解 的 方程 ,由 此 方程 求 得 


| С 
у= (С, + xarc sin 一 。 


6.100. y! V x= g; 托马斯 - 费 米 方程 
[关于 此 方程 解 的 存在 和 唯一 性 定理 , 见 Sansone, 第 至 章 ,$7， 
那里 还 指出 了 原始 文献 ,一 一 俄 译 本 编者 注 .] 
一 个 解 是 ， 
y=144 x š. 
但 是 ,在 托马斯 - 费 米 的 理论 中 要 求 找 出 这 样 的 解 , 即 
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Ст 


У(0) =1, Щл] у(х) 0; 
由 卡拉 西 奥 多 里 定理 (第 一 部 分 , 5.333) 和 马 莫 布 里 安 
尼 (Mambriani) 的 结果 (第 二 部 分 ,10.2 节 (a))， 可 以 得 
知 , 这 种 解 存 在 。 对 于 这 个 解 ,在 点 *==0 附近 有 
x 二 1 一 1,58 4+ x 二 


而 对 于 大 的 x, 则 有 


х 
ух (1+2) 73:86 其 中 = (37121) 0.772, 


这 个 解 已 被 制 成 表 (V Bush, S H Caldwell, 
Review(2),38(1931),p.1898—1901). 

如 果 在 所 讨论 的 方程 的 右 端 存在 负 号 ， 则 得 到 埃 姆 
登 方程 6.74 (2) 和 (3) 中 所 包含 的 方程 。 那里 指出 的 变 
换 也 可 用 于 托马斯 - 费 米 方程 . 这 个 方程 是 广义 齐 次 Y 
程 , 而 经 过 变换 | 

y= z (š), &=1х, 


Physical 


则 化 为 方程 
7 7 1 1211—18 = 0, (1) 
假设 p (Q) =17 (5), 由 此 方程 得 到 | 
pp’—7 p + 121 19 = А (2) 


经 过 变换 y =x SE, “一 exp сЕ) ЧЕ, 则 化 为 阿 贝 耳 方程 


n +7 + (V E —12)&3=0. 


Зи 9 
6.101. (ax2-+ bx + c) žy" —f( {хе Гүя). 


假设 u(x) = (ax2+ bx +c) 2 y(x)， 则 得 到 可 分 高 
变量 的 方程 
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(ах2 4- bx +oaw2 一 ( 工 b?— ac jz + 2f f Gu) du. 


271—1 


6.102. ХТ уи уйт, 
当 n=1 时 ， 得 到 托马斯 - 费 米 方程 6.100; 也 可 参 
ра) 6.73 #1 6.74, 一 个 解 是 ， 
| а 
И, 


但 是 ,这 个 解 不 满足 托马斯 - 费 米 问题 的 边界 条 件 
У(0) = 30520, 2Ҷх-- о у(х)->0, 
由 第 二 部 分 10.2 菠 可 知 ,满足 这 些 条 件 的 解 是 存在 的 . 


经 过 变换 
ВЕ 2.09) Е 
(д) =a Š = In, 
则 化 为 方程 
п ЗА о ОА А0) y (gT) (2) 


Kn 取 作 自 变 量 , 并 且 假 设 и (2) =m (£), 由 此 得 到 
ии’ — +4, 2(%+1)6%-+2) (17-1). (3) 


n п? 
最 后 ,利用 变换 
и(1) = n 22 п [1—20 (2), орао) 
则 得 到 方程 
ид = —2(n + рт 2, (4) 


С Lampariello, Atti Ассай. Lincei (6),19 (1934) ,p 284— 
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алы м ` 


290,386—393, 
6.103. Лу” +ff’y’=®(y, fg”), f =f(x). 


假设 >(z) 00, == }-—е=—, ИИ 
15.3 证 (a) 那 种 类 型 的 方程 
n” =Q], т’). 


104—187. /Gr)z” =Е(а, у, у’) 


6.104. уу’=а; 见 第 一 部 分 23.1 节 . 
x= j (2 alny +C) dy +C. 


6.105. уу’ =ax, 4 天 0. 
当 求 满足 初始 条 件 ?(0) =со, y (0) =c, 的 解 时 , 可 
能 有 下 列 情况 ， 


co 一 5 一 0 у= ty iias 
3 
Со = 0, с1>20: у ==с,® +002 p s.es 


当 1*| < 全 时 ,这 个 级 数 显然 收 伍 ; 它 的 前 面 一 些 系数 


н 
А: 
a с: _ 2o _ 176 
2 с, Зс; 9 c; 90 c; 


5 天 0:， 根 据 一 般 定理 ( 见 第 一 部 分 6.3 39), 在 点 *=0 
HSER E, TTARRAKA RRM. 
6.106. yy’ =ах?, а5<0), 
如 果 y(%) 表示 满足 初始 条 件 >(0) =со, y0) =c, 
的 解 ， 则 可 能 有 下 述 情 况 ， 
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—— 


Га 
— == (): = x2 -一 一 多 
Ср== С = 0 y= + У = 
су=0, 6,550: y=c (1-2 — 4-8 —...): 


Го 2 
1 la <y 各 | 时 ,这 个 级 数 显然 收敛 ; 它 的 前 面 一 些 系 


_ а 3 42 13 25 

= 6 cf = ЗО?” Ps = 70 168 
如 果 1220, с, >0, xz>0, H| ?为 正 ， 并 且 同 £ 一 起 单调 
增加 , iy х > со ЊЕ, Ш 


ө, Бурі: 


2> 1, уб 2a ; 
07-0: 根据 一 般 定 理 , 在 点 *=0 的 邻 域内 , 可 以 把 解 表 
7529 #К ЛЕК ЖК. 


F. Mertens. Akad Waien 126(1917),р.3—7;\. Wirtinger., 
同上 ,128(1919), p 3—8, 
6.107. yy’+y’—a=0. 
у?==ах?-+С,х+ С» 和 y= i + C. 
6.108. уу” + у= ах +. 
关于 图 解法 , 见 ! J Muller, Revue Électricité 42 (1937), 
р. 389—406, 419—434. 
6.109. уу’ +у”?—у’=0; 见 第 一 部 分 15.3 В). 
у=С 和 х= у+Сіп|у- С +С. 
6.110. 00” 一 2 十 1 一 0; | 
6.165 型 ,也 可 参阅 第 一 部 分 15.3 Fa), 
С, у= (Сх +C,)C1y = sin (Cix +C) ЯП y = ва + (C. 
6.111. 7 一 2 —1=0: 
6.165 型 ,也 可 参阅 第 一 部 分 15.3 ñ (a), 
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С,у=сһ(©,х 十 C2), ЖЕ. 
6.112. уу" —у'? + ez (agt+ b) + е*у (су? +4) 一 0. 
假设 1(8) = у(х), &=е*, 则 得 到 方程 6.171 
5—1) + ту + Ë (ant + b) +c + daj =0, 
6.113. уу” — у? — у1пу 0, | 
假设 u(x) = In y, 则 不 难得 到 
у= Се + Сье“*. 
6.114. шу" 07у Г, =} (х). 
х f 
”其 解 可 由 一 阶 方程 | 
(x+y +2 vy (yf+ Рак) о 
得 到 . 
[nce, p 335. 
6.115. уу”—у'°-+/(х)у'—у%—// (x) y=0, 
其 解 可 由 一 阶 方程 
(›'—/)#=2›*( »— | fax +e) 
得 到 . 
P Painlevé, Acta Май. 25(1902),р 24, 方 程 (3)。 
6.116. уй”—у'°+/'у'—у*+/у%—/'у=0; f=/(z). 
其 解 可 由 一 阶 方程 
(27—77 )2— y2(y—/f)2= Су? 
得 到 . 
P. Painlevé. Acta Matk. 25 (1902), р. 24, 方程 (2); Ince, 
p. 335. 
6.117. уу” у? +ауу' + Бу? =0. 
假设 2 = yu(x), 则 得 到 线性 方程 
u! +аи + b=0. 
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P. Painlevé, Acta Math 25(1902),р. 55, 方程 (15)。 
6.118. 00° у’? + ayy’ + bg°—2 ау? = 0; №, 6.172(2). 
6.119. уу” —у/2— (ау —1)у’ 一 2 Бу? +2 а?у? + ag = 0. 
当 a0 ВТ, 


у= -5 十 e2 (и? + C), 


其 中 и! = be zx | (и? + Суезек— |, 


а 
当 a=0, 5520 时 . 
у= —х5-+и?+С,‚ -HrBhu'=b(u2+C—“zx), 
P. Painlevé, Acta Май. 25(1902),p. 54 ,方程 (12)。 
6.120. уу” —у/2-а(у —–1)у' убу +1) (by — а?) =0. 


_ех1 + и? 


y=—1+Ce 117° 


其 中 Pu Сесе +1) + 2 —1. 


P. Painlevé, Acta Math 25(1902),р 54,27 (11). 
6.121. уу" — у’? + (tgx + ctgx) уу’ + 
+ (cos? x—vctgx) ylny =0. 
y=exp[Z,(sin x) ], Z, ВЖ. 
В Müller, Zeitschrift f. angew. Math. Месһ. 19 (1939), P. 
46. | 
6.122. yy’—y’ :+f(x)yy + g(x)g?°=0. 
假设 у’ = уи(х), 则 得 到 线性 方程 
u'+fu+g=0, 
p Painlevé, Acta Math. 25(1902),p. 38 ,方程 (6)。 
6.123. yy”—yg” + (фу? +g) 9+1 93—89 0, 
f=f (№), g=g8 (7). 
其 解 为 黎 卡 提 方 程 
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»’+fy tCy—g=0 
的 解 . 
P. Painlevé, Acta. Math 25 (1902)， 方 程 (1); Ince, p 
335, | 
6.124. gg”—3 2-3 уу’ —g2=0, 
第 一 部 分 15.2 节 讨 论 过 的 那 种 类 型 的 广义 齐 次 方 . 
程 。 假 设 y = yu(x)， 则 得 到 Җ-К и 2и u 
十 1, 其 通 解 为 (1 一 2Ce”)u 一 1 一 Ce*, 由 此 最 后 求 得 
| (2е*—С1)у?=Сзе”. _ 
6.125. уу’=ау”. 
Д уу”, 则 得 到 全 微分 方程 。 进 行 积分 ,得 到 》 = 
C |x“, 由 此 
|C, ж Сота 54 245—1, 
у= сео 当 а=], 
6.126. уу’ +а(у'° +1) =0; №6.165 716.54, 


x= | (С! y 22 一 1 一 7 dy +C; 


E, — 2 时 ,分 别 得 到 半圆, ЖЕЕ, 摆 线 


W a 二 1, —1 
ЖЕ. 
6.127. цу" +ау'? + Бу? = 0; 16.165 #1 6.54, 

假设 p(y) = у, (5), 则 得 到 
урр’ + ар? -Руҙ= 0; 


经 过 变换 
р(у) = yšu(t), t= Iny, 
可 将 此 方程 化 为 信 努 利 方程 


ии! (ао. 
由 此 得 到 
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t= — [———5“- + C = 
3 Y. b 
(a+ > ju 十 


YES ( >) | М 
因而 


o,a 26 ) 
/2 一 3f Сл,-2а-3 — “ ” 


经 过 变换 у’ (д) =и(у) 238, 也 可 得 到 伯 努 利 型 方程 ， 
уи! —au— b yšu3 = 0, 
6.128. yg” +ау'? byy’ + cg2 + dg! “=0. 
假设 
e" 当 “一 一 1 时 ， 
> 一 а 
щ +1 当 < 天 一 1 时， 
则 得 到 对 于 上:(*) 的 常 系数 方程 
| и” Ри’ +c + d = 0, 
по 
и” + Би’ + (а-+1)си = — (а+1)4. 
6.129. уу” +ау'?+ f(x)yy + #(х) у? =0. 
假设 ужи, ДИАНЕ 
и" + ри (a + 1) gu=0, 
6.130. уу” + ау’? + Бу?у’+су‘=0; 6.54 6.165, 
假设 p (y) = y” (x), 则 得 到 
урр’ + ар? + Бу?р +cyt=0; 
其 次 ,经 过 变换 p(y) =y u(t), t=ny, 则 化 为 不 难 求解 
的 方程 
ии! + (a + 2)u2 + bu + c= 0; 
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其 解 为 ; 


,= udu +C 
=- Í (a +2)u2 + bu +c г 


算出 这 个 积分 ， ЗЕНА ВЕЛИ | и 之 后 ,仍然 要 
解 方程 
У’ (x) = у?и(шу), 


由 此 得 到 
= Ју *©* 
6.131. gg” 一 у'2— fyg +—— (а ру? Ру‘ 
-zf =o, f=f(%) 
mit 


u(x) =yexp( 一 — J aa), 
则 得 到 


аии” — (a —1)u”2— 0. 
异 助 于 变换 w ио (х), 由 此 得 到 “=Clx 上 +C*le 因 而， 
НЕЕ и EX, АЖ (+) = 二 满足 线性 方程 


u” a 
w 十 到 十 —— f = 0), 


а+ 2 
所 以 有 
(a+2)|% +C, |“ 
y=-— Д 
а С) ах + С, 
Ince, р. 338. 


6.132. уу” — (g 2 +1) —2ag (g2 +1)? =й. 
平均 曲率 为 常数 a 的 旋转 曲面 子午 线 的 微分 方程 ， 
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当 4 一 0 时 ,得 到 悬 链 线 C Iy =ch(C,x + С), 
当 a= +1 时 ,得 到 椭圆 积分 
у +С! 
"Јуте 
АУН З Н — 28 В ЈК НА НО 38 АНУ, 
В. 
6.133. (у + x)y” -+y”?—yg’ =l; 
全 微分 方程 
(у 十 Y)3 —2 y=C. 
6.134. (一 x)2 一 2g (2 +1) =0; 方程 6.136 的 特殊 情况 ， 


dy +С. 


С, 


у= С, y=C— <, y=C T<; . 


6.135. (0 —х) у” +(y +1) (472+ 1) = 0; 
| 方程 6.136 的 特殊 情况 . 
可 以 得 到 y 十 * 二 C1, 以 及 由 方程 1.502 
(Уи) (у) —С2(у’ + 1)?=0, 
求 出 的 男 一 些 解 , 即 
(x — Сз)? + (y —Cs)2 = С. 
6.136. (g—x)g”-+ f(y =0. 
НАХ. у=ах tC, н а 是 方程 f(a) =0 的 根 ， 
其 他 的 解 可 由 方程 О 


(2 一 ZJ2(2 =C 其 中 ф(и) == f F du) 


求 得 ， 
6.137，2yy” ”+y “十 1 一 0; 方程 6.165 和 6.54 的 特殊 情况 . 


Ciare tg Ис - у — V y(Ci— у) == + С, 
1 一 
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或 参数 形式 ( 摆 线 方程 》 
=C' (t— sint) +C,, y=C1(1— cos t). 
6.138. 200” — у’? +а=0; 
方程 6.165 A 6.224 的 特殊 情况 ， 
其 解 可 由 方程 
у'%—а=Су 
得 到 . 
6.139. 2yy’—y + f (x)g2 +а=0, а2>0, 
方程 6.165 的 特殊 情况 ， 如 果 z,2 是 线性 方程 
4 y” +/(Z2)y=0 
满足 条 件 (uv шо)? а 的 两 个 解 ， 则 Уи 是 原 方 程 
的 解 。 
6.140. 2уу” 一 8 一 873 一 0; 
方程 6.165 ЯП 6.224 的 特殊 情况 ， 
其 解 可 由 方程 
»2=4+Cy 
得 到 , 此 方程 可 用 椭圆 函数 求解 。 见 6 .146。 
6.141. 2уу” —у/? — 853—412 = 
方程 6.165 ЯП 6.224 的 特殊 情况 
其 解 可 由 方程 
y 2=4 y3+ 4 y2+ Cy 
得 到 , №: Ен] ЖЕ. 6.146. 
6.142. 20у" —у'? —8у? — 4ху? = 
Вов у = м, ШИВ 177 6.9 ЯП 6.6; 
и" - 2 и3—хи=0. 
6.143. 21” —у'? +ауз-+ фу? =0; 
方程 6.165 ЯП 6.224 的 特 丈 情况. 
假设 y =u, 则 得 到 
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4 и” + au3 + bu= 0, 
假设 p) =u (х), 由 此 得 到 
2(р?)' + аи? +bu=0. 
6.144. 20у” —у'? + ау? + 2х0? +1=0, 4520. 
如 果 y aA 是 此 方程 的 解 , 则 由 等 式 


у’ =2иу—1 
来 确定 их), 这 时 ,由 给 定 的 方程 得 到 
ау==—4и'—4 и%—2 x (1) 
和 
и" ржи 0. (2) 


JZ wR и д&7у (2) НАЕ, |H (1) nf ВИ Jy Ez o 
解 。 因 此 , 原 方 程 可 化 为 方程 (2) , 即 化 为 6.6 型 的 方程 . 
Ince, р. 340. 
6.145. 25у" —у'? +ау°? bxg°=0. 
假设 у ==и7, 则 得 到 方程 6.9 
4и" + au? + bxu= 0. 
6.146. 2gg” — y” —3у* 0; 
方程 6.165 #1 6.224 的 特殊 情况 。 


其 解 可 由 方程 
y 一 多 十 C9 
得 到 ,此 方程 可 由 椭圆 函数 求解 . 
Ince, р. 339. 


5.147. 20у" 一 7 —3у* —8ху? —4(х?+а) 9’ +Ь=0. 
在 一 般 形 式 下 , 此 方程 不 能 用 初等 国 数 求解 ;其 解 是 
JW TE BJ Е =b ЯН ЗАРИ И (С, 6.3). 
В Gambier, Acta Math. 33 (1910), р 31, 方程 (3); Ince, 
p. 345 以 及 以 后 . 
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8.148. 2 00" —у'?--3/уу — 8 у + 2 ( f +f =d, 
f= f(x). 
此 方程 可 以 化 为 一 阶 方 程 


(y +fy)*=4 x] > + Сехр( —2 Í fax У. 


P Painlevé, Acta Math. 25(1902),р. 35, 方 程 (3)， 
6.149. 2gy” —y 24 ду?у' + у* + /(х)у? 十 1 一 0。 


假设 > 一 一 , 则 得 到 


2 и’ и" — и”? 4 fu? + и? =0, 
进行 微分 , 则 化 为 线性 方程 


кө g fut ри umo, 


ince, p 338 ARAR. 
6.150. 2уу” 一 3y“ = 二 0; 方程 6.224 的 特殊 情况 
将 此 方程 除 以 yy 和, 则 可 进行 积分 ， 
y=O,(x +C) 和 у=С. 
6.151. 2gg”—3g 2 —452=0; 6.224 M, 
将 y 取 作息 变量 , 则 得 到 对 于 PO) = У’ xz) 的 齐 次 
方程 | 
2 урр’—3 р? —4 y2=0, 
由 此 得 到 
ycos? (x +С) = G,, 
6.152. 2уу”—3у'?-+/(х)у?=0. 
假设 (x) 二 |» 了 , 则 得 到 线性 方程 
4и” =f(x)u. 
6.153. 20у” —бу/”? ау’ +9?=0; 6.2245, 
假设 РОУ) 二 =», 则 得 到 伯 努 利 方程 
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‚ Зр, ауё+у 
y + p 
6.154. 2yg”—g”(g”2 + 1) = 0; 
第 一 部 分 15.3 节 (а) 中 讨论 的 那 种 类 型 . 
假设 p(y) = y' (x), 则 得 到 方程 
y’? 
y= 2 C— aT У’ +1?’ 
EHE — 4.17 节 (a) 中 讨论 过 的 那 种 类 型 的 方程 ， 
此 


p =0; 4р?=4 ay5 + у? + Суб. 


t2 


x = 2 C i- TENE 


гҮ +2Carctgt +C, y =2C ,——— 


或 者 ,如 果 假 设 t=tg--u, 则 有 
x=C,;u +C sinut, y=0C,(1— cosu), 
即 得 到 恢复 点 处 于 * 轴 上 的 摆 线 族 ， 
Ince, p.61. 
6.155. 2(g—a)y” +g? +1=0. 也 可 参阅 6.224, 
利用 第 一 部 分 15.3(a) 的 方法 , 则 得 到 


— _ _ /一 УТ” 
2x=C,+ V (y—a+C;) (a— y) FCarctgy r= 
. | иш 2 


6.156. Зуу” 一 2 了 ° =ax? + bx+c. 
微分 三 次 , 则 得 到 
3 уу +5 yy = 0, 
因此 


У =C|y| 5; 

由 这 些 方程 消去 高 阶 导 数 ,得 到 
| 4 
(2 Ry’ —38В’у)?2 =9(62-—4 ас) y? —2 RCR, y| F, 
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其 中 
R = ax2 + bx + с. 
如 果 用 等 式 изу? = ВЗ 引入 函数 4(%)， 则 此 函数 可 由 方 
程 
feo ас) +C ,u— 2 из -F du + [ =с, 


来 确定 ,只 要 其 中 所 包含 的 分 母 不 等 于 零 。 
6.157. 30у” —51у'°=—0; 6.224 型 
у= (C ix +C>) Š. 
6.158. 4уу”—3у'?-+4у=<0; 方程 6.238 的 特殊 情况 。 
假设 y= +u, 则 得 到 方程 6.138 
2 ии" — и/? + | =0. 
假设 y (a) = уи(у), 则 得 到 线性 方程 
2 ум’ —3 u +4 y=0. 
6.159. 4уу”—35”?—12у3=0; 方程 6.224 的 特殊 情况 . 
经 过 6.158 中 指出 的 那些 变换 ,分 别 得 到 ， 
2 ии" —u 2? F 3ut—0 (6.146 型 )， 
2 yu —Зи—12 yš=0. 
6.160. 400” —3у'? +ay’ +6у? + су=0; 
方程 6.165 216.224 的 特殊 情况 ， 
6.158 中 讨论 过 的 那些 变换 ,可 以 用 于 这 个 方程 . 
6.161. 49уу”—Зу? + ( ву 25y jy+ 
+25 +gy +fy=0, 
f=/f(x=), е = &(®). 


__ / fel gN? 
4y=—J(2u +128) , 
其 中 “一 一 ,这 里 ~ 是 线性 方程 
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» 3f и J” Г E 7 1 L , X. 
= (y a Ee 
HRE. 

6.162. 4yy”— 5y” + ауз=0; 方程 6.224 的 特殊 情况 . 

当 a= —4а? 时 ,例如 函数 у = (ах + C) 一 是 解 . 
假设 y= 则 得 到 方程 6.209 


а 
изи" 一 一. 
16 


利用 6.224 中 指出 的 方法 ,得 到 可 分 离 变 量 的 方程 
由 此 方程 求 得 


dy 
Иду! —ays 


为 了 计算 这 个 积分 ,可 以 利用 变换 у= Би? ЖЖ 4520, 
则 得 到 
+16 С} 
СС, С)? на] ° 
以 及 y= (х +С), 4 = —a, ТЇЙ а=0, W 
у= (Сх +С) * 
也 可 参阅 ， E Makai, Zeitschrift f angew. Маф Мевһ. 
22(1942), р. 167. 
6.163. 12gg”—15g 二 8y; 一 0; 方程 6.224 的 特殊 情况 . 
у[(х СС, =6C;. 


6.164. пуу” 一 (n 一 1)y “一 0; 方程 6.224 的 特殊 情 
y = (Ся + Ca)". 
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6.165.ауу” + by’? + су“ + csg` + c>g2 су + c=): 
6.224 ЖЗ, 
此 方程 可 以 化 为 容易 求解 的 关于 函数 4 二 u(y) 的 线 


Layu 十 Du 十 C434 十 Ca 和 十 Co 和 5 十 C12 十 co 一 0 


为 此 ,应 当 假 设 Y%(z) 一 P(y),P2 一 在 sa 一 12= 一 1 的 
情况 下 ,由 该 线性 方程 得 到 

yty +2 Gy +2 eyn] y| —26y o=? 
而 在 a=2,, b= — 1 的 情况 下 , 则 得 到 

у? +e + cay 十 cay%2 + cyin|y|—co=Cy. 
如 果 对 数 项 不 存在 ， 则 这 些 方程 的 解 可 以 通过 椭圆 半数 

如 果 а=— 2, ci 一 0， 则 可 以 按 下 述 方式 进行 ， 将 
原 方程 对 %* 微分 ,并且 除 以 >y; 得 到 

ау" + 4 слу? у” +3 сзуу 十 2ca2 =0, 

民 而 


ау" +- су? + ay 十 2c?y +С=0; 
将 此 方程 同 原 方程 联 立 , 则 有 
by”? =s + ru + 62° + Cy — Co. 
B. Gambier, Aeta Май. 38(1910),p 27. 


f 


yy __ 


Их? + c2 — 


假设 y = yu(%), 则 得 到 介 努 利 方程 


6.166. ayy” + bg” — 
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f 


+2) 
aj 


и 


е У x2 + с? — +(1+ | 
也 可 按 下 述 方式 来 进行 ， 将 原 方程 除 以 уу", 则 得 到 

ат y| +öln| y| —In(x + y x? + с?) Y = 0, 
由 此 


ут 4 =C, +C, (х + У х? + с?) 5 (У х2 рс? аж). 
6.167. ауу" — (а—1) у? + (а +?) јуу’ Ру ај'у? = 0, 


=} (х). 
假设 
v(x) 
у= [Лә x 
则 得 到 
w= v2 
因而 


v= (C 60)". 
6.168. (ау +65)у”-+су?=0. 
如 果 将 此 方程 除 以 (ау +В) у’ 以 后 ， 则 可 积分 ， 得 
到 
ау +b = í (C + Су) №4 a + c>=0 时 ， 
lo ec 当 a+ c= 0 НЕ, 
6.169. хуу” + xg 2—gg'=0. 
ЈА НЕВА) (у?) = (у2)’ 的 形式 ,由 此 得 到 
у= Сх? + O,, 
6.170. хуи’ +xyg -+ ayy’ + у(х) =й. 
假设 u(r) = 2, 则 得 到 线性 方程 
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ми" + au’ + 2} (ж) = 0, 
由 此 


и= С; 1-2 [=-= f даі р(х) ах \лх . 


6.171. хуу" —ху? + уу’ +axyt+by +су + dx = 0. 
在 一 般 情况 下 ,此 方程 不 能 用 初等 函数 求解 。 
lnce, р 335(Ҹ1), 

6.172. хуу" —ху'? + ayy’ + bxug°=0. 

此 方程 可 以 写 为 下 列 形式 ; 


к Iny +a din + bx y = 
dar ЗУ dx У: y=0. 


因此 ,假设 ua) = ny, 则 得 到 方程 6.76, АЖ y 
Ж и. | 

MRR ?= 8°, 2 1 № y(x)= X(m=), 
т= 8х, 则 化 为 方程 

хуу! ху? +Layy + хуз=0, (1) 
其 中 x+ 和 ?上 的 横 线 省 略 。 方 程 (1) 的 一 个 解 是 
у= +(2а-—2)х72. 

经 过 变换 у= < mE), Ë= nz, 则 将 方程 (1) 化 为 下 列 形 
Жи 


m” —1/? + (а—1)л +n? + (2 — 2 а) =0, (2) 
其 次 ,假设 y (у= p (m), 则 得 到 
npp’ 一 PP 十 (< 一 1)7P 士 9 十 (2 一 24)72 一 0. (3) 


以 后 的 步骤 , 见 6.76 . 
6.173. хуу” +2 ху? +ауу’=0; 方程 6.51 的 特殊 情况 . 
假设 u(x) =y", 则 得 到 方程 хи’ рам = 0, 
由 此 
yš= OC, + C, x1_a, 
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6.174. хуу" —2ху? + (9+1) у’ =0; 
广义 齐 次 方程 (第 一 部 分 15.2 35). 
假设 УС) 一 7105) 一 In1xzl 则 得 到 第 一 部 分 15.3 
三 (3) 中 讨论 过 的 那 种 类 型 的 方程 。 其 解 为 ， 
y=C,y=—-Inlz|, 
2Су=1(Сш[х|), 2Су=сїһҺ(С1п | х |). 
6.175. хуу” —2ху'?+ацуу'=й; 方程 6.51 的 特殊 情况 . 
假设 ы(®)=-, 则 得 到 xu aw =o, 
由 此 求 得 
Lofter" 当 “天 1 时 ， 
y 《ci+Csinxy 24 а=1 ff, 
6.176. хуу” —4ху'?+4уу’ 一 0. 
除 以 ху, 则 得 到 6.51 型 的 方程 。 
y =O, + C,x 3. 


6.177. ЕЕ 
假设 > = yu(x), 则 得 到 对 于 u 的 伯 努 利 方程 。 因 
此 , АЕ у=С 和 


— С 一 -一 
сити масавы, 


—х )z — 9у’=0. 


6.178. х(у+х)у” + ху? — (у—х)у’—у=0; 
广义 齐 次 方程 
假设 Ca)=y+ s, e= 仍然 得 到 齐 次 方程 ; 解 此 


方程 ,得 到 
(y+) =C? +C, 
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利用 变换 &2Y) 三 (2 十 4)2， 可 以 较 快 地 达到 目的 ;经 过 这 
个 变换 ,化 为 方程 хи" —u' =0. 
6.179. 2хуу” 一 xy “十 yy 二 0; 6.51 型 的 方程 


y=0C,( || +C,)2. 


6.180. x? (у — Dy — 2х20'2 — 2х (y —– 1) у‘ —2g(g—1)2=0. 
假设 у= + огу НЦ ВАУ 22.3 节 中 讨论 
过 的 那 种 类 型 的 方程 | 


жи" — 2 хи’ + 2 u= — 2, 


此 方程 的 通 解 是 
| u= —1+ C, x + С»х?. 


6.181. x? (y +x)g”— (xg”—ug)°=0. 
у + аиа) о" ДИВ Enzo +2550; 
于 是 求 得 
у= — х + asa 


6.182. x2(g—x)g” = a(xg'—g)°. 
经 过 变换 y —x = zxu(x), 则 化 为 方程 


хии” — ахи”? {+2 ии! =Q, 
假设 000) = 近 , 由 此 得 到 伯 努 利 方程 
xv’ + (1—4) 024 2 0—0), 
经 过 变换 ш (ж) = 二 , 则 可 将 其 化 为 线性 方程 
2—20} а, 


此 方程 的 道 解 是 “= (一 D)# 十 Cx2z。 因 此 ， 当 a1 ht, 
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得 到 


6.183. 2х?уу” — x2(g”2 + 1) +9? =0; 
方程 6.139 的 特殊 情况 ， 
y=x(C + ү 4C C,—1 m|] +С1т? ||). 
6.184. ах?уу” + bx2g72 + схуу’ + dg? = . 
да+ 0, ДИВЕ у’ = yu(*); 得 到 线性 方程 
ах? + cxu + d = 0. 
如 果 a + 2520, ДИВ 


y=us и==и(х), (к = 
得 到 欧 拉 方 程 
ааж?и" + сахи! + du = 0. 


6.185. x(x + 1) 2040" —x(x + 1)2g 2 + 2(x 4-1) 20у’ —– 
—a(x+?)g2>=0. 


假设 > =и(м)у ШЕР и 的 线性 方程 ,出 此 方 
程 求 得 


a 
ар? 


C 
y=O,|* +1|“exp—. 


6.186. 8(х3— 1) уу” —4(х3— 1) yg? + 12х?уу' —3xy’ =D, 
假设 y= (È), E= *š, IFRS ЛИГЕ 2.260 
¿(£—1) 1 + (= 1510. 
6.187. f(x)gg” + g (x)g ? + Alx) уу’ + klx) g*=9. 
假设 иба) = 0 M43318 RAE EE 
Ји + ( f + гуаш + == 0); 
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#H SS= 一 方 则 所 得 到 的 方程 其 至 是 线性 的 。 
188—225. f(z, ууу’ =F (x, у, y) 


6.188. у'у”=а; 自由 降 洲 的 方程 . 
可 以 得 到 yy 二 24 二 Cy。 WRR y 取 作 自 变 量 ， 
即 如 采 考 虑 方程 
»=(Су—2 а) (4%), 
则 此 方程 不 难 求解 ， 
6.189. уу” +-уу'? +ax 一 0， 也 可 参阅 6.190。 
假设 六 一 必 (x)， 则 得 到 
— ии” +3 и? 4- ахи! =0, 
然后 ,将 取 作 自 变量 , 则 得 到 线性 方程 
x” (u) + ах (и) =0. 
6.190. y?y” уу? =ax+b, М b=0 М, вн] Z° 6.189. 
假设 u(x) = y2,WJS 77 TE 
иу u =° ах + 2 b. 
一 4(ax 十 2) ， 则 得 到 全 微分 方程 。 进 


1/2 


и“ 


行 积分 ,得 到 
и'3— 12 и’ u (ax +b) +8 ay u’ +2 (ах +65) = С, 
即 | 
53у'3—3 у?у’ (ах + b) + ау% ++ (ax +b) =C, 


6.191. (g2+1)g”—((29g—1)g”=0. 
根据 第 一 部 分 15.3 节 (a) ,得 到 
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y=tgln(C, x + C, ). 
也 可 以 利用 这 种 情况 ， 原 方程 除 以 ?十 1 时 ， 则 化 
为 全 微分 方程 。 | 
6.192. (у2+1)у”—Зуу?=@; 6.224 型 的 方程 . 
[1 一 (Cix +C) Jy? = (Сух +С2)". 
6.193. (g2+ х) у” +2(02—х)у'?+4уу?+у =0. 
将 y 取 作 自 变量 代替 z , 则 得 到 对 二 =x (y) 的 方 
程 
(у) —2(y?— x) — 4 ух’ — x =O; 
其 次 ,经 过 变换 о(у) = ух, ПИЕ В 00" =®”?, H 
此 方程 求 得 
372 十 % 一 CiexpCoy, 以 及 у=С. 
6.193 а. (g2+ x2)g” + (972+ 1) (xy — у) =0, 
同方 程 6.194 的 情况 一 样 ,可 以 得 到 


arctgy’ + arctg = С 或 者 ?+ 区 =(1 一 > 二) 

此 方程 是 齐 次 方程 ， 假 设 > 二 xu(x), 则 得 到 可 分 

离 变量 的 方程 
х(Си фи’ Си? + 2и С, =0. 
由 此 方程 求 得 
х2(Суи? + 2и—С,у=С„, ИП 2ху +O, (y2— x?) =C} 
6.194. (g2-+ x2)g"— (U 2 +1) (xy —9) = 0, 
由 给 定 的 方程 得 到 


arctgy /一 arctg 二 一 Ci 或 者 у= (1 +72), 


然后 ,引入 极 坐 标 
X=r cos p, y =“ sin Ф, 
于 是 得 到 
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| ——=С„е©‹\®, 
6.195. (y? -- х2) у’—2 (у? +1) (ху’—у) =0. 
积分 曲线 是 通过 坐标 原点 的 上 半圆 和 下 半圆 
x? +y? +C Е Соу =0, 
以 及 直线 y= 二 CX， 
6.196. 2g(g—1)g”— (2 g—1)g2?2+f(x)g(g—1)g”=0, 
其 解 可 由 方程 


y2=Cy(y—1) ехр( -f fax) 
得 到 . 


P Painlevé. Acta Маіћ.25(1902), р. 40, 37 (3). 
6.197. 2000 —1) у” — (3 g—1)g” + f(g) = 0, 
6.22491 的 方程 
如 果 . 太 三 0, 则 
y = —tg2(C ix +C) 和 y=th(C,x +С) 
是 解 . 
6.198. 2g(g—1) g”— (3g—1) #'°-+4уу' (јута) + 
+4y:(g—1) (8g:—f*—g’—/’) = 0, 
f= f(x), g=g (z). 
其 解 可 由 下 列 方程 得 到 ， 
[207+ 2) у] = y(y—1)2u2, 
其 中 и=Сехр | (а— Mda, 
P. Painlevé, Acta Math. 25(1902),р. 39 ,方程 (1)， 
6.199. 2у(у—1)у”—(3у—1)у'°— | 
—4 ( fg +g) yy — (g —1)° (p*g2— y) 一 
—4 у? (у 1) (f2—g2— f'i' g”) =0, 
f, 6, p, W 是 这 样 一 些 x WAR gp =2/ф, Y == —2 г}. 
此 方程 等 价 于 方程 组 
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У’ = —2(у—Пи-+у(у-Пф-—2у({+2), 
У —1 
Д 


yu = —(у—1) и? —2 yug + 
由 此 消去 2, 则 得 到 对 于 x(z) 的 方程 ， 这 个 方程 等 
价 于 黎 卡 提 方 程 
и’ + (2 а—ф) ить, 
其 中 v=2( f 一 gg)v, 
6.200. 3 y(y—1)y”—2(2 g—1)gU”2- f (g) —=0. 
第 一 部 分 15.3 节 (a) 以 及 6.224 中 讨论 的 那 种 类 型 
的 方程 。 
如 果 f 三 0, 则 由 此 方程 解 出 2 
у= Су?(у— 1)? 
关于 此 方程 的 进一步 的 研究 , 见 1.519. 
6.201. 4у(у— Ту” —3(2 g—1)g” +f(y) =0. 
6.224 型 的 方程 . 
其 解 可 由 一 阶 方程 
1 (2? 一 1D) 72y + f Fey) Су) 1524 у С 


得 到 ， 在 茶 些 情况 下 ,采用 变换 


1 
(8) =1—5 


; 得 到 


很 方便 。 如果 也 = 0, 则 由 原 方程 解 出 之 7 
更 为 简单 。 这 时 得 到 
у= Су?(у 一 1)3， 
М, Ince, р. 342. 
6.202. ау(у—1)у” + (бус) у? +Л (у) =0. 
将 此 方程 乘 以 
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b 
уе(у 1070, Кента, 1—77 


则 得 到 形式 为 6.224 的 方程 。 
6.203. ag(g—1)g”— (a—1) @ g—1) g” + 
+ f (x) g (g—1)g'=0. 
其 解 可 由 方程 


y =C Ури" т exp (ла) 
得 到 . 


Р Painlevé, Acta Math 25(1902),р. 41. 
5.204. aby(g—1)g"—[(2 ab—a—b) g+ (1—а)Ь] p” + 
+ 1) 009—1) у’ = 0. 

其 解 可 由 方程 


у’ =Су L (3—1). — ехр (一 了 = Јах } 


得 到 . 
P Painlevé, Acta Math. 25(1902), р 41. 
6.205. ху?’ =a, 
此 方程 可 以 化 为 6.101 的 形式 ,其 中 a=1,b=c=0, 
fGs)y=as-2, 假设 y=xu(x)， 则 得 到 可 分 离 变 量 的 方程 
— 2a 
t 


ytu’? = +C, 


6.206. (x2—q2 (2 一 a2) у" — (x2 一 a2) gu” + 
+x (у? —а?)у = 0, 
假设 ибх) = уа Ву’, 则 得 到 (xz2 一 4 и = 
=O, 即 可 分 离 变 量 的 方程 
(22—42) у = С(у? —а?). 
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5.207. 2 x2y (0—1) у —х? (3 y—1)y? +2 xy (Пу 
+ (ау? + b) (у — 1)? + схуҳу—– 1) +ах?у(у + 1) = 0. 
此 方程 不 能 用 古典 的 超越 国 数 求解 。 
Ince, p. 341( XXXIX). 
6.208. xšg2g”-+ (xg'—g)°(g 十 Xx) 二 0; 6.59 型 的 方程 。 
假设 y(%)= x+ (š), 5 = пх, ДИЗ 
nin” + (n + 1) +n? = 0; 
由 此 得 到 对 于 p (7) =r (ERRED 
22P + Q + 1)p2+ 2 —=0. 
6.209. 53у’=а; 第 一 部 分 15.3 节 (a) 中 讨论 过 的 那 种 类 型 . 
(С,®—С,„)?-+„С,у?-+аж=0 和 加 一 22 — a+ С. 
也 可 以 利用 这 种 情况 ， 这 个 微分 方 程 当 ЖЫ 2 yy’ 
时 , 则 化 为 全 微分 方程 . 
6.210. (у? +0) 5" — (3g2—1)g”? = 0: 
第 一 部 分 15.3 节 (а) 中 讨论 过 的 那 种 类 型 的 方程 。 
y=C 和 (Cix +С) (532 +1) =1, 


6.211. 2g°y” у‘ —а?ху?==1. | 
显然 ,任何 一 条 积分 曲线 同 * 轴 都 没有 公共 点 .因为 
如 果 y(*) 是 解 则 一 > 也 是 解 , 所 以 可 以 只 限于 研究 
у>0 的 半 平 面 。 每 一 条 积分 曲线 在 两 侧 可 以 无 限 地 延 
m. 由 方程 可 知 , 任何 一 个 解 当 * 二 时 都 不 能 单调 减 
小 ， 确 切 地 说 存在 一 条 积分 曲线 对 于 一 切 足 够 大 的 * 值 
是 同上 占 的 (例外 的 解 ); 对 于 这 条 积分 曲线 , 渐 近 展开 式 


уу а) 
成 立 。 其 余 的 积分 曲线 中 的 每 一 条 ,都 有 无 穷 多 个 拐点 ， 
并 且 具 有 这 种 性 质 ， 函 数 y(x) 一 cyY 丈 具有 无 穷 多 个 
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极 值 ,这 些 极 值 随 *-> co 而 减 小 , 其 横 坐 标 则 趋向 于 co 
对 于 这 些 解 ,当选 取 适 当 常 数 时 , 则 有 

А | 
тахт me —С1)+ о (=). 


G.Ascoli, Rendiconti Istituto Lombardo(2), 69(1936), р. 
167—197. 


y=ay x + С, sin ( x + 


6.212. 2 узу" + у?°у'?= ах? + bx тс. 


如 果 对 于 某 一 个 解 y(*) 取 0, 将 


к= у 


可 作 自 变量 ,并 且 假 设 7G) 一 ?(2)》, 则 得 到 方程 _ 
2” — n? ах? + bx 十 C。 
对 * 微分 两 次 ,得 到 
21" =2ах +, ү =ат (1) 

于 是 ,得 到 关于 70) 的 线性 方程 4.3。 如 果 7(5) Е 
程 的 解 ,; 则 由 (1) 的 第 一 个 方程 ,得 到 * 作 为 $ ЮЖ, 因 
而 ,上 可 作为 * 的 函数 ， 最 后 得 到 y(%)=T(S(z)). 用 
这 样 的 方式 求 得 的 函数 中 ， 应 当 包含 着 原 方程 的 解 . 

L. Euler., lnstitutiones Calculi Integralis, Petersburg, 
1824—1827, 1. р. 138—143. 其 中 也 有 将 此 方程 化 为 一 阶 方 程 
的 方法 ， 


6.213. 2(у—а)(у—Ь)(у—с)у”— 


— | (y—a) (2 一 b) + (уа) (у — —с) + (g — b) g- —с)]у'?+ 
+[(g—a)(g—b) (g —c) ]° x 

B C D 
(у —а)? + (9—6)? + (у—с)? ( 
方程 6.224 的 特殊 情况 。 


——— 


x 14+ 
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_ Ņ Тасе, р 343 以 及 以 后 , 其 中 指出 ,此 方程 可 用 椭圆 邱 数 来 
ЖЖ. 也 可 参阅 В Gambier, Acta Май. 33(1919),р 48. 


6.214. (4g2°—gg— g) g” — (69—58: ) у” = 


82, 683 为 常数 ， 
у= (Сх +Сь, £ 2, ёз). 
P Painlevé, Acta Маф 25(1902),р. 25, УС). 


6.215. (4g°—gg-8o) ly" +f(x)g'] =(6 у? 35-81) у”. 
其 解 可 由 方程 
?一 CY435 一 82 一 和 exp (- J ла) 
得 到 . 


P. Painlevé, Acta Math. 25(1902),р. 42, ЕО). 
6.216. 2x(x—1)g(g—1) (g — х) у" — 
—x(x—1)(3Sg2—2xg-—2g + x)y + . 
+2u(g—1)(2xg—g—x)g' 一 


узу 02) у (у D) g —x)] 7 =. 
如 果 p (u, %) 是 由 积分 


| 


Ж SV А РА Ж, 其 周期 为 (依赖 于 * BJ) 20, (%), 
20.(^), 则 给 定 的 方程 具有 解 


у= ф(и+ Сүо,-+ Со», X), (1) 
其 中 w(%*) 是 线性 方程 
Ax(x—1)u! +4(2 x—1)u +u= f(x) 


的 解 . 
如 果 .8 =0, 则 在 表达 式 (b) 中 ,可 以 假设 < 一 0. 
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Ince. 354,р. 344, 
6.217. 2 x?(x--1)°y (y —1) (y —x) y” — 
— x? (х—1)? (3y? —2xy—?2yg + х)у'? + 
= +2x(x—1)g (g —1)(2xy—y— х2) y’ + 
+ау? (у —1)2(у – х)? -Бх(у — 1)? (ух)? + 
+е(х—– 1) у? (у – х)? + ах(х—– 1) у? (у — 1) 2:=0. 
ИЖ ЖЕ Т Hi И ВА ЖЕЛИ. a= 
b=c=0,d= —1 的 情况 ， 见 6.216. 
见 Ince, р 344. 
6.218. (k2g2—1)(g2—1)g'” + 
+[(К?+1—2 k?y’) унау Q2g2— 1) (2—1) 10/2 =0, 
а, 5<0i 方 程 6.54 的 特殊 情况 。 
y=sn| -1п(Сүх +С), |, 


P. Painlevé, Acta Math. 25 (1902),p. 5; Ince, р. 344 以 及 
АЛ. 
6.219. (y?+ax?+2bx + c)?g” +dy=0. 
Л x” 的 系数, ЗЕД ax (ауу) + b (2 ху’ 一 
— у) +су’, 则 化 为 全 微分 方程 . 积分 之 后 ,得 到 
(ах? + 2 bx с) у' 2—2 (ах +В) уу’ + ау? + 
dy? — 
十 4%2 十 CXU2 十 22X% 十 c =C, 
也 可 借助 于 变换 
у=и(х) y ax? + 2 bx +€ 
来 简化 给 定 的 方程 。 
特别 是 ,如 果 原 方程 具有 下 列 形式 : 
(у +2)? у" +ау=0, 
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PMAR PERE 2х (м? + y2) (ху’— у), 则 得 到 全 微分 
方程 。 积 分 之 后 , 则 化 为 齐 次 方程 


(wy'—y)2— —— 


6.220. g” уу =a. 
第 一 部 分 23.1 节 中 讨论 过 的 那 种 类 型 。 
假设 Р(у)=>у/(®), 则 得 到 рр’ = у, Hm 


y'(x)=p=2 avy +С. 
6.221. у? ху" =а(у?+1)?; Гука. 


其 中 = С, -f sin $ 


sin 5 — a 


6.222. g(1—Ing)g”-- (1 Ing)g'2=0. 
假设 u(x)=—= ny, 则 得 到 不 难 求解 的 方程 , 由 此 方程 
x+, 


=C 一 


6.223. (asin2y + b)g”- ag'2singcosg + 
+ A(asin2g + c)g = 0. 
将 2 ШЕНАУ 6, 则 得 到 对 于 u) = x” 的 线性 方 
程 1.200, 其 中 数量 у, z, 4 分 别 换 为 4 у, 2 A, 
6.224. /(у)у” +af’ (yy”+g(y)=0. 
将 此 方程 除 以 f(y), 则 得 到 6.54 型 的 方程 。 用 
6.54 中 指出 的 方法 可 将 这 个 方程 化 为 某 个 伯 努 利 方程 . 
第 二 个 方法 ， 如 果 将 给 定 的 方程 乘 以 土 21fj”?-!y“( 取 上 
面 的 符号 还 是 取 下 面 的 符号 , 取决 于 之 0 还 是 过 0), 则 
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前 两 项 之 和 等 于 | |”?y 的 导数 , 即 原 方程 等 价 于 方程 
[АРУ 62 j 12° 1в4у=С. 


6.225. fg" — F= РФ (x, yy) 


假设 ис) = 76 ) ‚931 
P(x, и). 


226—249. 其 他 的 微分 方程 


6.226. yy —х?уу' —ху?=0. 
全 微分 方程 。 可 以 得 到 
у’ — ж? у? =C. 
6.227. (xy’—y)y +4 g” =0. 
假设 иба) 一 全 , 则 得 到 广义 齐 次 方程 然后 , 假设 
(£) = хи(ё), 一 Inlx|, 则 得 到 可 分 离 变量 的 方程 
ИФ =n + 1). 
经 过 变换 
KD) т’ 
最 后 得 到 
(21—1)t =t—1, 
由 此 求 得 参数 形式 的 解 ; | 
xz=O,(t—1)e2, у= Суле". 
6.228. (ху’ у) у” = (y+ 1). 
圆心 在 坐标 原点 的 所 有 圆 的 渐 伸 线 方程 ， 


М, Serret, Scheffers, Lehrbuch der Differential—und 
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Integralrechnung, Æ% TII, Leipzig und Berlin, 1924,р. 347. 
8.229. ахзу’у” + bg2=0. 


假设 <(x) 一 区-, 则 得 到 


ахЗи(и? +u?) + b=0. 
此 方程 为 广义 齐 次 方程 . 经 过 变换 u=), 5 二 In|%x|1， 
得 到 
an(n 一 9 十 92) + b= 0, 
6.230. fiy’y’ +foyy’ + fay? + руу + Бу? = 
f,=f,(x), 11520. 
如 果 Л 和 fz 2: yE 25: пр W , И #5351 ТЕ} 
d 2 јә 
1 (£) = усер аа, ЧЕ dš —— = exp f 2-5 js е 
可 将 此 方程 化 为 下 列 形式 : 
nn + glm + ВЕ) = 
如 果 这 里 4(5) = 却 8'(5) , 则 此 方程 的 解 显然 满足 方程 
q? + вт =С. 
经 过 变换 x(*) ==, 则 将 原 方 程 化 为 阿 贝 耳 型 方 
程 (第 一 部 分 4.11 35). 
т У, 是 一 些 常数 , 则 此 方程 具有 形 如 Се“ 的 解 . 
6.231. (2 g2g'+ x2)g” +2 уу'? +3 ху’ +у=0. 
全 微分 方程 。 所 以 其 解 可 由 方程 
y?y +х2у + Xy =C 
求 得 。 
6.232. (92 十 32)87 二 823 一 0。 广 义 齐 次 方程 。 
假设 y =e", 则 得 到 
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=O, In | sin (xy 3 + C,)] + 


+ [1+3 aG E +e |4 


6.233. [g2-+a(xg'—g)]g”=b. 
将 此 方程 对 * 微 分 ,然后 借助 于 原 方程 消去 *》 — у. 
假设 p (z) = x (z), 则 有 
bp” + (2p +ax)p's—0, 
或 者 ,如果 将 友 取 作 目 变量 , 则 对 于 *=*(P) 得 到 不 难 求 
解 的 方程 


Я. 
дир. 


b b 


6.234. (ау y +1—ху”)у”=у/”2 +1, 
利用 第 一 部 分 15.3 节 (b) 中 指出 的 变换 ， 可 以 得 到 
一 阶 方程 ;参数 形式 的 解 为 


ә” 


— Cilo (t +) +C, 


其 中 
v=y + 
6.235. Л(у’) у” + g(g)g'+h(x)=0. 
由 给 定 的 方程 得 到 


f rondas { g(x)dy + [№ (х)4х =C, 


即 此 二 阶 方程 可 以 化 为 一 阶 方程 。 
6.236. у”?=е@цу-+Ь, 
假设 р(у) = у’ (x), ПЯ (рр')2=ау ть, 由 此 可 
以 化 为 不 难 求解 的 一 阶 方程 
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и (a y +b) > +C. 
6.237. a2g”2— 9 аху" +g'=0,Bll(ay"” —x)2= x2— y’. 
假设 y =u(x), 则 得 到 一 阶 方程 。 原 方程 可 以 写 为 
下 列 形式 ， 


(ау —–ж)2=х2— y', 
6.238. 2(х? 1) 02 —х(4у' + х)уу” +2(g + х) у’ —2g=0. 
微分 之 后 ,得 到 
[4(%2 十 1)3 — 4 xy'—x2]y" =0, 
由 此 求 得 
16 y=(X +CO)2+ 2x(X +C)Vx2+1—3 x2, 
其 中 
X=la(x+ yV x? +1), 
以 及 
Уу=С:^2--С.х + 4 С? + C2. 
第 一 族 曲 线 是 第 二 族 曲线 的 包 络 . 
6.239. 3 ху"? —2(3 xy + y)y”+4yg°=0. 
此 方程 的 解 是 函数 у = C, x2 + O, C, x + С? ЖП Ва Ж 


1-2 
y=Cx ”3 , 且 后 者 是 线性 方程 3 x2y"—8 xy'—y=0 
6.240. (9 x?—2 x2)g”2— бх (6х —1) 9’ у" —буу” + 


+ 36xg”2:= 0, 
у= Сх + CC + Са, 
| С — 
у=СЕхү 4х—1 fl у= у4х—1, 
且 后 两 者 起 线性 方程 
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(953—212) y” —3 x(6 x—1)>”—3 y=0 


2 _ 2У 9 x2— 2 x 
的 解 , 其 中 Е =ехр ) ам. 


6.241. > fo (PYP =й. [5] 6.230 相 比 较 . 
Р, 90) 


此 方程 的 解 可 以 表示 为 下 列 形式 的 条 件 是 已 知 的 ， 
i y = Ciu, +C Cgi + Cšus, 
其 中 u, из, zs 是 某 一 个 三 阶 线性 方程 的 解 ， 并 且 此 方程 
同时 还 存在 着 满足 某 一 个 二 阶 线性 方程 的 奇异 解 的 条 件 
Р Appell, Journ de Ма. (4),5(1889),р 410. 
6.242. уу"? = ae”. 
АЕ Ж Еле НН [a] 04% a, Tü НЛ РЕ. 
Pi > 一 *#w, 则 得 到 方程 
(зы + + )y u = Бу ae", 


` 


如 果 其 解 满足 条 件 y (0) =’ (0) =0, 则 可 以 得 到 计算 
起 来 很 方便 的 按 t ERR. 
6.243. (а?у?—Ь?уу”?—2 а?уу'?у" + (а?у? —1)у'?= 0. 
假设 р(у) = у(х), фу 取 作 自 变量 ,并 且 对 у 微分， 
则 得 到 可 以 分 解 的 方程 
[(a2y2—5b2)p' —а?ур]р” =0. 
由 此 求 得 


b 3 
> 一 Cieow 土 二 /现下 5 和 y= со С, 


6.244. (х?уу” —х?у?- у")? =4ху(ху’—у):. 
假设 y =xu(x), 则 得 到 


s 725 > 


(ии? — u’? )? = 4 ши", 
假设 2 = 和 ,由 此 求 得 
1772 — 4123 
由 此 方程 得 到 (* С)? =1, НШ 
ибо. 
6.245. (2 уу" —у'?)% + 32 у” (ху" 一 2 )3 一 0. 
С.СЗу=(Сїх +1) +26: 和 у?=8 x. 
6.246. V ay”? + bu” + суу" + у? = 0; 
第 一 部 分 15.3 节 中 讨论 过 的 那 种 类 型 的 方程 ， 
假设 p(y) =’ (м), 则 得 到 
y ap’?+b+cyp’+dp=0. 
6.246а. /(у”+у)=у”?-+у7, 
微分 之 后 ,得 到 
Ef Су + y)—2 y” J(y“” + y”) =0. 
由 方程 十 2 一 0 得 到 解 
у= Asin (z + B) +C, НЕ 42 -= (С). 
如 果 令 方 括号 中 的 表达 式 等 于 零 , 并 假设 у" + =u, WH 
得 到 参数 形式 的 奇异 解 
_ 2—f" (u) 
_ *= утту 


E Goursat, Nouvelles Annales Math. (4), 20(1920).p. 385. 


du, y=u 一 去 / (и) 


^2 / __ ‚4/8 
6.247. F (yt х+®—7—)=й, 
其 解 可 由 等 式 
(y—a)°=2C(zx—b) +С? 
得 到 ,如果 这 里 已 (ae b)=0. 关于 用 这 种 方法 能 否 得 到 
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所 有 的 解 的 问题 ,需要 专门 的 研究 . 


їйї, С. Boole, A Treatise of Differential Equations, Ga- 
mbridge, 1859,p. 225, 


6.248. Е( y”, у — xg”, g—xg' + xg” )=0. 
“所 有 形式 为 
у= ах? + bx +c 


НОВА ЖК, Ш. pk УВА ОАЕ, ЯР (а, b, с) = 0, 
ince, р 45. 


#2 #2 #2 Ba 
6.249.F( <— +1 ntg 二 站 =n. 


此 方程 是 二 阶 克 菜 罗 方程 . 如 果 数 4, 六 ”属于 函数 
Е (u, о, ш) 的 定义 域 , 并 且 如 果 这 些 数 满足 方程 “(a 
Б.т) =0, И 
(х —a)? + (у Б) 
是 一 条 积分 曲线 . 
М, Serret, Scheffers, Lehrbuch der Dif ferentiat-und Inte- 
gralrechnung, #5 Ш Leipzig und Berlin,1924, р 403—406. 
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第 七 章 ”三 阶 和 更 高 阶 的 
非 线 性 微分 方程 


у" = а? (g + 253 +y’) . 
H 7.19 得 到 解 的 参数 表达 式 


ах =f 20au +С, ау = [из (и) du + ©», 


7.1. 


其 中 


а= Иск оъ), 
1.2. у +0уу” —у?+1=0, 
{ЕЖЕ КЕЙПТЕ ЛЕН 
由 此 方程 和 条 件 
“y(0)=y(0)=0, 当 xX> оо у(х) = 1” 
组 成 的 边 佳 问题 ， 可 以 求 得 其 震级 数 形 式 的 解 。 


‚М.В. Дюрэнд, Аэродинамика, Жк UI, 1937—1940, р.92 
7.3. у"—уу" +g”2=0. 


此 方程 可 以 化 为 阿 贝 耳 方程 ( 见 
假设 p (y) =>” C) ВИЗ 


第 过 到 此 方程 


第 一 部 分 ,4.11 节 ). 


рр" + р'?— yp’ +Pp=0; 
然后 ,经 过 变换 p (y) = у?и(1п) ,可 化 为 方程 
uu” + и’? -- 7 uu’ — и’ + 6 u2—u= 0, 
最 后 ,假设 w (1) = q (и), ИВ 
uqg + 92+ (7Ти—1)9-+6и?—и=0. 


也 可 参阅 J. Chazy, Acta Math. 41(1918), р 63. 
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7.4. у’+ауу” =0; 边界 层 方程 . 
假设 y = a y , 则 得 到 
ӯ" + aayy" =0; 
因此 ,具有 不 同系 数 a 的 方程 不 难 相互 转化 . 
根据 第 一 部 分 15.3% (a), 可 将 此 方程 化 为 阿 贝 耳 
方程 (第 一 部 分 , 4.1141). Ritro) =y (х), ДИЗ З] 
рр’ + р’? +аур’ =0; 
借助 于 变换 p (y) = yul), 9 一 Iny, 由 此 得 到 方程 
uu” +u’? 4 7 ии! + au” + 6 и? + 2 аи=0, 
然后 ,假设 w(%) = 9 (и), 则 有 
и99' + 92+ (7 и а) 9-6 и? + 2аи=0. 
H а = 1 [у Е ЛЛ РН“ У (0) = y (0) =0, 
当 Ж->-со{ y (xz) 人 22” 组 成 的 边 值 问题 ,在 研究 平板 的 
空气 层 流 绕 流 时 常常 会 过 到 ; НД ГАЗЕ НО 
| М В. Дюрэнд. Аэродинамика, № ПТ, 1937—1940, р. 85, 
7.5. ху" ху” + (2ху— Пу’ + у%=/(х), 
全 微分 方程 。 因 此 ,可 将 其 化 为 方程 


ду" xy + у? = fr) ad. 


Hi 


7.6. x”*J”+x(g—1)g”-+xg2+ (1—g)g' =0. 
除 以 *?, 则 得 到 全 微分 方程 ,此 全 微分 方程 可 以 化 为 
ху" + (y—1)y”=Cx. 
7.7. уу —у'у" +yy = 0, 
ERIA у, 则 得 到 全 微分 方程 , 由 此 全 微分 方程 求 出 
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将 此 方程 乘 以 yy ,又 得 到 全 微分 方程 ,由 此 方程 求 
得 


y = + Се + Су? -Lyi А 
7.7а. уу" +ау’у” +} (у) у' =0, 
乘 以 >”!', 则 得 到 全 微分 方程 ,由 此 方程 求 得 
yy + | yf d=. 


将 这 个 方程 乘 以 2y’y, 又 可 对 它 进行 积分 , 于 是 化 为 
一 阶 方程 
y2=C,+ 2 j y-al C1— (ууу) dy |dy 
K Wieghardt, Zeitschrift f angew. Math. Месһ 23(1943), 
р. 125, 
7.76. yy + З3Зуу”=у”ҮУ 1бузу" +1; М, 7.12а, 
7.8. 4у2у" —189у’у” +1593 = 0. 
此 方程 可 以 写 为 下 列 形式 ， 
Y d? КЕИ 
— 8y? 253 У 2 =0. 
因此 ,得 到 
y=C 和 和 у=, +С. 
7.9. 9 0у?у" — 45уу'у" + 40у'° =0. 


FAYT, 则 得 到 全 微分 方程 ， 因 此 可 以 化 为 第 一 
部 分 23.1 市 中 讨论 过 的 那 种 类 型 的 方程 


-5. _ 
9 y зу” —15 у 3 y=. 


借助 于 变换 u(x) = y 习 来 求 原 方程 的 解 最 为 简单 ， 可 
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以 得 到 > 一 0， 因 而 
у? (С, 4 Сух +C) `š. 
7.10. 2у'у —3g”2—= 0. 
根据 6.150, 得 到 


_ Ax --В 
V= Or} D’ 


其 中 A, B, C, D 为 任意 数 . 
. 7.11. (y+1D)y —3yy” =0. | 
借助 于 6.192, 得 到 下 列 所 有 的 圆 的 集合 : 
_ (У—С,)2 + (x С)? = G$. 
7.12. (g2+ 1)g”— (Зу’+а)у”?=0, 
假设 р(х) = v , 则 得 到 6.54 型 的 方程 。 于 是 有 


р/(ж)=С(рї+ 1) Техр(а arctg р) 
其 次 ,假设 + 一 arctg Pp, 则 得 到 参数 形式 的 解 
xz=C,+ Сует“ (а cosr— sin t), 
у= С, + Сует“ (asint + cost), 
当 a0 Б, Jj ЖАИС, гд а =0 时 , 则 为 圆 ， 
1.12 а, -Eyf FEU), 750 


因为 此 方程 中 不 显 含 *， 则 根据 第 一 部 分 15.3 2р 
(a) ,可 以 降低 方 社 的 阶 。 可 以 这 样 来 进行 ， 解 方程 
и (1) = Е(и) (1) 
并 县 假设 


(у) = [roy 


由 后 一 方程 ,作为 2 的 国 数 确 定 у = (0) ДЕБЕ оо (0), 
异 助 于 函数 了 (v) 建 立方 程 
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Р — ult) Н 
” D= РОО), 


对 此 方程 的 茶 一 个 解 ve), Rit 
dt 
“= FCO 
由 此 作为 * 的 函数 得 到 +=i(*)， 这 时 ， 
y(x) =Y (G (%))) 
古 原 方程 的 解 . 
当 


p(y) = 53 К) = Ри) = Т ЕТ 


时 ,得 到 方程 7.7 b. 
在 这 种 情况 下 ,方程 (1) 具 有 下 列 形式 ， 
u (+) =иу iĝu +i. 
由 此 得 到 


l sht ар О 一 一 chs 


| 16 u 2 16 и 
所 以 ,方程 (2) 分 别 具 有 下 列 形式 ， 


t—t 
р" h2 0 
16 0° ѕ 7 


1—10 


+®==й, 
和 


t— t 
v”ch?—— 
16ъс 2 


— + = 0 


这 是 方程 2.410a 和 2.410b， 
7.13. y’y"=ay by" +i, 
Rik u(x) = y”? , 则 得 到 不 难 求解 的 方程 = 


= 2a 2 十 1 。 最 后 ,借助 7.19, 得 到 参数 形式 的 解 
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v | _————— 
»=©,+-у (=V б%?+1), 


иЗ 


у= 一 Cs 十 Cs 页 ab? tgz AETI ТТ зр! (фи +v), 


7.14. у'у‹ — gy +y Sy = 0; W 7.8 17.16, 
7.15. 21 (Ху!) "у" fy" +y (Гу) + 2qg sing + 
+ (9у” —9’у’) сов g= 0, f= f(x), 9=9(х). 
ЖЕНИЯ JJ uE ТП ЭРИН НЕЕ: 细 杆 的 形状 
Я) — НН, АНК НЕ м. ЖАНА s ЖК 
х, э BA 9, ШЕУ P B. РУШ: 
I FKY” — 9! (f9/)” + IFFY + 
+2 932 sin 9. + (997 —– 9/9) cos 9.=0, 


其 中 f=f(s), ч=9($), 9= (s). IRA Sr я ， 则 得 到 
全 微分 方程 。 进行 积分 并 乘 以 3 和, 则 有 

(97) cos 9. + (JFJ F sin 9 — g cos29.= O 149”. 
除 以 cos 29 :可 以 再 积分 一 次 ， 然后 乘 以 cos 全 ,得 到 


Gry = C, sin 9 + C, cos $ + =Í 9(с)&с. 


为 了 化 为 直角 坐标 x, 》，, 引 进 方程 
x’ (5) = cos 9, y'(s)= sin 9, 
于 是 我 们 可 以 再 次 积分 ,最 后 得 到 


f9”=C, y tOta f q(o)[%* (s) — *(с)]|Фс. 


7.16. 3g”y® —5y =Q, 
借助 于 6.157 ,得 到 
(y +C, x + C,)2=O,x +O, 
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7, 17. 9 yy — 45 у'у "у + 40g "3 =0. 
倍 助 7.9, 得 到 


(у +С, + С.) =С ез + Сү + O, 
7.18. ус? =f g”), 


假设 (х) = 5%, 则 得 到 и! =f (и), НАХ 


=] уау tC 


求 得 以 进行 4 一 1 次 积分 后 ， 得 到 ». 参 数 形式 的 解 为 ， 


du, n du, | š Un dun] 
e= 5 "= -fFe 


27 (из) $. (ии 1) 
7.19, y? =f), 
假设 u(x) =y? ИНОЙ — 2 2 28 .1 h PF W 
过 的 那 种 类 型 的 方程 


由 等 式 


x 一 = {| C +2 f Ddu | 4и+с 


ДН и, HIT n— 2 次 积分 后 , 则 得 到 у. 参数 形式 的 
REJ: | 


м 


s= f du -| du, F du, Ë u, du, 9 
Е gp (u) ° >. pG). gp (us) p (из) 


C n= 
中 


` 


ро) = = С+2 f гадам |. 
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第 八 章 ”线性 微分 方程 组 


在 下 列 微 分 方程 组 中 , 同 以 前 的 叙述 不 同 , 自 变 量 用 上 表示 ,未 知 函 
ЖОН x, y, 2... 

由 于 这 里 介绍 的 方程 组 总 数 不 多 ， 因 而 没有 必 要 说 明 在 确定 每 一 
节 中 方程 组 的 排列 次 序 时 所 遵循 的 原则 。 

[至 于 进一步 的 实例 和 理论 , 则 可 参阅 第 三 部 分 “ 几 点 说 明 ” 中 指出 
的 那些 著作 .一 一 俄 译本 编者 注 ,] 


1 一 18， 两 个 一 阶 常 系数 微分 方程 的 方程 组 


8.1. x’ (E) =ах, g' (t) = Бу, 2550, 5:0; 
方程 组 8.5 的 特殊 和 情况， 
х= Се y=CO,e, 
如 果 将 这 些 解 看 作为 ху 平面 上 某 一 条 曲线 的 参数 方 
程 , 则 可 能 有 下 述 几 种 情况 : 
(а) 4 二 bp， 积 分 曲线 是 从 坐标 原点 出 发 的 射线 
Ca2x 三 CI4。 坐 标 原 点 是 结 点 . 
(b) а52ё, 26 二 0。 坐 标 原点 仍然 是 结 点 。 如果， 例 
如 ,a 二 1,5 二 2, 则 积分 曲线 是 抛物 线 y=Cx2 ЖАА Жу; 
在 所 有 这 些 曲 线 中 ,坐标 原点 应 当 除 掉 ， 
(с) a&b, а5<0, 坐标 原点 是 鞍点。 如 果 ， 例 如 ， 
4a 一 1，2 一 一 1， 则 积分 曲线 是 双 曲 线 zy=C 和 除 掉 点 
(0,0) 的 坐标 轴 . 
8.2. х’(Ё) =ag, g” (t) = —ах, 4520; 
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方程 组 8.3 的 特殊 情况 . = 
ж == С соз ат + С. яв ат, у= (©, соз аг — С sin at. 
这 是 平面 Y2 EA. 
8.3. х’(Ё) =ац, у’ (t) = bx, az£0, b==0; 
”方程 组 8.5 的 特殊 情况 . 
应 当 区 分 两 种 情况 ; 
(а) 25>>0. ВИ + =ab, д] 
x =C, ae” + Сает у=Су5е*' — Cse, 
如 果 将 这 些 解 看 作 ху 平面 上 某 一 条 曲线 的 参数 方 程 ， 
则 积分 曲线 是 双 曲 线 
| рх? —ау?=С (С=0) 
及 其 渐 近 线 842 一 ay2, 点 (0,0) 除 外 ; 当 <= 时 , 得 到 等 
„ЭН, Фе AREA 
(b) а2<0, Rix s2= — ab, 则 有 
x =C a соз st --С»а sin st, y =O,s cos st —С |5 sin st. 
< де НН 
|5152 + |a | у= С? 
的 参数 方程 ; 当 b= — а, 则 得 到 中 心 在 坐标 原点 的 圆 ， 
坐标 原点 是 奇 点 (中 心 )，。 
8.4. х' (t) =ах—у, y(t)=x+ay; 


方程 组 8.5 的 特殊 情况 . 
x =e” (С sint +ÜC;cost), y =e% (О, ѕіп? — С, cos t). 
由 此 得 到 


x? + y2= (Ci + C3) e?r, 
当 а=0 时 ， 积 分 曲线 是 中 心 在 坐标 原点 的 圆 。 当 
a=0 有 时, 积分 曲线 膨 绕 坐标 原点 旋转 ， 形 状 为 螺旋 线 ， 
8.5. x’(t)=ax-tby, у (Фф) =cx + dg, 


• 736 • 


匈 第 一 部 分 ，7.2 W 7.391; 13.1 5. 
【下 述 事 实 的 详细 证 明 , 可 在 下 列 著作 中 找到 :， Петровский: 
Понтрягин; Степанов; Андронов, Витт, 和 Хайкин, 154% 


REEERE, J 


(А) ad —656520. BIRRA 4 = y = 0 十 此 方程 组 的 
蛤 一 的 静止 点 (在 第 一 部 分 7.2 节 所 指出 的 孝 种 意义 
下 ) ;坐标 原点 是 

绪 点 ， 当 (4 一 4)?+4B&b 二 0 时 | 

结 点 ， 当 (a 一 4)2+42c>>0 аа —bc>0 hF, 

Вин. 24 (а-а)? +4 bc>0, ad 一 zc<0 时， 

Е: 24 (a— d)? + 4 bc<0, a + 4-0 8, 

中 心 ， 34 (a—d)2 + 45bc<0, a+d=0 fht, 

特征 方程 ( 见 第 一 部 分 ,13.1 节 ) 具 有 下 列 形式 ， 

s2— (a + d)s + ad — bc =0. 

(a) (a—4)2-- 4 Рс>0, 在 这 种 情况 下 ,特征 方程 具 
有 两 个 不 同 的 实 根 s 和 ss。 如 果 由 方程 

4,(a—s,) 十 2 一 0 Ac+(d—s,)B,=0 (r=1,2) 
确定 数 4,, В», 则 函数 | 

X= Aesrt, у,=В,ези (y=1,2) 

构成 给 定 的 方程 组 的 基本 解 组 ， 

(b) (а—4@)?%-„45с<0, 在 这 种 情况 下 ,特征 方程 具 
有 两 个 共 轿 复 根 ;==o 土 i (z 了 0)。 所 论 方程 组 的 解 具有 
ВЯ. 

Xe {bi sin zt + РС, cost), 

y =e% {f (o —a)C,— rC] sin et + [çC + (z —a)O,]cos тт}. 
(c) (a— d)? -+ 4 ®с=—0;а-5&4. 


“= 2 = 了 jc exp © u 
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у=[(4—а)С, + ((4—ау:+ рС,]ехр +4 


z. 
(d) а = 450), 2 一 0. 
y=C,e% у=(сСи-+С.)е"., 
(e) а= 450, с=0. 
x = (bC t Ce”, у= Се. 
(B) ad—bc=0, a2+b2—0, 整个 直线 ax + by=0 
将 是 由 奇 点 组 成 的 .所 论 方程 组 可 以 写 为 下 列 形式 ， 
х’=ах +Бу, у’=А(ах + by). 
当 a +45520 时 ,其 解 具有 下 列 形式 : 
ж #==ЬС, + Сзехр(а +2b)t, у= —аС, +АСьехр(а + АЬ)!, 
而 当 4 二 46 二 0 肘 , 其 解 具有 下 列 形式 ， 
x =C, (båt —1) oCot, y=12b5C t + (БА? + 1)С,. 
ах’ (t) + bg' (£) =ax + Ву, bx’ (t) —ag'" (t) =Вх—ац; 
方程 组 8.5 的 特殊 情况 . 
也 就 古 说 ,可 以 变换 这 些微 分 方程 ,使 得 其 中 一 个 方 
ERRA FAY , 面 另 一 个 方程 只 含有 2 . 于 是 得 到 解 ， 
х= еА (С. cos Bt + C, sin Bt), 
у= е4 (С. cos Вг С, sin Вг), 
其 中 4, B 由 方程 
(а2 + b2)A=ae +68, (а?-+5?)В =аВ-6а 
确定 ， 而 48 一 ba 应 当 不 为 零 。 如 果 ap 一 se=0， 但 是 
Га +15] >0, 则 存在 这 样 的 数 2， 使 得 аа, 8 一 20. 
这 时 ,其 解 可 以 写 为 下 列 形式 ， 
x =0 е^“, 多 —=Сое*". 
8.7. х (E) =—g, у (Фу =2х +20: 
方程 组 8.5 的 特殊 情况 


x=e'[C, sin t + С. cos t], 


8.6. 
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8.8. х’(#) +3х--4у=0, g' (£) +2х+5у=0; 


方程 组 8.5 的 特殊 情况 . 
x =2 Се + Cae, y= — Се“ CeT, 


8.9. x (£) = —5x— 2y, y’ (£) =х—1у; 


方程 组 8.5 的 特殊 情况 . 
t=[2Cicost+20,sintle- 
y=[ (С—С) cost + (O, + C,) sin 112—6. 


8.10. х" (Р) =aix+biy +c, y(t) =a,x + b;g + cz 


对 应 齐 次 方程 组 的 解 ,可 由 8.5 得 知 ， 所 以 ,根据 第 
一 部 分 8.1 节 ， 只 要 求 出 所 论 方程 组 的 任何 一 个 解 便 足 
T. 
(А) а, —4а261520, х=4, y=B 是 解 , 这 里 4,B 
由 方程 | 
ad +b ËB +c, == 0 a; + b,B -+-c,= 0 


? 


确定 。 
(В) а15.—а56,=0, at+b12>0. 在 这 种 情况 下 ,所 
沦 方 程 组 具有 下 列 形式 ， 


Ж” 一 4M ус, у’=А(ах + by) 十 cy 
如 采 ”一 “十 2 天 0, 则 


b | 
和 二 一 ~ (c4 —,)t— (ac, +55), y=Àmx-+ (с„—1с,)ї 
是 一 个 解 。 如果 а + А =0, И 
(ео) +С, y=Àx + (с,—с|}){ 


是 一 个 解 . 


8.11. х’(#) -29=3Е g”(#) —2х=4. 


对 应 的 齐 次 方程 组 ， 可 以 根据 8.5 来 求解 ， 非 齐 次 
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方程 组 的 一 个 解 ; 可 以 根据 第 一 部 分 8.3 节 求 得 (对 8.12， 
8.13, 8.15—8.18 的 情况 ,也 是 如 此 )。 于 是 得 到 通 解 : 


y= +С, sin 92 t +O,cos 2 t. 


8.12. x’ (E) + y =P + 6: --1,g' (£) —x= — ЗР +3t +1, 
x=3t2—t—1-+C,cost + С, sint, 
y =t? +92 + C, sim t — С» cos t. 
8.13. х’() +3x—g= e, yg (£) +x +5у = e. 
900 х =36 e! + 175 e” 十 (CI 十 Ca 十 Cor)e t, 
900 y=144 е —25 ce 于 一 (CI 二 Co)e «. 
8.14. x” (f) +g' (£) +2x-+ g = e? + t, 
x’ (tf) +g” (ü) —x-+-3g =e '—1. 
这 里 不 能 像 上 上 述 情况 那样 进行 ， 因 为 我 们 不 能 ， 
% “十 2 分开。 由 第 一 个 方程 减 去 第 二 个 方程 , 则 得 到 
3—2 у=е? ег +1-+-]. (1) 
由 此 方程 解 出 >， 并 将 求 得 的 值 代 入 原 方程 组 的 第 一 个 
方程 , 则 得 到 只 含 * 的 线性 方程 ， 由 此 方程 求 得 
一 一 上 ; 
х= Се 5 te + 了 了 —15- 
将 所 得 到 的 表达 式 代 入 (1), 求 得 У. 
8.15. х'(#) +g” (£) 一 9 一 e 2x (№ + g” (£) +2g = cos t. 


ж=е' += sin 5 cost +С, +3 Cet 
> 一 一 总 e 一方 sint + cost —4 Coet, 


8.18. 4x (£) +8у' (Е) +2х+3З1у=е', 
3x“ (E) +7yg' (E) + x +24у 一 3。 
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由 此 方程 组 解 出 * 和? ,然后 像 8.11 中 那样 米 进 


行 , 则 得 到 
s= + (С, соѕѓ +C, sint)e 4, 
y= -2 e! ++ [((С,—С,) sini (С, + С) cos |е“, 


8.17. 4x' (t) +9 g” (#) + 11x +31J = e', 
3x'(#) +7g' (E) +8 x +24 у=е". 
按照 8.16 那样 ,得 到 
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Су +O, e74 
25 36 + (СЕ) ет", 


у = H erg 12 е0 一 (Ci 十 Ci 十 Cz)e 全 


— 


8.18. 4x’(t) +99’ (t) +44 x+ 49 у=, 
3х” (Е) +7 и’ (1) + 34х + 38g = e'. 
按照 8.16 那样 ,得 到 


Ри +C es +Сое-*, 
y=— +5535 +4Cie Сет, 


19 一 25， 两 个 一 阶 变 系 数 微 分 方程 的 方程 组 


8.19. x’ (t) 一 (t) + gg(t), y(t)=—xg(t) + gf (#)- 
x = (С, cos G +C, sin G) Е, 
у=(—С: sin С + C;cos G) Е. 
其 中 Е=ехр | Ce) de G= {g(a 
8.20. x(t) + (ax--bg)f (t) = g(t), 
g' (ё) т (cx+ dg)f (t) =h (t). 
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(а) ad 一 bc 去 0。 将 第 一 个 方程 乘 以 &, 将 第 二 个 方 _ 
程 乘 以 8, 并 且 将 它们 相 加 。 得 到 
ax’ + Ву’ + [ (Ga + Bc)z + (eb + Bd) y ]J (0) =eg + ВА. (1) 
然后 ,选择 о, В, 使 得 当 适 当选 取 数 ;时 ,等 式 
аа + Вс= sa 和 ab + 84 = sB 
成 立 .为 此 ,s 应 当 是 特征 方程 
52— (аа); +ad—bc=0 
的 根 。 这 时 ,假设 zE) 二 ax 寺 By, 则 由 (1) 得 到 线性 方程 
z’ (t) +527 t) 一 CE (1) + Bh (t), (2) 
此 方程 可 以 直接 求解 。 如果 特征 方程 具有 两 个 不 同 的 根 
51,52, 则 对 于 s, 和 sz 可 以 应 用 上 述 方 法 , 而 对 于 其 有数 
值 an В, (+ 二 1,2) 的 =, 得 到 两 个 方程 (2)。 求 解 这 两 个 
方程 ,由 
0154 Piy =Z, аж +Y =Z 
得 到 原 方程 组 的 解 ， 
(b) ad—bc=0, |а| 十 151 二 0， 原 方程 组 可 以 写 为 
х! + (ax + Бу) (ü) = g (t), y +А(ах +by)/ (t) =һ(т). 
其 解 可 由 不 难 求解 的 方程 


Саъ) х) = в G) +bf | Qz —h)ar. 
和 由 方程 
АЖ + Гела 


得 到 . 
8.21. x’ (E) =x cos t, y’ (t) = xe sn, 
x =Сехр и Е, y =O;t + С. 
8.22. tx’(t) +y=0, ty‘ (t) +x=0. 
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жби +, У = C+ 
8.23. tx’(t) -+2x=t, ty (Ё) – (+2)x—ty=—t., 
к= Сут, 一 一 4 十 Caet 


8.24. tx’(t) +2(x—g)=t,tg'(t) +x +5g=t#. 


ЗЕ t2 t 2⁄2 


—3t 142 буса 
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8.25. P (1—sint)x’ (t) =t (1—2 sint)x + £y, 
#£2(1—sinf)g'(#)— (tcost—sint)x+t(1—tcost)y. 
х=Си? +C, у=Си + Созтё. 


+26107366317, у= — 


26 一 43， 两 个 高 于 一 阶 的 微分 方程 的 方程 组 


8.26. x(t) +g (Фу) +y=/(t). 
x” (t) +g” (В +g'(#) +x+g= g(8#). 
唯一 的 解 为 ， 
x=8 +8 ff JP", y=f+/"” —g'. 

初 看 起 来 , 这 同 存在 定理 (第 一 部 分 5.2 节 ) 是 矛盾 的 。 
但 是 ， 存 在 定理 只 适用 于 可 以 写 为 这 种 形式 的 方程 组 ， 
左 端 只 含 未 知 革 数 的 导数 ， 并 且 每 一 个 方程 只 含有 一 个 
未 知 函 数 的 导数 ， 而 方程 的 右 端 不 含 导数 。 上 述 方程 组 
是 不 能 写成 这 种 形式 的 ， 

8.27. 2x'(#) +g'(£)—3 x=0, x” (t) +y(t)—2 g= ez, 


1 
x =_e +С,е* + [4C;, cos æt + 4Cs sin et ] еї? , 


y= 4% 十 Cie' 十 
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t 


+[(—7 O,—C,V23) соз æt + (Су 23—7 Сз) эта е?", 
1 _—— 
其 中 а= У 23. 


8.28. х/(#) —g” (Ё) +x=2 t, 
x” (t) у’ Cr) 一 9x 二 3 一 sin2t。 
-ŽE sin 2t— == cos2t+2t+4, 
y=[2 C y +C,(2t—1) |е + 
16 37 


+ НОЕ с05 21 + aps sn 2t+6t+10, 


8.29. x’ (t)—x +2y =0, x” (t) 一 20 (t) =2t —cos 2t. 
消去 У’, 则 得 到 


sin2t 十 4 cos2t 


t 
х=2С,+4С,е? —t?— 4t 
ас: +-4С, 41+ 34 


t 2 i ) 
у=С,--С.е?` 一 可 一 上 十 2 +9 2t+ ecos et 


68 
8.30. fx’(t)—ty’ (ft)—2y=0,tx’(t) +2x’(t) +tx=0. 
x = c ee +c = 
С ' cost 2 sint sint 2 cost 
ув +64 t æ )+cs( гв J. 
8.31. x” (t) +а?у=0, g” (t) —ау=0, 24520; 
方程 组 8.32 的 特殊 情况 ， 


x = (O, cos et + С. sin et) e“%t + 
+ (Съсоз æt +C, sin et)e™™ 
` y = (С, sin gt — C, cos at )e™ + 
+ (—Cysinat-- С, cosat)e % 
其 中 2 а? = 4а. 
8.32. х’(Ё) =ах + bg, g” (t) =сх + dg. 
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特征 方程 ( 同 第 一 部 分 13.1 节 相 比较 )， 
55 — (a + d)ys2 + ad —bc = 0, 
(А) ad—bc>0. | 
(а) (a—d)?+4bc0, 特征 方程 上 共有 四 个 不 同 的 
Hosp en 52. ВИАН FIDER: 


4 4 
s= Aest, y=} Bes, 


y=] 7al 
其 中 4,, В, 由 方程 
А„(а—5%у +B,b=0, Ч» +В,(4—5,) =0 
来 确定 。 
(b) (а—4)2 +4 2с=0, ad, ЖЖ: 


4b VIFT) Е, yy I = (2—4) tE, 


п — 


х}, :一 | 2 bt + 


xy = 2 ЫЕ, y, = [(d—ayt+2V2(a + d) 18, 
其 中 


__ a+ d 
Е=ехр( +: V 5 ). 


1 
(с) a= 4520,5 =0, z=O,R, y=(—C. 


с 


VT 


t+0,)E. 


1 b | _ 
(а) а 450, с=0; в= (стечь, y=O,E. 
(В) а4—Ве=0, a2+b2>0,. 所 论 方程 组 可 以 写 为 
下 列 形 式 : 
№" maz +by, у! =А(ах + by). 
(a)a + 245—0: 


x =C exp(zV a + 54) +C,exp(—ty a+ bÀ) + O,bt 十 CD， 
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у= С,Аехр(ѓу/а +b) + С,Дехр( уа + БХ) 一 Cat 一 Ca 
(b) 2+ 2—0: 
x =C bt СЫ +Cst+ O, ,, y=)x + 6O it + 2С,. 
8.33. x”(£) =<a,x +big +e), у" (Ё) =а.х+Ьу + e>. 
对 应 齐 次 方程 组 , 可 以 根据 8.32 来 求解 。 所 以 , 只 
要 找 出 非 齐 次 方程 组 的 任何 一 个 解 便 足够 了 。 
(А) а,6,—а,ь0, x=4, у=В 是 解 , Е A, В 
由 方程 
a; +Ь,В +с,=0, ad +b,B +c,=0 
ЖИН. | 
(В) 412, —а6,=0. 在 这 种 情况 下 , 所 论 方 程 组 可 
以 写 为 下 列 形式 ， 
x” =ах +by сі, у" =А(ах + by) 十 c2. 
如 果 r =а-+ 54520, 则 


b 1 
x =з; (Aci —c;) (Ac 十 bc,), 


y =Åx +200. —20) 2 


是 一 个 解 ， 

如 时 тсн 
x= 66—201) 4 irtad ‚ У=АХ Теме 
是 一 个 解 . 
8.34. x” (£) +x+y=—5, y(t)—4x—3y=—3; 
方程 组 8.33 的 特殊 情况 ， 
x =18—[tC; + (t —1)C]e*— [163+ (t+1)C ет“, 
y = —23 + (2 t+2C, + 2 :C,, ]e! + 
+[(22—2)С, +2 ]е“". 
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8.35. x” (t) =[3cos? (at + 6) — 1]|с?х 十 Feysin2(at +Ь), 
y” (t) = [3sin2(at - Ь)—1]с?у +Š e?xsin? (at +b), 


由 这 些 方程 得 到 (z=at +6) 

x cost + y” sin t=? С?(% соз T+ y sin ғ), 

Ж” sin z— y" cos ==? (у cosz— x sint), 
其 次 ， 如 果 假 设 

u(t) =x cost+ y Snr v(t) =x% Япт— Cos, 
则 有 
и” + 2 ат! — (2 с2 а?)и=0, 0" —2 au +(c—a)v=0., 
这 样 一 来 ， 给 定 的 方程 组 化 为 常 系数 微分 方程 组 ， 
8.36. x“ (£) +6х+7у=0, у” (2) 3х +20 = 22. 
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x =C e*t + С,е +7 Сусоз ЗЕ +7 С, sim 3t+ 


у= —C,et — C,e-š + 3 O, cos 3t + З C, sim xi — S. 
8.37. x” (Е) —au (t) +bx=0, 0") тах’) +by=0. 
当 研 究 摆 的 水 平 运 动 时 ， 如 采 同 时 娶 考 谨 地 球 的 转 
动 , 则 常常 遇 到 这 种 类 型 的 方程 组 . 
x =C; соз æt + С, sin at + Cy соз ft + С, sin 4, 
у= — C sin æt + C, cos at — C. sin At + C, соз ДЕ, 
当 42--45>0; 2а, 2 В=ажуа? +481], 
8.38. ax” 上 DiX + ex- Ay =B 
ау" + b;g” + су + Ах’=0. 
船舶 和 船舶 陀螺 仪 的 振动 方程 。 对 应 齐 次 方程 组 可 
以 根据 第 一 部 分 13.2 于 来 求解 , 非 齐 次 方程 组 的 解 可 接 
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下 列 形式 来 寻找 ， 
х=: Же уш Ве". 
E Hahnkamm, Гивеяйзеи’- Атом 5(1934),р 169—178. 
8.39. x” +а(х’— 95”) +Ь.х=се"", 
у” та(у’—х’) + b;g = се". 
摩擦 联结 的 振动 系统 的 微分 方程 。 为 了 解 这 些 方 
程 ,8.38 中 所 述 仍 然 适 用 . 
关于 解法 的 详细 研究 , 见 E Hahnkamm, Zeitschrift f. ang- 
е Math Mech. 18(1933),P.183—202. 
8.40. ах” + Бх" +cenx+ary’ + big + ciog= 0. 
ах” + Бох” + сих + а» у” + Ьу” + сэу 0, 
此 方程 组 可 用 第 一 部 分 8 13 中 的 一 般 方法 求解 . 
也 可 参阅 У. Quade, Ingenieur-Archiv 6(1935),р.15—34. 
8.41. х” —2х'—у' +у=0, у" —у”+2х'—х=#. 
x = 1—9 692 Ce (2 С +O) e, 
y=—2—3 Сует + (С? + С С) et. | 
8.42. x”(£) +g”(£) +g” (t)=sh2t, 2x”(t) +g”(t) =2 t. 


22 LC +- С + Ce 2 | 


2 3 
„= l e 2+1, 
4 6 16 8 
t Ë 1 2t+1 . - 
A ate Кд © 2 e 806, 


8.43. x” (£)—x’ (t) + g'(#) =0, x” (£) +y” (£) —х=0. 
ж =, et t Cae” 4 С,деЁ?, у= С — Се" — (ейі, | 


Жф20=1+0 5, 284=1-Vv 5, 


44—57. 多 于 两 个 微分 方程 的 方程 组 


8.44. х'(#) =2х, у’(Ё) =3х— 25, z’ (t) =2g +32, 
这 些 方程 可 以 一 个 接 一 个 地 逐次 求解 ， 
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x= 4 C, e y=3 Се? +5 Ce 
z= — 6 CO, e2t— 9 Ce? + Сзе?“. 
8.45. x’ (©) =4 x, y’ (t) =x—2 g,z' (£) =x—4 g +z, 
这 些 方程 可 以 一 个 接 一 个 地 逐次 求解 。 
х=18 C et у=3 Cet +3 C7, 
z=2 C, et L 4 O,e 2 .L Cze. 
8.46. x’(f)=y—z, у'(#) =х+у, 2 (Ф) =x+z, о 
х= С, + Сзе у= —C + (Сік Сз)е°, 
z= С, + (C,t — C, + Сз) е“. 
8.47. x (ғ) 一 了 十 z 一 0 у (Ё) х — у= z (t) —x—z=t. 
由 这 些 方程 得 到 》 27 = у — 2, 即 y 一 z 二 Cie'. 现在 
不 难 求解 第 一 个 方程 ,然后 去 解 其 余 两 个 方程 .于 是 得 到 
ж = Се +O, у= (Cit +C,)e' —t—1—C,, ==у—С\е^. 
8.48. ах'(Фу=Ьс(у—), Бу' (ё) =са(2— х), 
сх’ (Ё) =аб(х— у), 


b 

x =C + ГС! с0$ гї + 一 (C: 一 Cs) sin rt, 
ca . 

у= Со БРС, соз кї t-g (Cs—C1) sim rt, 


2-С, ++ Сз соз rt +°-(с|—с„) sinrt, 


其 中 
r2—a2 + 63-52, a2C +C +Cc2C = 0. 
由 这 些 方程 直接 得 到 
a2x +b2y 十 C22 一 0， 因 而 а2х + by {+ с?2=С, 
即 积分 曲线 * 二 *(2), у= yl, z= ОНИ. 
8.49. x (t) =су—В2, gt) 一 az 一 cx z’ (tU =bx—ag 
х =ас + ГС у созгё-- (СС, Сз) sin ГЕ, 
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y = bC + rC сов rt 十 (aC3s 一 cC) sin #t, 
z==cOç + rC созгё-+ (ЬС,—аС.) вїа гї, 
其 中 
72 = а®% + b+c, абс, -+ЬС,+-сС, =0, 
由 这 些 方程 直接 得 到 
ах’ Бу’ +cz'=0, 因而 ax 十 5y 十 cz 一 局 
即 积分 曲线 v=x (2), у=у(Е), 2 一 2() 是 平面 曲线 .其 
Коля’ уу’ + 22’ =0, И 22 +=? =0С*, НУ НН 
线 同时 还 位 于 球面 上 ， 
因而 ,其 解 为 圆 . 
8.50. x(t) =hg— gz, у’ (t) =fz=— kx, z” (t) = х ју, 
Д=/@), g= в (t), h=h(0). 
ВЭС] =? + У? + =2=02, 由 相应 于 C=1 的 解 ， 
乘 以 任意 常数 ,可 以 得 到 其 余 所 有 的 解 。 所 以 , 只 要 研究 
C=1É5 HOB Г. 如 果 当 C= 工 时 , 由 等 式 
21 
17 


х +1у==5(1—2), х—1у = 


в] A SH Bu ES 38 S (t), 10), 则 对 于 三 得 到 黎 卡 提 方 程 
‚_ 8] 2_ {ДЕ 8—1 | 
š =— hÈ + 5 


”和 对 于 1 的 同样 的 方程 ， 
8.51. x’ (ft)=x+y—2z,9 (t)=y+z—x,z’ (£) =z+x—g. 
Xe = ЕС, 3 costy 3 +(C,—C,) sin/ 3, 
уе‘ = С, +CV 3 cost Ү 3 + (C,—O)) sinty 3, 
ге = С, +С, у 3 cost У 3 +(O,—C,) sinty З, 
其 中 
С, +С, + Сз=0, 
8.52. x’ (£) = —3х +48 у —282,у'(#) = —4х + 40у —222, 
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z’ (t) = —6 x+57g—31 z. 
x ==83 CO, et + 4 Ce” + 20e, 
y=2020C et + Ces +2 Ce, 
2==3 C et 4 С,е? +3 Сез. 
8.53. х'(2) =6 x—72 g + 44 z, у’ (t) =4х—43 g + 26 z, 
z' (£) =6 x—63y + 38 z. 
| ж == 2 С,+3 Ce” L 4Суе-", 
y=2 С,+2 С,е2 十 Cse 一 ， 
zæ 9 С, +3 Ce” 4- Сзе*, 
8.54. х’(Е) =ах+уу + Вх, у’ (£) =Yyx + bu + az, 
=’ (t) = Bx + ag + cz. 
特征 方程 ， 
(s—a)(s—b)(s—c)—a?(s—a)— {°(5—Ь)— 
— 2 (5—с) — 2 a8y = 0, 


如 果 假 设 
Ву ау op 
a — +4 =b — = cem p, 
@ В y 
则 得 到 解 : 
С С C 
一 рї а ої 一 р? -mp IÈ — pt —p Ft 
区 一 人 1e 十 一 ‚ э == Се tge ‚ Zz=Ce tye ， 
其 中 
C C C 
一 工 十 一 2 3 一 0，C 一 p 十 Ву 十 ya +28. 


8.55, tx’(t)—2 x—t,ty (Р) =-х+Вучьё, 
tz’ (Р) = ху + tz + t. 
可 以 首先 解 这 些 方程 中 的 第 一 个 ,然后 解 第 二 个 ,最 
后 解 第 三 个 . 
х==&+ Сү, у=С +61, +=Сү-1-„С„-+„См, 
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8.56. atx’ (t) =bece(y— z) А оу! (Ё) =са(2—х), 


ctz’ (t) =аё(х— у). 
由 方程 组 8.48 的 解 , 如 果 将 其 中 的 上 换 为 То ||, ЖИ 


可 得 到 此 方程 组 的 解 。 

8.57. xi (t) = 二 ax +bx,cosct+bxsinct, 
x; (£) = — ax, + bxssinct — bxicosetf, 
хз (£) = — bx,cosct — bx.sinc# +ах., 

x, (Е) = — Bx sinct + bx;cosef —axs, 
由 这 些 方程 可 知 ,其 解 满足 方程 组 


жму ся 十 INIM1 一 0，%z 一 CX1 + mx,=0 

以 及 将 其 中 的 xi ж» 换 为 *s x4 后 的 同样 的 方程 组 ;这 里 
妈 一 全 十 冯 二 4。 这 珊 个 方程 组 中 的 每 一 个 ， 都 是 8.37 
AIHE. WMR с +4 т2>0, 则 只 须 在 方程 组 8.37 的 
解 中 选择 常数 值 ， 使 得 这 些 解 满 足 所 论 方程 组 .这 样 进 
行 , 则 得 到 

ху= Cicosat +C;jsmot 4- Сзсоз Bt Суза ВЕ, 

x= Сіпа? —C cosat + Сз яв 32 — С, cos ВЕ, 

Xs= уСүзїп ĝt + yC cos ВЕ-- 8С sin ct + ОС, cos at, 

x = — 7C, cos ВЕ + yC sin 8t —àÓO cos æt + ЗС, sin et, 


其 中 


a, #=-ус+ У (2a2+c)'+402,by=a+e,b0=a- B. 
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第 九 章 ” 非 线性 微分 方程 组 


1—17. 两 个 微分 方程 的 方程 组 


9.1. хачу), y(t) =y (x+y), 
由 这 两 个 方程 得 到 ух" + ху’ =0, НП ху=С. 于 是 ， 
此 方程 组 化 为 一 个 可 分 离 变 量 的 方程 
x’ +x? + C = 0. 
9.2. х'(#у= (ау +b)x, g'(#) = (cx + d)g. 
由 这 些 方程 得 到 


(а +=) = (+ <), H|] yte” =x e 


关于 同 某 些 生物 学 问题 有 联系 的 解 的 进一步 研究 , М У Vol- 

terra, Rendiconti Зет Mat Milano 3(1930),р 158 以 及 以 后 . 
9.3. х'(#) = [а(рх+9у) +а]х, 
у =1Ь(рх+9у) +819. 

由 此 得 到 
уа Oe be 

У Volterra, Rendiconti Зет Mat Milano 3(1930), р.158 

以 及 以 后 .关于 同 某 些 生物 学 有 联系 的 这 些 方程 的 进一步 研究 ,也 

可 参阅 A J Lotka, Journ Washington Acad. 22(1932),p.461— 

469:У А Kostitzin, Actualites setemtif 9661934). 
9.4. x (Е) =h(a—x)(ce—x—g), 
| g БЕ =#(Ь—у)(с—х—у), 
这 些 方程 得 到 


• 753 • 


ута а^, 
于 是 ,此 方程 组 可 以 化 为 一 个 关于 x* 或 > 的 方程 。 如 采 
在 区 域 Sra, 0<x<b, я + y<c 中 ,要 求 找 出 满足 初 
始 条 件 500) = x(0)=0 的 解 , 则 得 到 方程 
x’ =h(c—a—b)(a—x) +h(a— x)? + hba (а кув 
和 对 于 y 的 相应 的 方程 . 

H J Curnow, Journ London Май. Soe. 3(1928),р.88—92. 
关于 这 些 方程 同 某 些 化 学 问题 有 关 的 详细 研究 ， 见 J G vander 
Corput, Н J Backer, Proceedings Amsterdam 41(1938), р. 1058 
—1073. 

8.5. х’(Ё) =g2—cosx, y(t) = -узах. 
由 此 得 到 3 y cos y= уз +С, 
WE. Иконников, ЖТФ 4 (1937),p 433—437. 
9.6. х’(Е) = — ху +х ту, у’ (В© =х?у—-х--у. 
其 解 满足 方程 
x2+ уз — 2 n|xy—1|=C. 
9.7. xX (E) =x-+g—x(x?2 +y’), 
yg (t)=—x+y-y ту’). 
如 及 将 一 i {ЕН RERE г, ДВ] 9.8, 
9.8. x (ё) =—y + x(x? +yg?—1), 
g' (t) =х -+зу(х? 415—1), 
COS / sin / 


TB’ ” VITO | 
当 C=0 时 ， 这 是 => 平面 上 的 圆 ， 当 C<0 (г< 
一 去 m1C1 ) 时 ,得 到 处 于 对 应 于 C=0 的 圆 外 的 螺 线 ; 
当 C>0 kh, 则 得 到 这 样 一 些 螺 线 ,其 一 端 浙 近 地 接 近 于 
上 述 豆 ， 为 一 端 围绕 着 点 (0,0). 
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(х—1)г? 24 72>2^ hf, 
9.9. x' (t) = —gr°, TO x yg r i 
(3 Ус)" а^ <27 时 ， 
其 中 


r2—x2?2 + у? 


НН РААК x ñu lal (РА кк (0,02) 


| Мм 
Ж 0<0<1, № =4242 +1, ГДАУ —#h 类 型 的 
圆 的 整个 贺 


2 
x= I1 


Грейт (02—1)t—1], 


у = дуе (р2—1) сов (2—1), 


Ж р>>1, N =p2+ 1—2 рсоѕ (р? — 1), 


3_ “ 
x (r 1) sın +° 


8.10. (£) =—g + | 
0. 


- 1 
у(т? — 1) sin; y> 


пө | 
0, 
其 中 =? y2, 24 72561 时 , 取 第 一 行 , 34 r2—1 hF, Н 


二 行 . 
F| ЛЖ: 2 =r cos 3, y=r sin 3， 则 由 给 定 的 方程 
组 得 到 | 
odr 人 sin z= 当 "天 1 时 ， 
49 o Щит, ` 
在 积分 曲线 当中 , ЕЕВС Е Г =1 的 无 穷 多 个 圆 (对 


应 于 函数 sin 二 二 的 无 穷 多 个 零点 )。 在 两 个 彼此 相 邻 
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的 圆 之 间 ， 分 布 着 渐 近 地 接近 于 这 两 个 贺 中 每 一 个 的 旦 
线 . | 
9.11. 2-х’ (В =—tx+g, (Ë +1)g (t) =—x—tg, 
С, +O C,— Ci 
“итү УЕ. 
9.12. (x? +02 #2) x (Р) = —2х, 
(х? +67 — #?)у' (В = —2tg. 
Вы u) = 2 + у, 则 得 到 (ww 一 22)w + Atu=0, | 
п], (22+ y2 + 222—C (x2 + у2), 其 次 
Сох =Сзу (|С,| + |Сз|2>0). 
9.13. x ?+tx гау’ —х=0, ху’+Н’—у=0. 
Н y MESTO Ж а E 
[3 x”? +4 xt +t] =0. 
由 方程 = 0 得 到 解 
x=Cit +С, ay=(C;—C3) (t +C). 
使 第 一 个 因子 等 于 零 ， 导 出 方程 1.402, 并 且 得 到 解 


х = 一 本 2+ 261+126?, ау=С(1+4С)?. 


Я; = 


9.14. x=tx +] (хх, у”), g=tg'+g(x', y); 
58,42 ЖЕН. 
其 解 为 ， 直 线 
x=ta+ f(a, b), y=tb + е (а, b), 
其 中 а, b 任意 ;这 些 直线 的 包 络 ,以 及 由 这 两 种 类 型 的 曲 
线 之 线段 组 成 的 连续 可 微 曲 线 . 
9.15. x” (t) =ae22—e *-+ e 2*cos2g, 
sing 


# — „-2Ме* __ 
g (£) =e sın gy cosy cossy ° 


М, С Störmer, Zeitschrift f. Astrophysik 1(1930), p 237— 


274; С Schulz, Zeitsohrift f. angew Math Mech 141934), 

p 233. 
9.16. х” (ғ) = 经 ， у” у=, РА + yi, 

ху 平面 上 的 质点 在 某 种 引力 作用 下 的 运动 方程 . 
此 方程 组 可 像 方 程 组 9.26 那样 求解 , 或 按 下 述 方 式 求 
解 ， 按 照 公 式 

х =T cos p, у= r sin ф, r=r (t), gp =m (t) 

化 为 极 坐 标 ,得 到 


4 
r2g' =C, r” 2р2 = -27 +С», 


其 次 ,如 果 CI 关 0， 妈 如 果 运 动 不 涪 着 通过 坐标 原点 的 相 
线 进 行 ， 旭 
| ` r | Д. 


因而 ， 
r[Ccos (ф— фо) —#]=63, С?=С.С+ 2, 
这 是 某 一 条 二 次 曲线 的 方程 . 


9.17. x” H= -EWO „, y”(t)= g. 


-Sw о) y Е 
v= g’? 十 у!2, 
飞行 的 炮弹 的 坐标 *，y>’ 的 微分 方程 ; 这 里 , s 是 重 
力 加 速度 ,C (у)/ (ө) АНУ РАВ У 处 空气 密度 的 阳 力 
规律 . 
Я 9 ЭНН) 线 同 Ох НН, 即 如 果 


x’ = cos Ф y” = sin 9, 
则 给 定 的 微分 方程 也 可 以 写 为 下 列 形式 ， 
Lw cos +) = —C (y) f(v) cos 2, 
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(о) = С(у) о) sin 9 в. 
由 这 些 方 程 得 到 
y’ (9) =— аз (1) 
L (vos 9) = LO уф) 当 р==0(9) (2) 


其 中 第 二 个 方程 称 为 外 弹道 学 基本 方程 . 


如 果 可 以 足够 精确 地 认为 CC2) 与 2》 无关， 则 方程 
(2) 可 以 独立 求解 . 经 过 变换 


u (2) = ev т = (2+2) (3) 
将 方程 (2) 化 为 下 列 形式 ，: 
и" (т) =th r+ Efe) (2а) 


在 这 种 形式 下 ， 对 于 任何 阻力 规律 /(v)， 给 定 的 方程 可 
以 用 作 图 法 足够 精确 地 求解 . 特别 是 , 当 
f(v) =av" +b | 
ВЕ, УРЕ (2 ХТ (9) ВИН 2412 Е s 如果 
Г) =а зо +, 
那么 经 过 变换 u (9) = о о, 方程 (2) 则 化 为 线性 方程 。 于 
是 ,在 这 两 种 情况 下 ,方程 (2) 可 以 用 积分 法 求解 . | 
如 果 不 能 将 C(y) 取 作为 常数 , 那么 ,利用 变换 (3), 

jË H.R y С») = z (z). 则 由 方程 (1) 得 到 


z! (т) = е" т, (1а) 


[ 某 些 细节 和 进一步 的 参考 文献 ， 可 以 在 下 列 著作 中 找到 ， 
Sansone, Ж X 1,8 1。 一 一 俄 译 本 编者 著 。 1 


18—29. 多 于 两 个 微分 方程 的 方程 组 


9.18. х'(Ф)=у—>, y(t)=x:+y, z (t) =x2?2 +z, 
由 这 些 方 程 得 到 * — у +z'=0, ху +s =C. 
利用 这 个 等 式 , 可 以 求 得 
x =C +С.е', 3 一 一 C1 十 (2CIC2 十 C3)e + Се?, 
2= ух +С, 
9.19. ах’ (Е) = (Бс) у=, by’ (Ё) = (са) zx, 
сг (#) = (а Б) ху. 
由 这 些 方 程 不 难得 到 ， 
ах? + Ьу? - с22=С о?х? + b2y2 + c2z2 = 00, 
由 这 些 方程 解 出 > 和 = ， 并 且 将 所 得 到 的 表达 式 代 入 原 
来 的 第 一 个 方程 中 去 , 则 得 到 一 个 一 阶 方程 ,此 方程 可 用 
否则 ,假设 
bcu=(a—b)(a—c)x2 асо= (Ь—а)(ь—с) уі 
abw= (c—ay(c—b)z2 —ЗЕ=и-ь-иш, 
这 时 则 有 
С+и=е, С-+ъ=е, w= e, 
ЖН. e+e+es 一 0 而 此 方程 组 化 为 方程 
> 2=4(С—е1) (Š —e) (5 — ез), 


хан НАК. 
9.20. x(t) =x(y —z), y (E) =gU(z—x),z' (0) =2(х— у). 
曲面 


#+у+®=С,, xyz=C, 
的 交 线 古 积分 曲线 , 
3.21. x (tf) +g'(#) =xg, у (£) + z' (#) =yz, 
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x! (t) + z' (Ë) = xz. 
М G Н Halphen, Traité des fonctions elliptiques et de 


leurs applications, Paris, 1886—1891,T.I, р 330, 


9.22. x (D = у, g' (t)=2 xg —3 z, 
z” (1) =3хг—-Су?. 
И, 9.21 中 指出 的 参考 文献 ,Pp. 331. 
9.23. x (t) =х(у? — 22), g'(t) =g(z2—x°) , 
2' (Ё) =z(x2—g2). 
曲面 
х? + у? + 22==С,, х у2 = 0, 
的 交 线 是 积分 曲线 . 
9.24. x'(#) =x (у —2?), 
z (g) =z(x?2+Jg?). 
曲面 


у' (#) = —g +z’), 


X2 十 JJ2 二 22 一 CI уз=хС. 


的 交 线 古 积 分 曲线 . 
9.25. x (四 一 一 x +xty, у (0) =хму-хЬ-фу, 
z (t) =g2—x2 


曲面 
х? + y2-+- In 22=С, z(*y—1)=C, 
的 交 线 是 积分 曲线 . 
oF дЕ 


9.26. = Ё, yD = 5622" = 


Дф РРО) УА yi += [у 函数; 质点 


在 中 心力 作用 下 的 运动 微分 方程 。 
这 些 方程 可 以 写 为 向 量 形式 如 下 ， 


r= grad f = 20) Oa 
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(к НН АЖ x, у, 2 的 向 量 )。 不 难得 到 ， 
2 二 2( 了 十 C1) EEFE), 
[x x 二 c (面积 定律 )， 
| (x, c) =0 〈 每 一 条 轨 线 都 是 平面 曲线 ) 。 
PE y PATATE ВЯ 利用 等 式 


7а C, ф= (а, 


Сз= ||, R2=p2r2(F +O) --С2, 
将 7 和 2( 通 过门 定义 为 上 的 国 数 。 这 时 ,所 论 方程 组 具 
有 解 
r =r” (0 cos 0 十 psin o), 
并 且 应 当 满 足 等 式 а? = 021, (а, b) =0. 
3.27. (x—y)(x—z)x’ =f(t), (y—x)(y—z)y’ =/(t), 
(z—x)(z—y)z’ =f(t), 
其 解 可 由 方程 
人 十》 十 2 二 人 Oj， 


xy + уз += =С. 4XY2 一 全 rÍ raya: 


得 到 . 
9.28. x (f)sin х= x,sin x, + x;cos хз, ү 
x,(f) = xcosx; —х;5ірх,, 

x (Е) + xi (ё) соѕх, =a, 

х, (t) — (1—Л)ах. = —msinxəcosx,, 

x; (t) 二 (] 一 入 )ax =msinx,sinx,, 

Foi TEPER DUE h i A SAEI 在 陀螺 仪 理 
论 中 ,用 符号 У, 9, p, ob os ЖКХ, --., Xs; F mF] 
也 利用 这 些 更 改过 的 符号 ， 由 所 论 方程 组 的 最 后 两 个 记 
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程 得 到 


о? + 002 — 2m cos 9 = С, (1) 
借助 于 前 两 个 方程 ,由 此 得 到 
Wi' 2sin22 + 9/2 — 2 тсоѕ 9 = С, (1а) 
上 用 类 似 的 方法 ,可 以 得 到 
(co, sin @ + 02 cos p) sin 2 + аА cos а=, (2) 
或 者 
Wsin?’ + al cos 9=0С., (2а) 


由 (1 a) 和 (2a) 得 到 

‚ 9/25 11249 = — 2m соѕ39-- (С, + a2)2cos2.9.) + 

+ 2(m + aÀ¿C,) cos $+ C, — C$, 
假设 u(t) == соз 9, 由 此 得 到 
и’ — —2m(u—u,) (u — uz) (и— из) 

其 中 м, ш), us 是 实数 ， 

因此 , 原 方程 组 可 以 化 为 方程 1.71, 此 方程 可 用 椭 
дЕ 
дх, 

Жн Р=Е (к), r2= xt + : H, 

ПЯ Э (ЕТЕ r= (z), 5, а), ИИ B НО ЖЕ ТА] 
9.26 中 完全 一 样 , 但 面积 定律 除外 , 这 里 面积 定律 具有 
下 列 形 式 .， 


9.29. х;(#) 一 (2 一 1 2,» п), 


к, NXy= С, 
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所 Ж 


二 阶 线性 齐 次 方程 的 解法 - 


上 & ЕЖЛ, м 


我 们 考虑 二 阶 线性 齐 次 微分 方程 
. y" +Gy! + Hy=0, (1) 
J: rh ЖЖ С=С (ө) HSHM ERARA РЕЖ, 3: B. A Ia s 
于 零 。 经 过 变换 
u= | exp(— | 909) ак ах. (и) == y(x). (2) 


方程 (1) 化 为 下 列 形式 ， 
də 


ди? 
其 中 Нян’ 应当 借助 于 (2) 表 示 为 & AR. 
如 果 u= 画 (zx) 是 方程 (3) 的 解 , 则 可 得 到 方程 (1 的 封闭 形 式 的 解 


у= |ехр(— оа Jaz), (4) 


(ETH )? + Hv=0, (3) 


因为 方程 
Е(и) а -TP „ыд, (5) 
属于 (3) 的 类 型 ,而 具有 已 知 的 通 解 
„= Е(и)| O, +O, | PE » (6) 


” 俄 译本 第 三 版 附录 中 的 六 篇 文章 这 里 均 予 收入 .一 一 译 者 注 ， 
1) J Zbornik. Zeitschrift für Angewandte Mathematik und Physik 
701956), р, 64—44. 
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所以 ,方程 


вО) э" у | y= (7) 
是 方程 (1) 可 用 上 述 方法 求解 的 那些 方程 的 最 -- 般 的 形式 ， 其 中 РО) 
是 任意 函数 ,而 了 (*) 是 满足 条 件 A0 的 任意 函数 。 也 就 是 说 ， 经 过 变 
换 и= f(x),v(u)= убх), 方程 (7) 则 化 为 (5), 所 以 方程 (77 的 通 解 是 ， 


y= оо, | а |, (8) 


现在 来 分 析 方 程 (1) 可 按 上 述 方法 用 积分 法 积分 的 某 些 类 型 。 对 
于 这 些 方程 ,我 们 将 指出 变换 (27 和 通 解 
1 .下列 方程 可 以 化 为 方程 
a° 


其 中 9 为 常数 ,其 通 解 为 
v=0,expliuv q) +С,ехр (іну q) = 


=e,sin(%V q) + с, cos (uy q). 
аыл у’ (дуру =0: F=f). 77960 


(第 三 部 分 2.79). 
w=f; у= Ое + Ог". 


# f z ра оза ра, (у. | 
(1.2) у 0 не У Е Ру=0: 7(к)550, в(*)570. 
н 一 | feds y=C,eb + Оет?“ 
(1.3) у”—су' — Бе у= 0 (第 二 部 分 2.33, 2.34). 


сх 


— У= Cet Оцет? 


и 一 


и Ру, СУ 
е F) RIE 


f =f (х) 56а. f'£0 (第 三 部 分 2.81), 
u=ln[ f + V f +a]: 
y=0,( f HV F F) ноу Ра) 
(1.5) (w! -2 s + B)y” + (x+ А) у — т’у=0 
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u=ln(x+ A+ VV х*++2А#+В ); 
у= 0, («НАМ x? 十 2 Ax 十 B)" 十 Os (x+ A+ Уу ww 十 24x 十 B y”. 
ЭЦ m= 


满足 关系 式 
yr" а Оут а, (бб)... 
+а„(О,С„)”у=2 F Hyt А) 


1 т=з * +a = š m [1 
2+1” п =0,1,2,3, їп Сз С. (А В) 时, у(х) 


对 于 其 系数 ,存在 递 推 公式 
аё = — Ста — еб 一 aC azam ... — аһ Ор 
во = 0. 


(1.6) (27x? 十 4)y +27 ху —3 y=0 (52 2.290). 
(1.5) 的 特殊 情况 ， 

(1.7) 50 х(я—1)у" +2502 к—1)у —2у =0 (第 三 部 分 2.292). 
(1.5) 的 特殊 情况 ， 

(1.8) (м +тТ)у’- ху +2 y=0 (第 三 部 分 2.222), 
(1.5》 的 特殊 情况 . 

(1.9) (xw%2—w)°y”-F (2 #—1)(x*—x)y'— ny = 0, 


о) +e) 


x 
w=1n 


sneng 


(1.10) УИ — in, tnydn w=0 (第 三 部 分 2.74). 


u= | анка, y = 0 sinnu + C, соз пы. 
(1.11) уу +e /y=0, f = f(x) 


u= | “as. 4 一 Csinpz - ©, cos Би. 


(1.12) y” — mctgxy +bsin? "gy == 0. 
(1.11) 23 f =m In sin 时 的 特殊 情况 。 


= 


м = | sin”gdg: у= О, sinbu + С, соѕһи 


(1.13) у’ —ctgsy' 十 sin2wy 一 0 (= 2.69). 
(1.12) 34 m=b=1 时 的 特殊 情况 ， 
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у = Сүвїп cosg - С; cos соз. 
(1.14) у’ mtgxy! +b? со5 "ху = 0, 
(1.11) 34 f =m ln coss 时 的 特殊 情况 。 


и = J сохтан у = О,зїпзЬн + O cos bu. 


(1.15) y” +tgxy'— cosšxy=0 (第 三 部 分 2.67), 
(1.14) 24 m=1, НОЖИ. 
у= Сие -+ Ое" 
(1.16) ysin 2 к — 2 my +2 btg? wsin2w7y = 0. 
(1.11) 33 / =m 15 tgx 时 的 特殊 情况 。 
„= | "ак: y=0,sinbu + С, созБи 
(1.17) sin 2 ку” — у! +2 bsin’xy=0, 


(1.16) ži m ЯНВ И, 


и = J tgnan: у = Osinbw + О, cos bu- 
(1.18) xingy” — пу —аёхіп? 11; y = 0, 
(1.11) 24 =In(In"y), b=¿za 时 的 特殊 情况 . 
u= lnrwxdx =X) (— 1)" Чай: 
` KR Ë! 
y=O,e% + Озе" 


(1.19) xInxy”— у’ — м1 п3ку=0 (第 二 部 分 2.412)，, 
(1.18) 24 а=п=1 时 的 特殊 情况 。 


x x 
s=0( 5) +e) - 
(1.20)x%”7 十 2 way 十 cy 一 0 (第 三 部 分 2.350), 
l_ л а 
u= =- у= (131п— 十 Ca соз ту 


(1.21) y”—nthxy' 一 Cecth2 wy = 0, 
(1.11) 24 /=nlncthx 时 的 特殊 情况 ， 


и = cth”ydx; у = Се“ Се "® 
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(1.22) y”— 2 ctg 2 xy! —sin2 2 sy = 0, 
win у = Оехр(зіп?х) + О,ехр ( — $1122 ) 


(1.23) (一 1)y ”十 xy —ау=0 (ЖЕ 2.235). 
(1.5) у 4=0, В=—1, m= V 4 时 的 特殊 情况 . 


у= (ии x —1) Y“ Lo, V ЛУ . 


2а 
(1.24) тту” + [Cn + Пя” пая" му. — ntate" y=0. 


一 一 exp( 扩 y=Crexp( т) t Cex _ и). 


(1.25) у”—(а-+2ек)у' —b%exp(2 ax +2 cx )y=0, 
и=ехр(ая ся”) у= Сце?" А O e 


# | и \ 
(1.26) ›”—(Ф+за)у— (фея 一 4 jy = 0: 


=} (к). F0 《第 三 部 分 2.80), 
经 过 变换 y= 二 e*z, 则 化 为 方程 (1.1) ,其 中 》 换 为 z。 
y =e” (Cil + Ое"). 


(1.27) (а? c ) y + 


+| е (E+E) Б? а?а? L с b=0: 
F=f), gagan. 
经 过 变换 y= 二 e*z, 则 化 为 方程 (1.2) ,其 中 > 换 为 z, 


y=e”| Сер ( b | dx )+Oserp (5 Р? )!. 
(1.28) xy” — ( +20 му + 


+(— b*( че +0 +e )y=0. 
经 过 变换 y = x°z, 则 化 为 方程 人 (1.1)， 其 中 7 RA 2, 
y =x Ое Ое]. 


и 


(1.29) eg 一 | к (® +2а )+2 C j+ 
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+x (анаи UDDEL EZEREN tact |y=o; 


f =f (s). f'>=0, 
经 过 变换 у= enr, 则 化 为 方程 (1.1) ,其 中 > 换 为 z。 
у= ме" Ое! + Oe f 1, 
2°. 下列 方 程 可 以 化 为 方程 


э, 
ии 1 =0 


du? 
Hh n 为 实数 ,其 通 解 为 


Ciu” Си!" 当 р = 时 ， 
= 
Vulto п. Bf. 


(2.1) y” — 7 у —п(п—1) (2) у= 0; F=f), f'>0, 


Ор", "ц и 时 ， 


ИТО, Ола) 当 n= в, 


(2.2) у’ 十 tx — п(и- Пс ху 一 0。 
(2.1)23 / =sinx ШАРЕ 24. 


Csing -H Osing = п №, 
-| 
у sin %f( CI 十 Cinsinw) 当 n=} В. 


(2.3) 31172 xy” — 4 ѕіп?дѕіп 2 xy! — 4 n(n—1)}y=0, 
(2.1) ау = ів 时 的 特殊 情况 。 


[ С," + Otg "x 24 пе 时 ， 
y = 


| V tgx (O, + Oslntgz) щ „=> ВУ. 


(2.4) ху” — (2 ж +1)y' —4 n(m— l)x53y = 0. 
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| Спе" p бет эщ nyt в, 
и= e, ‚| д? 1 
е? (О. 0%?) 当 n= 时 ， 
и 
(2.5) ў” — Руза) | 900—1) ч. — а? — д F |у=о, 


经 过 变换 у= е2, 则 化 为 方程 (2.1), 其 中 了 换 为 z 


`, 


人 当 п 时 ， 
eÈ, +O nf) є пе М, 


(2.6) у" ( x 5 +2 e Jey’ + 


t| —n(n—1) Ч 多 +еЖек+е(о+1) |у=о 


”经 过 变换 ?=%“z, 则 化 为 方程 (2.1) ,其 中 少 换 为 z 
(e° 当 n Bbk, 
у = 
СО Ла р) 当 n= N. 


у 


(2.7) ху” — Е (= +29 )+2e yt 


+ x° (а? нат (ип 人 二 +я(2ас+с2 +e(e+1) |у=о 
经 过 变换 у= де" “t, ШИЕ (2.1), ЖФ у RA 2, 
{ 当 n2 时 ， 
у = 
кеу (О +010 f) Ш n= W. 
(2.8) мну тт те—=0. 


(2.1) 33/ =lnx RER ЕЕ. 
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Лии 34 "=> 时 ， 
тоя (О: + Стаи) 4 n= 时 


(2.9) у” — (1 +ех) у – п(п- 1)e2% =0. 
(2.1) М f =ехр(е) т ЖИ А. 


人 "n М, 
у 一 


1 1 
exp( >e“ )(о, 02е) 当 => №, 


(2,10) y” —(cosy—tgy)y —~n(n—=1)coŻgzy=Q. 
(2.1) 当 = 二 exp(sinx) 时 的 特殊 情况 。 


$1 


тт зи лэ©-- FT, 
n 
exp( у” (С, Osiny) 当 = 时 . 


(2.11) у’ (Arte ва Da)y=0 в =&(®). в'5&0, 
(2.1) 4 у=ехря 时 的 特殊 情况 ， 


人 当 пэ©-- kF, 
y= 


1 
ехр(-5- ) (С: Сьв) 当 n= 时 。 


(2.12) costyy” -十 cos2y(2 tggco?y —1)у'—п(п-Т)у=0,. 
(2.1) 33 f 一 exp(tgxs) 时 的 特殊 情 襄 。 


人 34 пе 时 ， 


tey 1 
2 )(С‹+ O;tex) 当 и= it. 


exp( 


3°. 下列 方 程 可 以 化 为 方程 
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s -Hu 2 = 0, 


其 中 心 为 常数 (第 三 部 分 2.162(10))， 其 通 解 为 


v=V uZ a (Fe) JEP Z DEER. 


” 


(3.1) — НЫ /')#7#7?у=0з; f= f(x), FAO. 


“= f; y 一 Y FZ (2. r). 


(3.2) у” — у! + Бе y= 0, 
(3.1) 23 f =e, r= —1 时 的 特殊 情况 . 
у=е O.sin (be *) + O, cos (be >>) 1, 
(8.3) x”--y'-b'e2xy=0, | 
(3.1) 5 f =e*, r= —1 时 的 特殊 情况 . 
у=е [Osin(be”) + O, cos (be*) ]. 
(3.4) у” — ay! + a2be2r9% = 0), 
(3.1) 23 f =е 时 的 特殊 情况 。 


рено (в) 


IAT 
(3.5) y” +tgsy' + bcostgsin? у= (0), 
(3.1) >f =sins 时 的 特殊 情况 。 
. + b., 
у = $112 х2. (Z sin ý ). 
(3.6) у” —th xy! -Hp cth2w shyy 0), 
(3.1) 7 =shx 时 的 特殊 情况 ， 
y=sh? xZ 1 (2 3. 
> “7 й 
(3.7) му” — (1-52 y +4 у, 
(3.1) 2 f =e“ 时 的 特殊 情况 。 


= ЕА b их? \ 


r 


(3.8) жу” t xy! t bln ay = 0. 


(3.1) 当 f=1lnx 时 的 特殊 情况 . 
у=1п® „Z (> lnrx )。 


(38.9) y” 一 (到 +2а y+ Kx у)? + а? paf f y= 0. 
经 过 变换 y=e”z, MEADE., Ж y 00) 2, 


=" 203-7). 
(3.10) ку" (xf +2 с ) у + 
+l PP ори уо, 
经 过 变换 у= sz, ШИС ВЕ (3.1), Ку 2, 
у= кү f Z (=). 


aD srol рования 
+ (аз аб) у) «(2 асс 7) ебе +1 = 0. 
经 过 变换 у = хес, 则 化 为 方程 (3.1) ,其 中 y в» 2. 
уе“ f Z: ( 2g ). 
4°. 下 列 方程 可 以 化 为 方程 


z 《e2 一 T) 一 4 e"v=0, 
H 
其 通 解 为 
"DIO OMG Te tO 
(4.1) yy сү *y=0. 


у 
“= fy y= DGA OIR], 
(4.2) (927 —1)у" + a)y — 4 п "Пу = 0, 
(4.1) 34 f=nlns 时 的 特殊 情况 ， 
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y=(a2”—1)[O I t O,ln(1—x 7) 二 Cs。 
(4.3) «(х — Пу (*— Пу —4 ху =0. 
(4.2) Ш п=1 时 的 特殊 情况 . 
у = (#*—1)[С,+О1п(1—х*%)}-+ С». 
(4.4) с05?ху” —ctgyy —4у=0. 
(4.1》 当 f= 一 lncosx 了 时 的 特殊 情 沈 。 
y=tgx(0 + 2 Coln sin x) + С... 
(4.5) (1—e%)?y”—2(1—ze”)y — 4 ey =0. ` 


(4.1) “f= 一 二 In(1 一 ez 时 的 特殊 情况 。 


2 x 
1 — e” 
(4.6) «(ж»—1)?у” Lx(z—1l1)y'—y=0(%— Лу 2.326), (4.5), 

经 过 变换 ë= e. 然后 如 果 新 的 自 变 量 仍 由 * 来 表示 , 则 得 到 此 方程 。 


у =ехр (С. +2 Ox) -HC 


x 
多 1 


ГО, + Снж] —Cy , 


v= 


(4.7) y” — =. 
(4.1) 25 7 =1nchx 时 的 特殊 情况 ， 
y=sh*y (O, +2 C:thy) tO,, 
5”。 下 列 方程 可 以 化 为 方程 


sintn—2 =0, 
其 通 解 为 
р==сїг (6, — Qu) +6, 
或 者 化 为 方程 
TE costu—2 в=0, 
其 通 解 为 


e= tex (O, + Он) +O 


„ J" ‚_ fr ` 
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и = fs у= сш (O, — Oy f ) + Cy, 


(5.2) y -fy -a (E) у=0. 


и= ўз y=tgf (O, + Of ) + Cze 
(5.3) у” thx —2 y=0( риу 2.64). 


(5.1) 34 f =arosin( -i ) 时 的 特殊 情况 。 


y 一 shx( О — Съатсэ (т) ) +O. 
(5.4) (а — м?) у" — (a° —x2)y' 2 ay = 0, 
(5.2) 当 太 =arcsin 志 时 的 特殊 情况 . 


у= —* (O. +Carcsin-)+O,, 
7 二 — g? 


(5.5) (1—к?)%у”—«(1—%)у —2 y=0, 
(5.4) 当 “= 工时 的 特殊 情况 。 


у = — (С.С, агсвіпя) +, ` 


У 
(5.6) (1—e 2) у” 4-37 —2 y=0. 
(5.3) 当 j 太 =arctg(ex 一 1) 二 时 的 特殊 情况 。 
y=V eX—1(O,+ Oarctgy ё  )- 0, 
(5.7) (2— 1)” + 2 xy' —2 y=0. 
(5.2) 24 f =arctgs HJ Fp PET Oú, 
=y% (С, -HTC,;arctgx) НС. 
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对 Е. К ВР” 


D. ЖЕЖ 


这 里 发 表 的 一 组 简 记 , 共 且 的 是 填补 三 卡 姆 克 《微分 方程 手册 > 中 
的 某 些 空白 ,补充 和 推广 局 中 包含 的 结果 , 修正 某 些 参 考 文献 ,等 等 . 此 
外 ,我 们 还 指出 几 种 方 共 ,利用 这 些 方法 可 以 对 能 用 积分 法 或 特殊 蚊 数 
( 贝 塞 耳 函 数 , 勒 让 德 函 数 等 ) 来 积分 的 人 微分 方程 ,进行 某 种 分 类 . 


1. 


1°. 考虑 一 阶 微 分 方程 
«Гах?у? + F(xy) Jdy- уГък?у g(xy) ]ах = 0. (1) 
其 中 а, b, р.а ЭЖ; Gu). aO RARER A ulu = xy) 的 连续 的 数 . 
对 此 方程 寻找 下 列 形式 的 积分 因子 ， 
W = (ку) (у). 
ЖФ К (и) Ш G (е) 分 别 是 变 元 ику z= ку В š. 如 果 积 分 因 
子 W 存在 , 则 由 (1) 得 到 关系 式 


xy[(a—b)x<x”y?° +f ~g] иус а-я” у" + 2 а + 


1) D. $ Mitrimov:tch. 

I. Jahresbericht der Deutschen Mathematiker Vereinigung 58 (1956). 
р. 58—60. 

П. Bulletin ав la Socrété des та?ћетаїісіепѕ et physiciens de la В. 
P. de serprefBecHHEK друштва математичара и физичара народне респ- 
ублике Срби!е) 7 (1955),р.161—164. 

Ш. Bollettino della Unione Matematica Italiana (3), 11(1956), р 
168—171, 

№. Glasnik matematičko—fizički i astronomskt (2),11(1956),p.7—10. 

У. Uniugrsitet u Beogradu. Publikacije elektrotehničkog fakulteta 
serija matematika i fizika 11(1957),p- 1—10. 

NI. 同上 ，27 (1959), р. 1—4. 
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+La(p+1)—b(g+ 1) мун ву) =0, (2) 
其 中 


dF а 
F = ди? “=. 


йн Ж, 例如 ,这样 一 些 条 件 ， 


a= Ë ==. (a) 


成 立 , 则 在 (2) 中 变量 分 离 。 于 是 ， 


FO а ауы) био) абу 
СРС) С) ВНА ЧЕНЕ, BIBER TINEO URAR GOMO Я 
定 出 积分 因子 ， 

nt Sa, 


Ан y ° _ ү (f (xy)dln(sxy) 
W = f(xy)— g(xy) ol D) pe 


特别 是 ,方程 
x[#”y”tl + (ку) Јау + yxy Ску) —1Лах = 0 
属于 类 型 (1), 且 有 积分 因子 


W 一 yiexp Грани 


方程 (1), 当 a=b=0 时 ,可 直接 用 积分 法 积分 

因此 ,方程 (1), 当 4a=6& 时 ,可 用 积分 法 积分 。 

关于 方程 (1) 当 f(xy) = 常数 和 & (ху) = 二 常数 而 a 不 一 定 等 于 5 时 
的 特殊 情况 , 见 第 三 部 分 1.329。 

2° .如果 参 数 ay, br Cr dp ps qa Г, 8, A, 满足 某 些 条 件 США), 
则 同样 的 方法 可 以 成 功 地 应 用 于 下 列 各 种 类 型 的 方程 ， 

хГак?у +f (®' у") dyt y Law yt gly") Jax=0 
对 此 方程 可 求 下 列 形式 的 积分 因子 ， 
W = F(xy)G(%’y’); 
«Гауя у” -Е f (wy) dy Бугазх?у" + ba yt (му) Лак = 0 
对 此 方程 可 求 下 列 形式 的 积分 因子 ， 
W= F(xy)G (му) H (xyz 


W=" F (ay) 
则 更 好 3 
slais” Ноу + oray + d, у + y[a,x” + Бел y+ слу? - d, Ах =0 
对 此 方程 可 求 下 列 形式 的 积分 因子 ， | I 
2 Y. 
W= F(s'y)@ (xy) Н(2-). 


3 .微分 方程 
я Е (жгут) Су") Jdy+y[Ë f (ку) el у") Зах =0, (5) 
其 中 р8— 97520, АХ ЗЕ Йй wx?y? = м. ху" == o, ШЕ ВЯ: 
и p(F(a)-+G(u))—q(Jf Си) tgw) de + 
+ [8С Си)  =(в))— (РО) +G(e))Jdae = 0. (6) 
应 用 方程 65) 和 (6) 之 间 的 上 述 联 系 , 有 有 时 可 以 对 于 方 径 05) 的 解 做 
出 一 些 有 意义 的 结论 。 


考虑 方程 

fP ya y r 
PHE f +в 
其 中 e Ay DATE IRANTA TORE HOL E 
数 ) 之 后 , 则 化 为 下 列 形式 ， 


(ау®+1)-#5 


y=0, (1) 


ау 
ах? + 


do _ 
IP + 57——- р 160 =0, (2) 


其 中 = 和 2.298 相同 ,利用 
方程 (2) 可 用 积分 法 积分 的 一 些 已 知情 况 ( 见 第 三 部 分 2.297,2.298, 
22992 B00 MERRTE OM ETE, 例如 ,方程 


Y ( А} Nay Ву? (3) 


ATT f ак АО» 
其 中 4, B 为 常数 ,具有 下 列 函 数 作 为 特 解 ， 
у: (#) = (Af + АТ) 


3. 
А 


Z, 
A 


уз(®)=(А/-+ у А РІ) ^. 
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方程 (3) 同 第 三 部 分 方程 2.81 一 样 。 第 三 部 分 的 方程 2,290, 可 以 
类 仆 地 求解 。 


Ш. 


1°. BENRAAD E 
KyO Y- Ayy" Вя” =0, (1) 


JE rh х0. y>0, =>, i а, 8,5, h ur А, В 均 为 实 常数 ， 并 


В. 
А Во; 41+ [212203181 + A >; jy] tl #20. (2) 
(不 满足 条 件 (2) 的 那些 情况 很 简单 , КПА РР.) 
经 过 变量 变换 
Y 一 et， yls)=e"fn(È), (3) 
其 叫 & 为 一 个 实数 ,此 数 我 们 以 后 确定 , 则 化 为 方程 
Ne(RNn+ n) exp CRE +y) а-у») 


+ Аз Cènt n "expl (О -+и)-—(и+*))Е]-4-В=0. (4) 
如 果 选 取 使 得 
А084 у) Бау == 0, 
(А-а) A» 0, | (5) 
则 最 后 得 到 方程 
(винт t An lnt n)" В=0, (6) 


其 中 不 显 含 变 量 5。 关 于 此 方程 的 解法 , 见 3 . 
分 析 方 程 组 (5), 可 以 得 到 下 述 结论 ， 


如 果 
6 十 0，《〈6 十 7](4 十 四 十 (4 二 4)(e 一 2 一 2) =0, (7) 
则 | 
hl (8) 
如 果 
8+у=0,«—у—>=(0, M А4670, (9) 
| 
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и . (10) 
如 果 B8 十 y= 二 0.& 一 7 一 ?二 0,4 十 4 二 0 以 及 4 十 + 二 0, 则 任意 .在 
这 种 情况 下 ,方程 (1) 具 有 下 列 形式 ， 


СЭ! +4(2-) + Bx’ =0, | (11) 


”2"。 如 何 用 积分 闪 解 方程 
(у) Hasy у + Ьу” == 0 (12) 
(а, b. т, п 均 为 常数 ,并 且 туеп), ВИНО, 此 方程 也 可 以 写 为 下 列 
形式 ， | 
у "(у)" Бу (у) ая =0. (13) 
因此 ,(12) 显 然 是 方程 (1) 当 
0058—10 ;уњ 13010 1:21 


时 的 特殊 情况 。 因 为 对 于 方程 (13), 一 切 条 件 (7) 均 成 立 ， 所 以 可 以 取 


m 


A= 
тт ° 


ЗИ ЖЕ m = т, W|(12) 可 以 直接 积分 。 
3. 为 了 积分 方程 (6), 可 以 采用 下 述 方法 . 


如 果 假 设 
kyt n =. (14) 
Кожи, т :是 新 变量 , 则 方程 (6) 化 为 
EYEYE д. Дін 十 В=0. (15) 
假设 усл, 现在 选择 o, 使 得 
6 十 ya 一 4 十 we， 
НП 
_ 7 一 6 
2 一 у= м ° (16) 
这 时 其 解 可 以 写 为 1 


1) D. Mitrinovitch, Jahresherich: ОМУ 58 (1955)р 1. [这 篇 文章 的 
译文 在 本 书 792 页 上 ,一 一 俄 译本 编者 往 .] 
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z 
о = рр“, 
бо (17) 
¿)=|— , 
(2) ) іт — Вт, 
其 中 加 是 以 适当 的 方式 选取 的 常数 值 . 
因此 ， 如 果 条 件 (7) 成 立 ， 并 且 y 才 ,x4 一 86 才 0, 则 方程 (1) 可 用 
积分 法 积分 | 
ЕЕ 卡 姆 克 的 书 中 ， 可 以 找 出 大 约 二 十 个 方程 ( 拉 格 朗 日 - 达 苦 
贝尔 型 方程 和 齐 次 方程 还 不 算 ) 作 为 方程 ( 1 ) 的 特殊 情况 , 而 这 些 方程 
通常 可 用 其 他 方法 来 积分 . 用 上 述 方法 可 按 统一 的 方式 去 解 下 列 方程 ， 
第 三 部 分 ,1.385;1.386;1,397;1.404;1.413;1 414;1.415;1.455; 
1.457;1.470;1.476;1.487;1.525; 1.527;1.541;1.542;1.550;1.554. 


4°. 在 1° 中 指出 的 积分 方法 ,也 可 应 用 于 形式 更 一 般 的 方程 
N 
S А,я°ту#в(у)?»=0 (N 为 自然 数 )， 


m=] 


只 要 其 中 的 常数 Am an В» у„ 满足 某 些 条 件 ( 这 里 省 覆 ). {ЕЕ FRH 
克 的 书 中 ,存在 这 种 形式 的 当 六 =4 时 的 一 些 特殊 方程 。 


IV. 


1 。 考虑 一 阶 微分 方程 
x ( A , zà + В,ху + O, у? + Dx 十 五 19 十 Е,)4ау-- 


УСА м? + Bayt Cy” + Dax + Eyt Fad =0, (1) 
其 中 4 (a= 1,2) Ар R. 
їп Я Е 
Ру) ря 
9(# 5) =k (k= M) (2) 


成 立 ,其 中 
P(x. y)=(3 A,— А„)к*-+-2(В,— B,)xy+ (0—30) y’ + 
+(2D,— D,)x -+ (E,—2E,)y+ (F, — F,): 
Q(x. у) = (pÀ,—qA;)x<° + (pB, —qB,)xy—+ (ре, —qC,)y* + 
+ (pD,—qgD,)x + (Е, —qE,)y+ (ФЕ, -1Е,). 
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则 可 以 寻找 方程 (1) 的 下 列 形式 的 积分 因子 ， 
W= (мгу?) -A 
Hp р mg 是 某 些 常 数 。 
2 .考虑 条 件 (2) 成 立时 的 一 些 情况 ， 
第 一 种 情况 。 如 果 pq, ЯН. 


_ kp—3 _ kp—2 _ hp—1 
A, к Aí: В, 0—9 B: С, 03 Cis 
k 2 k 1 А 1 (3) 
— АР- _ Ар ‚р. АР 
D, An 一 ] D. E, kq— 2 Er Р, ky—1 F, 


其 中 ERAT, =, 5, 则 条 件 (2) 成 立 ， 


因此 ， 如 果 方 程 (1) 的 系数 АР, 由 关系 式 (3) 确定 ,其 中 系 
А, s, р оок 一 样 是 任意 的 ,此 方程 可 借助 于 采用 积分 因 
子 的 积分 法 来 积分 


` ANANA НЫ ВИ Е 
的 B, С, П, Е, =) 
А, В, С. О. Е, Е 


之 秩 为 2 ,例如 , 设 
4, В, 
9== 
Гав, 9. 
这 时 方程 (1) 的 积分 因子 具有 下 列 形式 ， 
W = x'g", 
其 中 
_ 11| 34.— А, — А4, | |4: ЗА, —А. | 
а ав, —2B, —B,|? “Ip, 2B,—2B, 
只 要 等 式 
А, А, 3A,— A, | | А: A, 3А.-— À, u 


B, B, 2B,—2B, | = |В, B, 2B,—2B, 

CO 0,30, D, D, 2D,—D, 
А: À, 3A—A, | |A A, 3A=A, | 
В, В, 2B,— 2 =|в, B, 2B,—2B, =0 (4) 
т в Е, Е, —2Е,| |F, Е, Е-Е, 
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成 立 。 

因此 可 以 看 出 ,如果 方 程 (1) 的 十 二 个 系数 中 有 八 个 是 任意 的 ,而 
其 余 的 四 个 系数 满足 一 些 简单 的 条 件 , 则 此 方程 可 用 积分 法 积分 。 如 
Ж 8550, ШИЕ С. De Eo Е, 取 作 为 这 四 个 系数 , 并 且 使 之 满足 
RG). 

作为 例子 ,如 果 4 = В, = А, = D Eana MRDA 


4 5 
C= 5 Oy; Ds= + Dr E =, Ех fs = SPs 


而 方程 
xlt ку Оу + D. + Еу Е,)4у +. 


+y[ +2 ху-Е5 Су 2 Гия В+ ан =0 


3 
具有 积分 因子 W = x y, 
第 二 种 情况 。p=4。 = 
=) 如 果 本 二 所 Bi 关 Bs, 则 由 (2) 得 到 
kp=2; As=—Ai: O,=—O; Ds=0: Е, =0, 
因此 ,方程 
O (Aat Вуку Оу Dirt F'i)dy-- 
L y(— А. t Bay — СУ + E,y + F'.)dx = 0 
可 以 借助 于 积分 因子 W =x?*y НЕ 
в) 如 果 В.=В, FiF, 则 由 (2) 得 到 
Ap=1; А,=0; C,=0; Di=0; E;=0, 
因此 ， 方 程 
xl Bixy + Oy+ E,y + P) ду БУСА, + B ,ay + Dix Р) йк 0 
可 以 借助 于 积分 因子 


И’ = (xy), 
用 积分 法 来 积分 。 
y) 如 果 В, = В. P. =Рь АУРА, A1470, Mh (2) 可 知 , 当 
A AtA 2A 
B,= B; Cs= — С: 有 一 一 E= АВ F= Fis 


时 ， 其 中 Ar 7: Bi, Ci» р, En ЕЁ, 任意 ， 则 方程 (1) 可 以 借助 于 积 
分 因子 
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| A, 3 2, 
W=(xy) 4-4, ° 
用 积分 法 来 积分 
5) 如 果 B,=B,, F= Р, A,= А», ШИНА А1) 25 Ж. 
3°. 应 用 上 述 方 法 可 以 解决 方程 
ж5(х, y)dy-- yT (x. y)dx =9 
是 盏 可 用 积分 法 来 积分 的 问题 ,其 中 5(x， yT. у) 是 两 个 变量 的 
多 项 式 。 


V 


考虑 下 列 形式 的 线性 微分 方程 
4"+* 


ахі" иш 


9—1 


а" d dy 
Р) Air Aar t+ |=0 (1) 


m k HARRA. 为 常数 )， 这 些 方程 可 用 积分 法 KIAR (ДЖЕН: 
ВАС, Е Т EK IR ВА Ж И, ЕАК) 积分 ， 
1 .考虑 微分 方程 


у +9 fix) Ц у1=0: (2) 
其 中 
Ду] = Di~ 1r 0y "7°, (3) 
v=0 
而 


dt 
0! =t: у'® = у, у 一 7 , r=] +. + k, 


假设 LLy ]= z, 逐次 微分 后 则 有 
z ж=җ”у\"+1›, 
z = (xt) y "tl) пуа) 


ww... ° (4) 
S= OH) уен, 


r=] 
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Ж (к) 92 = Ск") 
аҳ” » 


由 4 十 1 个 关系 式 (2) 和 (4) WE kT yt ee ут ДН рак 


oo .， + (- ОМУ 2 = 0. 
29-0 (pn) E OF (т) о | 


2? («у Ol, (x 一 2 |. OQA "у 


展开 其 中 的 * 阶 行列 式 后 , 得 到 下 列 方程 ， 
ae 二 ss。 + арк у (к) г = 0. (5) 
НН Ж а, жп Яп В BJ BS , BB 
а = (— 1)” Сь-:Сичь-1 (#r=1.2,***.&—1) 
方程 45) 也 可 以 写 为 下 列 形式 ， 
29901 (у 0 OL CO EE EEE 
etet СТО (т) Dz (ж) "2 = 0, 
或 写 为 
Pg (s)z Cl ии) L... Bp (м) —f(s)s"z=0 
则 更 好 ,其 中 
g Cx) = (1) ON (7=1,2.5 + ..k—1). 
最 后 ,借助 于 线性 方程 L[ y J= z, 可 将 线性 方程 (2) 化 为 (5)。 
齐 次 方程 L(y) =0 的 通 解 是 | 
У= Сия О, ++ Ок" (O, 为 常数 ). 
为 了 求 非 齐 次 方程 Му]=2 的 通 解 ， 只 须 采 用 常数 变易 镶 便 可 以 
T. 
当 ,k=2,3,4 №}, 77905) АН FIER: 


x32! п — к"? (и) = 0: (6) 

821—2 пк" У п(п +1) — "tf (ж) 2 = 0: (7) 
0127" —3 ny2" +3 n(m+ 1)" — n(nt1) (n+ 

+2) 27 к" (x)z= 0. (8) 
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如果 方程 (6),(7),(8)? 可 以 积分 为 封闭 形式 ， 则 当 4=2，3，4 ВН 
应 的 方程 (2) 也 可 以 积分 。 我 们 用 几 个 例子 说 明 这 一 点 。 
2 .了 方程 (第 三 部 分 2.162(6)) 
%22Z (1—2 z)xZ 2 (1—9): = 0, (9) 
其 解 可 由 柱 函 数 来 表示 ， 
2 一 % Vy(%"), 
其 中 


рса) AOT G) З > 为 非 整数 ; 
CT (人 十 NGt)， 如 果 › 为 整数 ， 
(C 和 人 ,为 任意 常数 ;J,(t) ЯМ 为 第 一 类 和 第 二 类 贝 塞 耳 函 数 ,) 
比较 (6) 和 (9), 则 可 得 知 ,方程 (6) 可 以 积分 为 封闭 形式 ,特别 是 ,如 果 
n=22—1; f (s)=22[ (2 — 122 g] 
(应 注意 ,现在 + RERA p 的 形式 ,p 为 整数 ,而 在 (9) 中 对 于 > 未 加 
任何 限制 .) 
最 后 ,在 这 种 情况 下 同方 程 (6) 相 应 的 方程 (2) 
И Оси | 
— 11 Ohar Py D L. .  +(—1)2”721/(2z—1)ICu r Í ]=0. (10) 
Жин Е ВЖЕ. 
将 方程 (6) 同 方程 (第 三 部 分 2.162(8)) 
жа” 二 (1—2»)z +xz=0. (11) 
相 比 较 ， 则 可 得 知 ， 方 程 (6) 可 以 积分 为 封 闲 形 式 ， 特 别 是 ， 如 果 n= 
29—107 (x) 三 一 x"t1, 因 为 已 知 方程 (11) 的 解 是 
z=x"Z,(x). 
于 是 ,在 这 种 情况 下 相应 于 方程 (6) 的 方程 (2)， 
к?” yet) 2—1 у(22—1) 一 1 l Oboy? 222—2) 十 ... 
“(1) 22—1)102-1y=0, 
ЗН ДЭ НАУ. 
现在 ,将 同样 的 方法 应 用 于 方程 (第 三 部 分 2.162(1c)) 
xz” + ач2' + (bx + e)z=0 (т>20, а. b, ЖЖ), (12) 


2,0) = 


此 方程 包含 (9) 和 (11) 作 为 特殊 情况 。 方 程 (12) 的 通 解 具 有 下 列 形式 ， 
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(VD) 其 vl VU 如 果 эго. 
x [и ), Са) Че. 如 = 


= ре +С т. ЖЕНЕ =V 0—4 0960: 
“(С -Ебипя). 如 果 b=0 和 (1 一 a)* 一 4c=0.- 

《这 些 公式 是 在 假设 я2>20 时 写 出 的 .) 

比较 (6) 和 (12), 则 可 得 知 ,方程 (6) 可 以 积分 为 封闭 形式 , 特别 是 ， 
如 采 

n= —а, (и (флис), (13) 
其 中 а 可 以 取 负 整数 值 。 如 果 对 于 相应 于 =2 的 形式 为 (2) 的 方程 ， 
ую — f(x) LEy]=0.- 

引入 条 件 (13), 则 得 到 线性 方程 ， 其 解 可 由 贝 塞 耳 函数 和 初等 函数 来 表 
示 。 

在 这 种 类 型 的 方程 当中 ,还 存在 下 列 方程 

ак? у") yy рО ly е6 e+ С 1)" Су = 0 

(п 为 自然 数 ,a. р 为 任意 数 ), 其 通 解 可 由 贝 塞 耳 函数 来 表示 。 

在 E. 卡 姆 克 的 书 中 ,未 包含 此 方程 ,甚至 也 未 包含 其 特殊 情况 ， 

а?у! му — у = 0, 
аху" +y” — 2 x! -- 2 у= 0. 

将 方程 (6) 同 以 适当 方式 选择 的 另 一 些 方程 相 比 较 ， 则 可 得 到 进 一 - 
步 的 结果 。 为 此 ,例如 可 以 使 用 下 列 方程 : 

第 三 部 分 2.97;2.98; 2.99; 2.103; 2.104; 2.105; 2.106; 2.138; 
2.140;2.176;2.179;2.187;2.400;2.409, 等 等 ， 

这 时 ， 得 到 一 些 可 积分 成 特殊 函数 的 方程 

方程 (第 三 部 分 2.138) 


| ка" +аг—4-(к—2а—4Ь):=0 (a. b 为 常数 )， (14) 


利用 变换 z=wue- 了 ,可 以 化 为 方程 

xu” 十 (5 一 x)1 —au=0 (= 2.113), (15) 
此 方程 是 退化 的 超 几 何方 程 。 比 较 (6) 和 (14)， 则 可 得 知 ,方程 (6) 可 以 
积分 成 封闭 形式 ,特别 是 , 当 条 件 
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LT 


n= — a: Ги ааа b) (16) 


成 立时 ,其 中 а 可 以 取 负 整数 值 。 
在 这 种 情况 下 ,相应 的 形式 (2) 的 方程 
yt — (и) LEyJ=0 
RA auf НОВИК ВУ ЛР ORAA КИК РА) 表示 的 解 , 如 有 打 差 b 一 a 
为 正 整数 , 则 在 条 件 (16) 之 下 此 方程 的 解 甚至 可 由 初等 国 数 来 表示 。 
3”。 同时 考虑 方程 (7) 和 方程 (第 三 部 分 3.49) 


532" —B3(p--q)xz” — 3 p(8q +1) — х0) (17) 
(2 和 9 为 自然 数 ). 
方程 (17) 的 解 是 
p—1 
z= [| (2-36 v [I o- 3 “一 2) 57 cuerp(eno) 
2—0 k=] 


其 中 a=, 1 —, Wi, 是 方程 e= 的 根 。 方 程 (7) 和 (17) 相同 ,如果 条 
件 


2п=3(р+9). ъ(ъ-+1)=3 2(3q+1), (к) =" (18) 
成 立 , 即 对 于 满足 方程 
3(р+9)°--20р+9) =4 p(3 4+1) (19) 
的 所 有 正 整 数 p 和 9 此 方程 (19) 也 可 以 写 为 下 列 形式 ， 
-和 ore 
其 中 上 为 参数 。 
方程 (19) 可 以 分 解 为 两 个 方程 ,p=4 和 2 一 9 一 立 。 因 为 不 定 方 


В раз 三 没有 任何 整数 解 ,所 以 从 方程 ео 得 到 一 般 方 程 (19) 的 
自然 数 的 解 
p=N. q=N (N 为 自然 数 ) 
最 后 ,可 以 归结 为 下 述 定理 ， 
微分 方程 


WS y ONH) „3м у 十 ] | Ci yx Nly(3N-l) — 
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— 2: Сами? ум... + (—1)3\ (3 №): ONY = O (29) 
可 以 积分 成 封闭 形式 ， 其 通 解 由 方程 


和 


ҳа ум) уроку Ту +, H —1) (3№) | Gy =z (21) 
米 确 定 ,其 中 
= П (2—3 о (0—32) 5) Сием 


R=] 


(=<, er 为 方程 2 二 1 #8). 


除了 上 述 情况 以 外 , 很 难 找 出 另 一 些 能 同 (7) 相 比较 的 可 积分 为 圭 
闭 形式 的 方程 。 如 果 讨 论 方程 (8), 则 更 加 困难 ， 
4 . 现在 我 们 考虑 另 一 种 类 型 的 线性 方程 , 即 ， 


> ЛЬ (я) Гм У] =0 (N, 为 自然 数 ) (22) 


т 
其 中 | 
БМ) — 11 бут + 
2: Ву... + (— 1)” N СМУ. 
如果 假设 其 中 y=xz, 则 微分 型 T. [y Е № 


Г.м (52) ] =", (23) 

而 方程 (22) 则 取 下 列 形 式 ， 
ии (я) =0. (24) 

к=] 


方程 (24) 的 阶 数 是 > = тах( №, No +++. №). ДАЖ £= min (М, Nas 
e N.) ,那么 方程 (24) 经 过 变换 W = zt 则 化 为 > 一 上 阶 线性 方程 ,我 
们 将 此 方程 称 为 方程 E. 
方程 (24) 具 有 特 解 ，x，x”,***,x*. 作 为 例子 , 取 方 程 
Р. (а) wy" —З wy +6 xy'—6 y) tfal) lay —2 ку + 2 y) + 
+з (х) (ку — у) = 0 (25) 
在 这 种 情况 下 ,方程 (24) 和 方程 五 分 别 取 下 列 形式 ; 
xf (х) + sf Í (z)27 + fs (x) 2 == 0. 
afalau” + sf (x) + fs(8)u=0. 
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5°. 应 用 这 种 方法 解 三 阶 和 四 有 阶 的 线性 方程 ， 
取 方 程 
y + (х) wy —2 му +2 у) + 5(#) (яу — у) = 0 (26) 
经 过 变换 y 二 wz, 此 方程 化 为 
ки" Lx (и) 301и -Н м8 («)ы=0 (z7 =u). 
方程 
у БР (к) (ху — 3 ку" +- 6 жу —бу)- 
+ g(x)(x2y”—2 xy +2 у) thls) (жу — у) =0 (27) 
利用 变换 y= 二 xz;, 则 化 为 
xW” Г (4 (мы! +x*h(w)wu =0 (=н) (28) 
Н, 如 果 已 知 (28) 型 的 方程 , 其 解 可 由 积分 法 求 得 , 或 者 用 特殊 函数 
来 表示 , 则 可 以 建立 起 也 能 积分 为 封闭 形式 的 方程 (27)。 
56 .方程 (2) ,如果 利用 变换 
y=%t. t=t(x) (29) 
则 可 化 为 
жи L (А n)u DO — gt (жун = 0. (30) 
Jehu ka e= С. 


方程 5) 经 过 变量 变换 


И 一 (31) 
之 后 , 则 化 为 (30); 这 一 点 很 容易 证 明 , 如 果 在 等 式 Гу] =2 НЕ у= 
st XE /7 由 (3) 来 定义 。(5) 和 (3o) 之 间 的 这 种 关系 ,可 以 用 来 验证 
(5) 中 出 现 的 系数 a, 的 确 等 于 
а, = (— 1’! бб (r=1,2,-...k—1). 
上 述 事实 可 以 用 来 积分 某 些 微分 方程 。 作为 例子 ， 我 们 用 下 列 方 
程 ( 第 三 部 分 2.409) 来 说 明 这 一 点 ， 
| би” tas tu L (a—1)2u = 0; 
此 方程 具有 通 解 
у= 0,008 (417) +,sin(x!2) a>0. a>1, 
可 将 此 方程 写 为 下 列 形式 ， 
жи” taw + (а— ии == 0, | (32) 
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当 1 一 2 时 ,方程 (30) 具 有 下 列 形式 ， 
ки" + (m -- 2u — "(чи = 0, (33) 
如 果 将 (33) 同 (32) 相 比较 , 则 可 看 出 ,例如 ， 当 
n=a—2; f(x)=— (a~1) x 
时 ,其 中 c>2 是 自然 数 , 则 方程 (33) 可 积分 。 
最 后 ， 类 型 (2) 的 方 和 


а—2 
у (а— 1873948 > ( — 1)” OU „кат (9—22) =0 
=Q 


ча 为 大 于 2 的 自然 数 时 , 则 可 用 积分 法 积分 


о оф 


VI, 
人 .考虑 方程 (第 三 部 分 1,257) 
«(С Ак“ Bxy+ О) ау =y( Dyt -+ Exy+ Р) їх. (1) 
其 中 А, В.С, D. E. F Ж. 假设 
РЕ Е (2) 
这 时 ,方程 (1) 取 下 列 形式 ， 
du A ul Ач + Вь +c] 


Чо Ри (B+E ОР) (3) 


如 果 嘱 = 一 4, 则 得 到 伯 努 利 方 程 ,因而 方程 (1) 可 用 积分 法 积分 。 
更 一 般 的 方程 
x (Ax Bxy+ С) dy=y(Dxz"*+ Емр- Рам. (&= M ЩЩ), (4) 
经 过 变换 я и. yy 一 2 则 化 为 下 列 形式 ， 


du _ ku (Au Вь-ЕС) 
dv S[(A- Du + (B+ E)x>-- (O+ P] ° 


当 = А, БС) АА ЕЕ, Ый, 在 这 种 情况 下 ， 方 程 
《4) 可 用 积分 法 积分 。 
2°, 考虑 方程 | 
у” + (ак? ++ bx--ae)y' + (Ax + B)y= 0. | (6) 
HE a, b c, А, 为 常数 。 将 此 等 式微 分 % 次, 则 得 到 下 列 方程 ， 
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(5) 


у (ая -- ba Нед" 十 [(2 ant А)я + (bn+ B) До 
+(С9(п—1)а+пА ]у“70 =0. (7) 


02042-0) 3:808: ВОЗНЯ 
п=1-—&, | (8) 
а 
并 且 假 设 yU = z, 将 方程 66) 化 为 下 列 形式 ， 
0 баве о) z+ | (2 a— A)#+b(1—) +в|г=о, (9) 
同一 类 型 的 方程 (9) 和 (6), 如果 其 中 之 一 可 积分 为 封闭 形式 ， 则 另 


一 个 也 是 如 此 。 
作为 例子 ,考虑 方程 (第 三 部 分 2.56) 
у” — wy ку=0, (10) 
此 方程 可 用 积分 法 积分 ， 
因为 一 入 -=1, 所 以 方程 (10) 对 应 于 下 列 类 型 (9) 的 方程 ， 
2" — 22 — 3%2=0, | (11) 


此 方程 可 用 积分 法 求解 ， 其 特 解 为 
2 = wexp( a? ). 
Я УВ 
y” аху! —asy = 0 
看 作为 (6), 此 方程 具有 特 解 y=*, 则 对 应 的 类 型 (9) 的 方程 具有 下 列 形 
Ха | 
2" ам? 2-3 ахг = 0, 
3 .考虑 非 线 性 方程 (第 三 部 分 6.227) 


(жу'—ау)у” +b(y')°=0, (12) 
其 中 а 和 5。 为 常数 。 如 果 假 设 
y=exp J uds, 
则 C12) 化 为 
(мифа) (и и’) ош =0. (13) 
这 时 经 过 变换 
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и = те, не 


则 将 方程 (13) 化 为 下 列 形式 ， 
Oant ён =0. 


因此 ,最 后 得 到 可 分 离 变 量 的 方程 


因而 ,方程 (12) 可 用 积分 法 积分 ， 
4 。 下 列 方程 (第 三 部 分 2.41) 可 积分 ， 


(пе )у = y | (14) 


(a, b 为 常数 ), 因 为 立即 可 以 写 出 特 解 ， 


41 = e 8% 十 ab’, 


关于 一 个 一 阶 微分 方程 " 


D. ЖЕ Я 


我 们 考虑 微分 方程 | 
(EY ину" в" = 0, (1) 


其 中 а, 8, m, п Е, В. «8520, ml, mEn, m=1 I т=п W 
情 襄 很 简单 ,这 里 从 略 ， 
将 方程 (1) 写 为 下 列 形式 ， 


m—1 
Dirt ex s= =0, p= (2) 


其 中 pyze0; 进行 微分 和 经 过 变换 dir=? 以 后 ,得 到 


— 1)” — n — m — (о r 
— T а, (3) 


1) D. $ Mitrinovitch. Jahresbericht der Deutschen Mathenatiker 
Vereinigung 58 (1955),р 1. 


. 792 > 


Pp =U ур, (4) 
此 方程 化 为 下 列 形式 ， 
| (т—1)и—@ё Дн = (п— 1) и —– (ее В)ь dv. | (5) 
эн пъ 


假设 и = st, 则 得 到 可 分 离 变 量 的 方程 。 
因而 ,方程 (1) 可 用 积分 法 积分 。 
在 
ба 1 > тп 为 整数 (6) 


n— m 


的 情况 下 ,方程 (1) 的 通 积 分 具有 特别 简单 的 形式 ， 


т — h 
m=] 


m—1 
ус” Оо { ) (O+ к)". 
N 


其 中 C 为 积分 常数 . 
ЕЕ 卡 姆 克 的 书 中 不 存在 一 般 的 方程 (1)， 基 中 只 包含 方程 
p'— xyp- 2 «ay = 0 (第 三 部 分 1.525); 
0° —xy'p—y° =0 (第 三 部 分 1.527); 
Ур+2 хр-у=0 (第 三 部 分 1.541); 
16 yp 二 2xp 一 y= 二 0 (第 三 部 分 1.542), 
这 些 方程 乃 是 方程 (1) 满 足 条 件 (6) 的 一 些 特殊 情况 。 


线性 微分 方程 可 分 解 的 情况 ” 


D. 米 特 里 诺 维 奇 


1” ,同时 考虑 %% 阶 线性 方程 
polr) O tH pilay О ee фр, 1(к)у' + g(x) y=0 (1) 
和 特殊 形式 的 线性 方程 组 


D D. S. Mitrinovitch, Comptes rendus de Р? Académies des ѕсіепсеѕ de 
Paris 230 (1950),р. 1130—1132. 
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fy 8-1 T f r Yri E У ih 二 =1,2,.** ,n—1. "| 


| +f ,,*Ya—_1 =0, 


其 中 系数 Е: f, 20. 


(2) 


如 果 在 方程 O) 和 茶 一 个 方程 组 (2) 之 间 可 以 建立 这 样 的 对 应 关 
系 , 即 当 由 关系 式 (2) 消 去 ye у» te ура 之 后 , 此 方程 组 便 化 为 方程 
《1) ,那么 就 说 ,方程 (1) 分 解 了 。 方 程 组 (2) 说 明了 可 分 解 的 方程 (1) 能 
用 积分 法 来 积分 的 那些 情况 。 以 适当 的 方式 选择 图 数 Гл,» 便 可 得 到 ? 


阶 线性 方程 可 积 情况 的 某 种 分 类 法 。 
2°. 如果 用 上 述 方法 研究 方程 
у” + (ах Бу’ + (Aw!+ Bx +O)y = 0, 
其 中 a b, A, B,C 是 任意 常数 , 则 可 得 到 下 述 结论 。 
方程 (3) 可 被 分 解 , 如果， 
I .系数 B 和 C 具 有 下 列 四 种 表达 式 之 一 
а) B= —aq—bp—2 р. С=а+р—9Ф-а); 
8) В=(а- р) (5-9) +24, C=a-+p—q0(b+q); 
y) В= (а+р) -Ра)-ра. С= —p—q(b+q)s 
5) B= —aq—bp—2 рд, O= —р--9(0+ 9), 
而 系数 4= —p(a+ p); b, 2:9 为 任意 参数 。 
H. 系数 CC 具有 下 列 两 种 表达 式 之 一 


a) C= (ши) pla р) +09 a+3 р); 

8) O= (а) —Ёр(а-+ р)— (а+3 p). 
而 系数 

А = —р(а+ р). B=2 кр(а+р) + абак) 
a b, h. p 为 任意 参数 . 


作为 例子 ,我 们 写 出 相应 于 下 ,< 的 方程 组 (2)， 
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(3) 


(х—/^)у' +|( (а+ р)в*++-1-(—3ал— Чар) + 
Те то, = 
+ (ab 十 24 р 0—2) y=ye 
У —р=+ -0+-ав+-28р) b=0. 


结论 左 可 以 推广 到 下 列 方程 组 ， 


f(x)y + g(x)y = yr. 
ty hc)y 0. 


其 中 s 为 自然 数 ， 
5 s+> 
f (x ) == T (х —– 2,)за(х) з= D Arx t (к) == nx ш» 
танј nam] 


而 参数 s, ho Ад, 满足 条 件 (R), 这 些 条 件 此 处 虽 未 写 出 ， 其 内 容 不 过 
是 ， LMA teth fige teh 可 被 多 项 式 f 整除 。 写 出 这 些 条 件 
(В), 便 给 出 了 方程 (3) 的 非常 一 般 的 可 积 准 则 。 | 
如 果 在 (2》 中 考虑 结构 更 为 一 般 的 表达 式 
Aola y PHA (v)... +A,(s)y 
К ао (я) y talay 则 可 得 到 许多 非常 一 般 的 结果 ， 


甘于 微分 方程 yz + Ск) у= рх) НЕО 


тя я 
1°. бр. DA 


z 


TEHO у ts а) 
可 用 积分 法 来 求解 
为 了 证 明 这 一 点 ， 我 们 从 微分 方程 


1) T Leko, Glasnik matematičko-fizičkí í astronomski(2),10(1955), 
p- 171—174. 
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400 (9 2) elo (2) 
出 发 ， 此 方程 的 通 积分 可 以 写 为 ; 


fe коео, | еа 0, (3) 
并 且 假 设 
dt dt | 
ge T iE q =, (4) 
于 是 得 到 
2 十 rtt)z 一 上 一 0， (5) 


微分 之 后 ， 则 化 为 方程 (1)。 
方程 (1) 的 通 积分 可 按 下 列 方式 写 出 ， 


fear „ү {гш 
fe dt O fe 01 (в) 


реа рее, 


2 一 (1e 
КЕ Е Ее, ШС, МО , 是 任意 常数 . 
2° .现在 考虑 方程 
уу” + f (®)у* =pl) (7) 


我 们 试图 将 此 方程 表示 为 (1) 的 形式 ;这 有 时, 由 (6) 则 可 得 到 所 求 的 方程 
(7)》 之 解 的 积分 表达 式 ， 
y=U(t)s. x= M(t) (8) 
可 将 方程 (7) 化 为 下 列 形 式 ， 
i , + rA T + MM') |= 


_ (M ) pM) ~ 
- 7 1732 (9) 
我 们 应 当 满 足 这 样 的 一 组 等 式 ， 
т H 
и тм П (10) 


{ 
(M'Y _ 
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方程 组 (了 的 第 三 个 方程 给 出 


U=M' ур, (11) 
微分 之 后 , 则 得 到 
М'?ф'( М) 
[7' = M” 十 一 一 一 一 一 ， (12) 
v (M) ву 
将 (12) 代 入 (10) 的 第 一 个 方程 , 求 得 
D= tM E (13) 


H(11),(12), (13) 和 (10) 的 第 二 个 方程 得 到 下 列 关 系 式 (14)， 如 
采 我 们 想 要 将 方程 (7) 化 为 (1) 的 形式 , 则 应 当 满 足 此 关系 式 ， 


(СМ) 


2 V Ф(М) 


M'( Mr yO) + (M' ° y —м*( м’ ИСМ)” 


ФМ) 


+(M' ә)? = )+ f£(M M) (М') *= 
Е) V raD Gu) 


= үз (М ФКИ) М) 
ӨМ “УУ ОРОМ SOD (14) 


去 括号 并 化 简 , 最 后 得 到 方程 (7) 可 用 积分 法 求 积 的 条 件 ; 
299 =4 УЗ (9. (15) 
当 太 一 0 时 ,将 (15) 积 分 , 则 得 到 为 了 使 方程 
| уу" = (я) 
可 用 积分 法 积分 ,y 所 应 当 满 足 的 下 列 条 件 ， 


a 
руй, аъ, 
方程 


и — (t 


的 解 如 下 ， 
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《17 ) 
С, 


= > ¿2zt 
УБ СУ 2 ( ы 
v a 


(s +b)e, 


у= + 


其 中 O, 和 O, 为 任意 常数 ， 


线性 微分 方程 的 分 类 和 利用 递 推 公式 构造 
其 通 解 的 新 方法 


J. 兹 伯尔尼 克 


( 摘 Ж) 


[本 文 叙述 线性 微分 方程 规 一 化 的 新 方法 ， 用 此 方法 可 按 统一 的 方 
式 求 得 广泛 的 一 类 方程 的 解 . 
即 研究 下 列 形式 的 任意 阶 线 性 微分 方程 ， 
ILyJ=E,[yJ+ ВЕ [у] =0 (1) 
或 者 
Ку1==Е[1-+ Br Е,Гу1= И(к). (2) 
其 中 B 和 + 是 任意 的 实 常数 或 复 常数 ,El ЖЕ, 是 欧 拉 算 子 ， 


Е{ у]== > Чи“, 
==) 


Е.Г y ]= > Butty, 
и 


其 中 办, 多 是 整数 ,ww 和 68。 是 一 些 常数 。 我 们 将 认为 (1) 是 mr 阶 方程 ， 
В) mon. 


1) J.Zbornik. Sitzungsberichte Österreichische Akadenie der Wis- 
senschaften. Mathematisch-naturwissensc haftliche Klasse, Abt. П a,166 
(1957), р.21—62. 
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属于 这 种 类 型 的 熟知 的 二 阶 方程 有 : 勒 让 德 方程 , 超 儿 何方 程 和 退 
колу, дану, РНЕ AARS ARARE 
夫 - 埃 尔 米 特 多 项 式 的 方程 ,等 等 . 

为 了 解 方 程 (1)， 提 出 一 种 新 的 算 子 方法 . 这 种 方法 的 基 本 思想 
是 ， 算 子 i[y] 可 以 按照 一 定 的 规律 表示 为 “基本 算 子 ”乘积 的 形式 ， 


y= (TI +в» [I ia )2. (3) 
fa] {mj 
其 中 [yj 二 xy 一 sy. 借助 于 基本 算 子 ,建立 这 样 一 些 特 殊 的 表达 式 
L(x);i 二 1, 2, ** *, т, 使 得 方程 (1) 的 通 解 可 以 写 为 ， 
у= > СИ (s). 
феи] 


O, 是 一 些 任 意 常数 。 
作为 例证 ,可 以 用 所 提出 来 的 方法 给 出 一 些 具 体例 子 的 解 , 而 得 到 
前 面 列举 的 勒 让 德 方程 、 贝 塞 耳 方程 等 经 典 方程 之 MW 的 新 的 有 意义 的 
特别 指出 ,E. 卡 姆 克 一 书 中 的 下 列 方程 是 类 型 (1) 的 二 阶 方程 的 特 
іН OU: . | 
第 三 部 分 2.101 一 一 当 В=а, r 一 2 (¿=1 )F#f, 
2.130 一 一 当 B= "=1 (4=0) 时 ， 
.176 一 一 当 В=1, r=2 (¿= -—1)FF, 
.179—— 4 B= a°. r=2 (¿= —1)FF, 
.276 一 一 当 B= —1, r=2 (4 二 1/2) 时 ， 
.277— ï В=-а 7 一 2 (4=1/2), 
288—4 B= 2, кер (= 一 1/4) 时 ， 
342— 24 В =а. ”一 一 2 (¿=-1)F, 
350 一 一 当 B=. к= —2 《4=0) 时 ， 
400 一 一 当 В=а. r 二 一 4 (¿= -—2)Fr, 
„409—4 В=(а—1». г=2(1-—а) (4 二 0) 时 ， 
.84 — 4 В = А8, r=2b (¿= —а). 


O N N SMS SS мы Юю мо мю о 
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因此 ,可 以 用 同样 的 方法 求解 。 也 就 是 说 ,经 过 变换 
«= (7 у”, хук) = z(Ë) (4) 
当 适 当地 选择 4 时 ,可 将 上 述 方程 中 的 任何 一 企 ， 化 为 方程 〈 第 三 部 分 
2.104) 
sz/ 十 二 2 十 2 一 0， 
此 方程 具有 解 ¿= O,sin(2/ Е) -О,соѕ(2у Е). 
对 于 下 列 方程 可 以 求 得 封闭 形式 的 解 ， 
1°. wy (Вк —a—b+1)y 一 (BY —b)y=f (x). Ep ab, В, 
r 是 一 些 常数 ,f (з) ЕЖЕН. 


y= we С, + jexp(— By ) x 


< |o, + (aF (exp (Ви ая Jax у. 
2°, жж” 1)” 10а 6-0) tay +Ь(1—а—+#)”у=0, и: 
a, b, > 是 一 些 常数 (第 三 部 分 2.355). 
у= ("+07 0+0 EOE: 1) 了 ах |. 


3°. 辐射 波动 方程 (第 三 部 分 2.154); 


1 
2. 3 ,2 Zp 1 一 
yy + (42 + Арх + 4 е )y 0, 
其 中 4,5,c 是 一 些 常数 . 
а) mE- ib= Z +e+nn=0,1,2,3, ++, MAHE 特 解 ， 


y= (Аж) eS apl Ах)", 


k=0 
其 中 

= C "СХ 
" АС, 4 ° 


b) WR = +e m и=0,1,2,3, + ++, ИЕН, 
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бола -©+©, Jj Eat 
= + „г d” — | 
У е ДЕР ЕЁ , 


Hp E= Ах; Em Ereti, 
c) 如 于 b=in,n=0, 1,2,3,.* *, 则 在 在 通 解 ， 


y= x c+ et Ax а" x -co 二 —4%7 % (=) 
аҳ" ° т у 


一 一 俄 译本 编者 注 。] 
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АЕ 
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托马斯 
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米 塔 格 

ЗЕ pÆ 


Mathieu 
Newing 
Baker 

Weber 
Bickley 
Dunkerley 
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Weierstrass 
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Hankel 

Bliss 
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Floguet 
Runge 


Fredholm 


Thomas 
Darboux 
D'Alembert 
Liouville 
Mittag 
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部 分 外 国人 姓氏 中 外 文 对 照 表 


阿 贝 耳 
# ZR 
ШРЕК 
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阿达 姆 斯 
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ЖК Ня 
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里 兹 
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拉 梅 

P ЕЛ 
FA 
3/8 
拉 普 拉 斯 
帕 塞 法 耳 


Abel 

Hill 
Галёркин 
Volterra 
Adams 
Bernoulli 
Dirichlet 
Birkhoff 
Ritz 
Courant 
Clairaut 
Klein 
Kutta 
Lipschitz 
Ляпунов 
Крылов 
Зе сои 
Eurler 
Cayley 
Lagrange 
Lama 
Laguerre 
Rawson 
Temple 
Laplace 


Parseval 
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洛 比 达 
Ye FL 
Е 
АҢ ZF 0 
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柯 西 
施 特 尔 默 尔 
施 特 鲁 韦 
洛 梅 尔 
埃 尔 米 特 
3E 98) 
Jë tF = 
ИР ЭЖ 
格林 
格拉 梅 尔 
埃 姆 登 
索 思 韦 尔 
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Pochhammer 
Lindelöf 
Kurven 
L'Hospital 
Schwarz 
Чебышёв 
Hurwitz 
Fermi 
Cauchy 
Störmer 
Struve 
Lommel 
Hermite 
Leffler 
Neumann 
Duffing 
Green 
Grammel 
Emden 
Southwell 
Taylor 


高 斯 
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Wik 
梅林 
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MR 
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Gauss 
Wronski 
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Lebesgue 
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Jacobi 
Fourier 
Боголюбов 
Fuchs 
Sturm 
Tissot 
Whittaker 
Stieltjes 
Rayleigh 
Riccati 
Riemann 
Painlevé 
Heun 


Schrödinger 


а Н ж 引 


中 心 58, 60, 737 Не ЖК: 227 
ЖЕ 211, 216, 286 逐次 逼近 法 5, 50, 68, 151, 
公式 183, 227, 230, 235, 252, 

邓 克 利 - 杰 去 科 特 分 解 公 式 261 300 

贝 塞 耳 插 值 公 式 184, 185 借助 于 微分 的 积分 法 39 

皮 康 公式 ”162 格拉 梅 尔 法 250 


ДЕЧ Н 1-Е 252 
常数 变易 法 152, 172 


刘 维 尔 公式 67, 92 
s РЕА 7, 188 


Ak E EKAA 97 插值 靶 266 
格林 公式 73, 98, 204 算 子 法 (符号 法 ) 84, 89, 135 
索 轴 韦 尔 分 解 公式 261 WBK # 175 
梯形 公式 6 方程 
方向 场 2，44 飞行 的 炮弹 的 方程 757 
方法 (法 ) а УФЕ 109, 464, 471, 
ВИ: Изер 69 559 
布 里 斯 法 196 引力 或 中 心力 作用 下 质点 运动 方 
ИЗВНЕ 104 Фа 757, 760 


龙 格 - 库 塔 法 190, 193 
Р-НЕ ЕВЕ: 181 

达 苦 贝尔 简化 法 93 

有 限 差 分 法 254 

扰动 方法 258 

补充 半 步 法 180 

阿达 姆 斯 法 185 及 以 后 ，192 

阿达 姆 斯 - 施 特 尔 默 尔 法 194 及 
РААТ 

折线 法 4, 17, 50, 179, 190, 
192 


E ШУ 248, 251, 274 
НЕ: 246 

Як 146 

НЕ 113 及 以 后 


中心 在 坐标 原点 的 圆 的 渐 伸 线 方 
程 721 

韦伯 方程 477, 488, 565 
ИНУ 102, 169, 332, 
471, 510, 517, 799 
电力 线 方程 398 

可 分 离 变量 的 方程 19 

可 分 解 的 方程 17 

边界 层 方程 729 

外 弹道 学 基本 方程 758 

托马斯 - 费 米 方程 321, 688 
达 布 方程 26 
自由 降落 方程 
齐 次 方程 24 
广义 齐 次 方程 26, 86, 93, 
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711 


154 
压 杆 弯曲 方程 594, 733 
4 СЕ ЖЕ) ДЕ 358, 432 
交 访 电流 方程 334, 340 
全 微分 方程 37, 86, 98, 151, 
154 | 
阿 贝尔 方程 32, 35 
希 尔 方 程 109 463, 
和 伯 努 利 方程 24 
判定 方程 100，168 
з ДЕ 41, 334 
РЕВ Е 761 
具有 双 周 期 系数 的 方程 111 
具有 多 项 式 系 数 的 方程 108， 
127, 138, 312, 
具有 周期 系数 的 方程 109,463, 
471 
线性 方程 20，134 
欧 拉 方程 137, 510, 524 
拉 格 朗 日 - 达 兰 贝尔 方程 42 
拉 梅 方程 469, 471, 602 
拉 梅 方程 的 代数 型 604 
拉 梅 方程 的 外 尔 斯 特 拉 斯 型 
604 
拉 梅 方程 的 雅 可 比 型 
拉 普 拉 斯 方程 137 
质量 相互 作用 方程 343 
波 赫 哈 默 尔 方程 139 
振动 方程 
自由 振动 方程 474 
阻尼 振动 方程 669, 678 
村 的 振动 方程 643, 651 
船舱 和 船舱 陀螺 仪 的 振动 方程 
747 
强迫 振动 方程 474 _ 
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471 


604 


摊 的 振动 方程 661, 671 
热传导 系数 方程 335 
都 芬 格 方程 318, 662 
特征 方程 75, 737 
ЕЖЕ 660, 679 

多 方 气体 的 埃 姆 登 方 程 680 
圆柱 电容 器 中 空间 位 移 电 流 方程 

725 | 
高 斯 CEH) 曲率 为 常数 的 旋转 

曲面 子午 线 方程 697 
高 斯 超 几何 方程 102， 

549，601，799 

退化 的 超 几 何方 程 459,471, 

495, 525, 561, 601, 799 
Та жа 102, 124, 169, 

471, 535 及 以 后 ，799 
接收 机 超 再 生 方 程 486 
粘性 流体 力学 方程 728 
大 索 桥 方程 ”675 
其 链 线 方程 675 
m mik EHE 649 
富 克 斯 型 方程 102, 168 
蒂 索 方程 144, 656- 
惠 特 克 方 程 561 
РН И: 77 РЕ 640 
雅 可 比方 程 332, 384 
摆 的 水 平 运动 方程 (考虑 地 球 转 


169， 


动 时 ) 747 

摆 线 族 方程 699 

辐射 波动 方程 509, 800 

黎 卡 提 方 程 4, 27, 154, 175 

特殊 的 歼 卡 提 方 程 27 460 

黎 卡 提 方 程 同 二 阶 线性 方程 的 
联系 28, 29 


黎 卡 提 方 程 的 罗 森 型 361 


ЖБИ 658. 
Жар 144, 600 
霍 伊 恩 方程 580 
Е 316 
贝 塞 耳 不 等 式 226 
ПЖ Нін А 225 
正则 点 74, 100 及 以 后 
正 交 性 222, 229, 269, 329 
边界 条 件 201, 281, 292 
分 组 的 边界 条 件 219 


本 性 的 边界 条 件 和 剩余 的 边界 条 


件 244，307 
齐 次 边界 条 件 201 


НЕ Е 206,297,301, 


305 
kA Е 205 


更 一 般 形式 的 边界 条 件 278, 


313 
周期 边界 条 件 


规范 化 的 边界 条 件 217 
斯 图 姆 型 边界 条 件 218, 293, 
298, 303, 325, 453 
行列 式 
弗 雷 德 赴 姆 行列 式 227 
项 尔 行列 式 465 
特征 行列 式 213，269 
朗 斯 基 行 列 式 ”92 
曲线 ( 线 ) 
二 次 曲线 757 
二 次 曲线 的 渐 伸 线 432 
共 焦 点 的 二 次 曲线 430 


Е 437 
对 数 螺 线 731 


ВХ СВ К 2) 358, 432 


207, 219, 294 
第 一 、 二 、 三 类 边界 条 件 292 


判别 曲线 18 

Я 4, 17 
#2 393 
积分 曲线 1, 44, 56 
-正则 积分 曲线 18 
奇异 积分 曲线 18 
准 线 21 

А 2, 42 

摆 线 429, 699 


多 项 式 


契 比 雪夫 多 项 式 ， 第 一 类 534, 
546; 第 二 类 546 

契 比 雪夫 - 拉 盖 尔 多 项 式 313, 
498，505 | 

契 比 雪夫 - 埃 尔 米 特 多 项 式 
313，478 

APSHA 523 
特征 多 项 式 83，110 

勒 让 德 多 项 式 535, 539 

播 值 多 项 式 183 

超 球面 多 项 式 546 

雅 可 比 多 项 式 313, 545, 549, 
552 


^^ 


共振 295 
ЖЕНЕ 69 
级 数 


波 赫 哈 默 尔 级 数 562 
АИ 107, 128, 169 
Да Л,Ї 551 
傅立叶 级 数 220 


问题 


计算 临界 速度 的 问题 33] 

边 值 问题 86, 200, 282, 317, 
329 

ЕН 290 
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ЙИК 202, 517,483 
及 以 后 
三 阶 边 值 问题 324 
а 325 
F. B ЖҖ# (851 209 
半 齐 次 边 值 问题 201, 282 
边 值 问题 同 积分 方程 的 联系 
232，237，287 
边 值 问题 的 可 解 性 条 件 202， 
206 
边 值 问题 的 可 解 性 重 数 ”202， 
206, 282 
边 值 问题 的 近似 解法 248 及 
以 后 
边 值 问题 的 指数 202 
齐 次 边 值 问题 201, 282 
Н №96 B Pj 206, 287, 
292 
Jee ЕСН 205, 284 
借助 于 格林 图 数 解 边 值 问题 
209 
第 一 、 二 , 三 类 边 值 问题 292 
柯 | 西 问题 86，202，207 
按 特征 函数 展开 的 问题 217, 
220, 225, 234, 243, 275, 
520 
流体 在 河渠 中 流动 的 问题 295 
特征 值 问 题 213, 246, 285, 
297, 309, 317, 326 
一 阶 特 征 值 问题 290 
二 阶 特 征 值 问题 296 及 以 后 ， 
317 上 大 以 后 
三 阶 特 征 值 问题 324, 616№ 
以 后 
四 阶 特 征 值 问题 325, 635% 
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以 后 
候 则 的 特征 值 问 题 217,297, 
309 
正定 的 特征 值 问题 223,240, 
271, 288, 302. 另 一 种 定 
X 244 
Я ЖЕНЕ НЯ 215,222， 
267, 297 及 以 后 
ЗЕЕ РАНЕН 215 
封 六 的 特征 值 问题 276 
标准 的 特征 值 问题 222,240, 
270 
特征 值 问题 同 变 分 法 的 联系 
239，243，306 | 
特征 值 问 题 同 积分 方程 的 联系 
233，237 
特征 值 问 题 的 近似 解法 229, 
237, 248 及 以 后 ，308 
特征 值 问 题 的 谱 213 
斯 特 姆 型 特征 值 问题 239, 
253, 258, 298, 303, 308, 
453 
弹道 学 问题 330 
连 分 数 160 
Е: 3, 45, 85 
广义 的 李 普 希 菠 条 件 46 
李 雅 普 诺 夫 意 义 下 的 稳定 性 48 
变 分 原理 239, 243 
奇 点 74, 99, 168, 278, 315 
НАНА (НЕ) 57 及 
以 后 
奇 点 的 阶 74 
АНУ 101. 102 
奇 点 的 指数 100 
ЗЕЕ) 74, 100№ 


欧 拉 常数 
线 素 2, 17, 44 


以 后 | 
强 奇 点 ( 非 正 则 奇 点 ) 74, 77, 
100 及 以 后 


定理 


对 于 方程 组 的 比较 定理 164 

卡 里 西 奥 多 里 存在 定理 45 

弗 洛 盖 定 理 110 

存在 定理 2, 44, 64, 67, 85, 
88, 147, 743 

Е НЕЕ 315 

S К-т 柳 波 夫 包括 定理 
263 

坦 普 尔 包 括 定 理 262 

林 德 略 夫 定理 47 

特征 值 的 估 值 定理 229, 230, 
247，249，261 

振荡 定理 (关于 解 的 零点 ) 94, 
130，149，161 及 以 后 ，298， 
302，304，306，315 

唯一 性 定理 3. 45, 46, 61, 
64, 85, 88, 351 

斯 图 姆 比较 定理 161 

斯 图 姆 振荡 定理 298 

微分 方程 解 的 估 值 定理 
65, 148, 153 

513 


12,53, 


正则 线 素 18 
2 18 


拉 格 妆 日 恒等式 72,98, 204 
变换 


欧 拉 变换 123 
拉 普 拉 斯 变换 117 

拉 普 拉 斯 道 变换 122 
特殊 的 拉 普 拉 斯 变换 120 


勒 让 德 变 换 43, 420, 429,450 
梅林 变换 122 


ер 


兰 尼斯 卡 坦 函 数 354 
РЯ ЕТ ИЖ 111， 
470, #03 

ХК 512 
希 尔 函 数 472 
ВУ 53, 88 

W AUS КУК В 496 
ski e he 505 
ЖИ 365, 512 

ЖЁБ 519 
洛 梅 尔 函数 518, 522 

容许 函数 ”240，270，276 
ЕКА 207, 293, 453 及 以 
ЛЕ, 635 
Хва 
Б, 635 
#—, IH ЈА 467 
第 一 、 二 、 三 类 马 提 厄 伴随 函数 
467 

第 一 ` 二 ,三 类 贝 塞 耳 函数 ”511， 
512, 520 

第 一 、 二 范畴 第 一 、 二 、 三 、 四 


405， 


210, 454%[Д 


A у ЕН 605 
жЖ—. СӘКЕ СЖ) 
125, 538 
Ж —., СЖ МН: 25 PEBE EG 2k 
542, 592 
第 二 类 周期 基数 109, 472 
带 谐 函数 538 
ЖЛЕ ЕА 160, 551 
ВЕ By ЯВ Л. fal с e 496 


Юри, ВА 563 及 以 后 
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Е РЕЖ а 486, 662 
影响 图 数 207, 293 
8 БӘ А 658, 659 
HÆRE 243, 275 
ВА ЖИ Е ЕЕ 231 
Be R. 22 5090 155 
ЖАУ ЛЕК 
相位 移 340 475 
Е 58, 735, 737 
核 
欧 拉 核 115 
Pie e RE 115 
封闭 的 核 231 
积分 方程 的 核 227， 228, 
积分 方程 的 正定 核 230 
积分 方程 的 碗 代 核 228 
积分 变换 的 核 114 
梅林 核 115 
ЕЖЕ 227 
积分 


155 


235 


微分 方程 的 积分 1, 44, 85 
微分 方程 的 通 积 分 1, 12, 
微分 方程 的 首次 积分 52 


37 


第 一 、 二 类 椭圆 积分 355,576, 


662, 718 


积分 方程 


马 提 厄 函 数 的 积分 方程 468 
齐 次 积分 方程 ”227 

积分 方程 的 谱 228 

积分 方程 的 耶 解 式 227 

配 极 积分 方程 231, 234 


226 
二 类 沃 尔 泰 拉 型 积分 方程 


1 


积分 因子 38, 98, 775, 781 

特征 问 量 286 

特征 线 56 

ЛЕВА 213, 246, 269 
JE ДИРЕ ЇР] АО КР ШЕРА 218 
УЕ r ХХ 1.25 РЕН № А 216, 
220, 221 
完备 正 交 特征 函数 系 222 
完备 规范 化 正 交 特征 蚌 数 系 
224，230，242，271，289 
规范 化 特征 国 数 304 

规范 化 配 极 特征 图 数 系 224 
积分 方程 的 特征 函数 228, 230 
特征 函数 的 近似 计 算法 248 及 
以 后 

特征 指数 109，465，471 

特征 值 213, 246, 269, 286 
马 提 厄 方程 的 特征 值 466 
半 周 期 的 特征 值 472 

希 尔 方程 的 特征 值 472 
周期 的 特征 值 472 


积分 方程 的 特征 值 228，229 
特征 值 的 重 数 213, 269, 286 
特征 值 的 近似 计算 法 229, 237, 
248 KLAJ, 308 

特征 值 的 浙 近 表达 式 237, 299 


格林 矩阵 284 
格林 耶 解 式 


216，223，269 
HARRA MIRA 217, 225 


傅立叶 系数 (广义 的 ) 221, 225, 


242, 275 


、 二 类 弗 雷 德 堆 姆 型 积分 方 | 焦点 58, 737 


分 支 解 ”663 
不 稳定 解 472 


对 于 给 定数 的 特征 解 296 
平凡 解 66, 92, 202 
半 周 期 解 472 
边 值 问题 的 解 、202，213，246 
НЕ 边 值 问题 的 解 
294, 316, 321 
借助 于 积分 方程 求 边 值 问题 的 
Ж 232, 236 
借助 于 格林 函数 求 边 值 问题 的 
解 ”209 
РАЗНЫХ 461 


周期 解 ” 294 另 一 种 定义 ”472! RER 
微分 方程 


标准 解 108，169 
特征 值 问题 的 解 213, 232, 
237，239，246，248 及 以 后 ， 
286 
通 解 1 
基本 解 73，94 
基本 解 组 67, 68, 70, 82, 
83, 93, 110 
微分 方程 (组 ) 的 解 1, 44, 56, 
85 
利 几 定 积分 求 微分 方程 的 解 
113 及 以 后 
微分 方程 的 解 对 于 方程 变化 的 
依赖 性 12, 58 
微分 方程 的 解 对 于 初始 条 件 的 
ЖИРЕ 46, 51 
微分 方程 的 解 对 于 参数 的 依 环 
性 11. 47, 51, 80, 130, 
148 
微分 方程 的 解 当 |s | оо 时 的 
性 状 15, 21, 78, 91, 
127, 158, 165 
微分 方程 的 解 展 开 为 连 分 数 


159 
微分 方程 的 解 展 开 为 之 级 数 
3 及 以 后 ，17，52 | 
微分 方程 解 的 浙 近 展开 式 
23, 78, 82, 127, 130, 170 
微分 方程 的 近似 解 4, 5, 13, 
179 及 以 后 
微分 方程 参数 形 式 的 解 
以 后 ，87 
解 的 线性 相关 性 (无 关 性 ) 67, 
92 


40 № 


472 

一 阶 微分 方程 1 及 以 后 ，339 及 
以 后 

二 阶 微分 方程 146, 453, 657, 
763 

二 阶 微分 方程 的 刘 维 尔 标 准 型 
299 

二 阶 微分 方程 的 简化 (标准 ) 型 
154 

三 阶 微分 方程 177,616 及 以 后 ， 
728 及 以 后 

已 解 出 最 高 阶 导 数 的 微分 方程 
1 及 区 后 ，85 

化 微分 方程 为 微分 方程 组 85 

四 阶 微分 方程 178,635 及 以 后 ， 
733 及 以 后 

未 解 出 最 高 阶 导 数 的 微分 方程 
16，39 及 以 后 ，86 

线性 微分 方程 88, 91, 798 
一 阶 线性 微分 方程 20 

反 自 共 辊 线性 微分 方程 96 
齐 次 线性 微分 方程 88 
НЗ 96,151 
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共 圈 线性 微分 方程 96, 98 线性 微分 方程 组 方程 个 数 的 减 


非 齐 次 线性 微分 方程 90,151 少 69 
线性 微分 方程 的 降 阶 法 ”93， 线性 微分 方程 组 的 矩阵 写法 
152 67 
常 系数 线性 微分 方程 134 常 系数 线性 微分 方程 组 83 
常 微分 方程 同 偏 微分 方程 的 联系 | ”微分 方程 组 的 向 量 写 法 44 
11, 38, 47, 52 简单 的 微分 方程 组 46 
微分 方程 的 不 变 式 154 微分 型 72, 95, 150 
微分 方程 的 秩 108 双 线 性 微分 型 72, 97, 150 
微分 方程 组 3, 44 E BHMA 72; 95, 177 
自 共 轿 微分 方程 组 71, 72 Е 8774 72, 95, 150, 
自治 微分 方程 组 ”55 及 以 后 177，178 
Еву У ЕН 70 вру 72, 95, 150 
ЖАН 472 微分 算 子 89, 135 
线性 微分 方程 组 63 瑞 利 原理 243 
齐 次 线性 微分 方程 组 63, 66 №5 АЖ 475 
及 以 后 ТЖ 92 


非 齐 次 线性 微分 方程 组 64 | 鞍点 58, 60, 735 АЕ 
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